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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROCNIK XXV (1980) CiSLO 6

Cechilv-Stonetv s-obal*)
Petr Simon, Praha

Vazené shromazdéni,

v roce 1937 vysSel v Annals of Mathematics jeden z téch vzacnych ¢lanku, které jsou
vic neZ pouhym ozndmenim novych vysledkt, ¢lanek, ktery mél zasadni vyznam pro
dalsi rozvoj matematiky, ktery hluboce zasihl do celé fady disciplin a ktery oteviel
k dalsimu vyzkumu rozsahlou novou oblast. Jmenoval se On bicompact spaces a jeho
autorem byl EDuArRD CecH [5].

Nejprve se pokusim ve své prednasce stru¢né€ shrnout hlavni vysledky této prace.
Kolegové topologové mezi vami poznaji v uvedenych faktech latku zdkladniho kursu,
ano, je tomu tak. Vysledky E. Cecha se za tfiadtyficet let od svého publikovani staly
klasikou a neodmyslitelnou soudasti vzdélani kazdého matematika..Dale chci uvést
nékteré dalsi charakterizace f-obalu a nakonec nékolik souéasnych vysledkd z této
problematiky.

Zaénéme od zakladnich pojmt a trochy historie. Upiné reguldrni topologicky prostor
X je takovy topologicky prostor, kde je spojitych funkci dostateéné mnoho k tomu, aby
popsaly jeho topologii, pfesné&ji, ke kaZdému bodu x € X a ke kazdému jeho okoli U
existuje spojita realnd funkce f takova, Ze f(x) = 0 a f(y) = 1 pro kazdé ye X — U.
Roku 1929 dokazal A. N. TicHONoOV [16], Ze prostor X je Uplné reguldrni Hausdorffiv
tehdy a jen tehdy, da-li se X vnofit do kvadru I4 pro n&akou vhodnou mnoZinu 4
(zde I znadi uzavieny interval [0, 1] s obvyklou topologii, I4 je mnoZina vSech funkci
z A do I's topologii bodové konvergence). ProtoZe prostor I je kompaktni HausdorfFiv,
je X (uzavér v prostoru I*) kompaktni Hausdorffiv prostor obsahujici X jako hustou
Gast; tedy prostor X je Gplné regularni tehdy a jen tehdy, lze-li ho husté vno¥it do kom-
paktniho Hausdorffova prostoru.

Tato fakta byla Cechovi vychodiskem k nasledujici konstrukci: Oznaéme % (X, I) mno-
Zinu viech spojitych zobrazeni z iplné regularniho Hausdorffova prostoru X do I. Zobra-
zeni @: X - I*:D definované ptedpisem ¢(x), = f(x) pro kazdé fe 4(X, I) a xe X, je
vnofenim prostoru X do I°®:D, ozname Y = ¢[X]. Bud g: [ X] — Ilibovolna spojita
funkce. Pak zobrazeni f: X — I definované pfedpisem f = g o ¢ je samoziejme prvkem

*) Zaznam odborné p¥ednasky konané na MFF UK v ramci vzpominkové slavnosti k 20. vyro&i
umrti E. Cecha dne 17. b¥ezna 1980.
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%(X, I); pro f-tou projekei n: I°XD 5 T pak nutn& plati, Ze ;0@ = f dik definici
zobrazeni @, pfitom ¢ je homeomorfismus, tedy n,(y) = g(y) pro viechna y € ¢[X].
Vidime, ze ziZeni projekce 7, na mnoZinu Y je spojité zobrazeni z Y do I, roziifujici
funkci g.

Ukazali jsme tedy, Ze ke kaZdému dpiné reguldrnimu Hausdorffovu prostoru X existuje
prostor B(X) tak, Ze plati

(1) B(X) je kompaktni Hausdorffiv,

) X = p(X),

(3) X je husty v p(X),

(4) kaZdou spojitou omezenou redlnou funkci definovanou na X lze spojité rozSiFit

na p(X).

Nezavisle na Cechovi dogel ke stejnému vysledku M. H. STONE [15], proto se prostor
B(X) dnes nazyva Cechovou-Stoneovou kompaktifikaci nebo téz Cechovym-Stoneovym
B-obalem prostoru X.

E. Cech ve svém &lanku dokazuje dale: Prostor (X) je jediny v tomto smyslu: Je-li
b(X) kompatifikace prostoru X (tj. prostor spliiujici (1), (2), (3)) splfiujici (4), pak existuje
homeomorfismus h prostoru P(X) na prostor b(X) tak, Ze h(x) = x pro vSechny body
x € X.

To je speciélni pfipad véty: Je-li B(X) libovolnd kompaktifikace prostoru X, pak existuje
spojité zobrazeni f z B(X) na B(X) takové, Ze f(x) = x pro viechnax e X af[f(X) — X] =
= B(X) — X.

Nazvéme dvé podmnoZiny 4, B < X funkciondiné oddélené, jestlize existuje spojita
realnd funkce f definovana na prostoru X tak, Ze f(x) = 0 jakmile x € 4, zatimco pro
vSechna x € B je f(x) = 1.

Je-li X uplné reguldrni Hausdorffiiv prostor, pak P(X) je charakterizovdno téZ platnosti
podminek (1), (2), (3) a

(4") kaZdé dvé funkciondlné oddélené podmnoZiny prostoru X maji disjunktni uzdvéry
v prostoru B(X).

Tedy pro T < X plati, Ze clyx,T = B(T) prdvé kdyz mnoZina T je C*-vnofend v pro-
storu X (tj. kazdou omezenou spojitou redlnou funkci definovanou na 7' lze spojité roz-
§ifit na cely prostor X).

Specialné, aplikaci Tietzeovy véty dostavame, Ze prostor X je normdlni prdvé kdyZ
clyxyT = B(T) pro kazdou uzavienou podmnoZinu T prostoru X.

I studium kardinalnich invariant prostoru f(X) zapo&al Eduard Cech. P¥ipomeiime,
Ze charakter yx(x) bodu x v prostoru X se definuje jako nejmen$i mohutnost baze systé-
mu okoli bodu x. Plati véta: Bud X upiné reguldrni Hausdorffiiv prostor, x € X. Pak
1x(X) = Zpoo(X)- .

Mohutnost podmnozin prostoru f(X) odhadoval Cech pomoci mohutnosti S(V),
kde N je spoletny nekoneény diskrétni prostor. Napriklad:

Bud X uplné reguldrni Hausdorffiiv, M uzaviend mnoZina typu Gsv f(X), M < p(X) —
— X. Pak [M] Z [BOV)].

Bezprostfednim disledkem je, Ze Zadny bod z f(X) — X nemlZe mit spocetny cha-
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rakter — mnoZina {x} by byla jednoprvkova uzaviend mnoZina typu G, a proto plati:
Jsou-li X, Y dva uplné reguldrni Hausdorffovy prostory spliujici 1. axiom spoletnosti
a je-li B(X) homeomorfni s B(Y), pak i X a Y jsou homeomorfni.

Prostor X se nazyva spocetné kompaktni, da-1i se z kazdého spo&etného otevieného
pokryti prostoru X vybrat pokryti koneéné. Napiiklad mnoZina v8ech spoéetnych ordi-
nalnich &isel s topologii danou uspofadinim je (nekompaktni) spodetné kompaktni
topologicky prostor. Cech dokazuje:

Je-li X upiné reguldrni Hausdorffiiv prostor, ktery neni spocetné kompaktni, pak
B0 — X = 1BVl

Avsak je-li X = w, s porddkovou topologii, je |B(X) — X| =

Prostor B(N), Cechovu-Stoneovu kompaktifikaci spo&etného diskrétniho prostoru
N, vysettoval Cech také a dokazal, Ze 2° < |B(N)| £ 2*°. Tuto nerovnost zpfesnil
pozd&ji PospSIL [13]: [B(N)| = 22°. Zde v3ak je tfeba zminit se o tom, Ze v Cechové
dobé& zakladni monografii 0 kompaktnich prostorech byl rozsahly ¢lanek ALEXANDROVA
a URYSOHNA [l], obsahujici mj. fadu ptikladd kompaktnich prostorfl. Alexandrov
s Urysohnem v$ak neznali Zddny kompaktni prostor, ktery by neobsahoval spocetnou
konvergentni posloupnost — existence takového prostoru byla otevienym problémem.
Cech tento problém fesi: B(N) — N je kompaktni Hausdorffiv prostor bez izolovanych
bodi, jeho? 2ddny bod neni limitou spoletné posloupnosti.

NuZe uvedena fakta o B-obalu dokazal Eduard Cech v roce 1937. Z téch zcela za-
kladnich zde chybi pouze Stoneova véta, i kdyZ je velice pravdépodobné, Ze ji Cech
znal: Pro uplné reguldrni Hausdorffiw prostor X je B(X) charakterizovdno splnénim (1),
(2,(3)a

(4") je-li Y libovolny kompaktni Hausdorffiw prostor a f: X — Y spojité zobrazem, pak
[ Ize spojité rozsiFit na B(X).

Tim se vSak dostavame k tomu, jak se vyvijelo studium B(X) v dalsich letech. M. H.
Stone [15] pristupoval ke kompaktnim prostorim od Booleovych algeber, proto cha-
rakterizoval f(X) tak, Ze popsal, jaké body je t¥eba k prostoru X ptidat. Nulovd mnoZina
v prostoru X je vzor f ~*(0) bodu 0 pfi spojité realné funkci f definované na X. Pro
kazdy bod x € f(X) ozname Z(x) systém vSech nulovych mnoZin Z v prostoru X tako-
vych, Ze x € clyx)Z. Zvolme x € B(X) — X. Pak systém Z(x) musi podle (4’) byt centro-
vany a maximalni. Tedy B(X) — X Ize ztotoZnit s mnoZinou vSech maximdlnich centro-
vanych systémil nulovych mnoZin v X, které v X nekonverguji.

GELFAND-KOLMOGOROV [8] charakterizovali B(X) algebraicky. Bud %*(X) okruh
vSech spojitych omezenych realnych funkci definovanych na X. UvaZujme mnoZinu 4
viech maximalnich vlastnich idedlt okruhu %*(X). Pak plati, Ze maximdlni idedly
v €*(X) jsou prdvé vSechny mnoZiny tvaru S, = {fe €*(X): *f(x) = 0}, x € f(X), a jsou
riizné pro riizné body x € f(X). (Zde *f zna&i spojité rozsiteni funkce f na B(X).)

Vsechny uvedené popisy f(X) (a to jsem se v obou poslednich pfipadech nezminil
o topologii!) ukazuji, Ze f(X) je zpravidla prostor s velice komplikovanou a obtiZn&
uchopitelnou strukturou. Avsak nesnaze vyzyvaji. Proto je v soucasné dob& publikovano
tolik hlubokych vysledkii o Cechové-Stoneové kompaktifikaci, Z¢ nemohu v &ase, ktery
mi zbyva, podat ani informativni pfehled. Omezim se proto na kusou informaci o vlast-
nostech prostoru S(V), coZ tedy je mnoZina viech ultrafiltrii na spo&etné diskrétni mno-
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Zin€ N, a na jeho podprostor f(N) — N, mnozZinu vSech netrividlnich ultrafiltrl
na N.)*

Prostor B(N) — N neni homogenni, tj. existuje par bodi x,y € f(N) — N takovych,
Ze 7adny autohomeomorfismus f(N) — N na f(N) — N nezobrazi x na y. Prostor
B(N) ma tutéZ vlastnost trivialné; nehomogenitu f(N) — N dokazal za predpokladu
hypotézy kontinua W. RUDIN [14], bez dodateénych mnoZinovych predpokladd Z. Fro-
Lik [7].

I. I. PAROVICENKO [12] charakterizoval f(N) — N topologicky takto: Necht plati
2° = w,. Predpoklddejme, Ze prostor X md ndsledujici viastnosti: X je kompaktni Haus-
dorffiv 0-dimenziondlni bez izolovanych bodii, w(X) = 2°, kaZdd neprdzdnd podmnoZina
typu G; md neprdzdny vnitiek a kaz“dé: dvé disjunkitni oteviené podmnoZiny typu F, lze
oddélit obojetnou mnoZinou. Pak X je homeomorfni s f(N) — N.

E. K. vAN DOUWEN a J. vAN MILL [6] dokazali, Ze hypotéza kontinua je v Parovicen-
kové vét€ podstatna: Necht plati tvrzeni Parovicenkovy véty. Pak 2° = w;.

Dlouho nefeSenym problémem byla existence P-bodt v f(N) — N. Piipomeiime, Ze

bod x v prostoru X je P-bod, jestlize x € int () U, pro kazdy spocetny soubor {U,:
n=1

n=1,2,...} okoli bodu x. Plati-li 2° = w;, existuji P-body v f(N) — N [14], rovn&

tak plati-li Martinv axiom. Teprve nedavno sestrojil S. SHELAH model teorie mnoZin,

kde plati, Ze Zaddny bod z B(N) — N neni P-bodem. [11].

PfestoZe na otazku, zda existuji P-body v f(N) — N nelze odpovédét, 1ze dokazat,
Ze body, svym topologickym chovanim P-bodiim velmi pfibuzné, existuji ,,poctivé:
V prostoru B(N) — N existuje bod x takovy, Ze x ¢ clyy_n(S — {x}). kdykoli S je spo-
detnd podmnozina f(N) — N. Toto tvrzeni dokazal K. Kunen [10].

B. BALcAR a P. VoiTAS dokazali jinou pozoruhodnou vlastnost prostoru f(N) — N:
Pro kazdy bod x e f(N) — N existuje soubor % mohutnosti 2° po dvou disjunktnich
otevFenych mnoZin takovych, Ze x € U pro vSechna U e %. [3].

S faktem, Ze Zadny bod x € f(N) — N neni limitou spoetné posloupnosti, kontrastuje
tato skute€nost [2]: Existuje bod x € B(N) — N a diskrétni mnoZina {x,: & < cul} < B(N)
— N takouvd, Ze x je jediny uplny hromadny bod této mnoZiny.

Na zavér své pfednaSky vam ukdZi jedno z mnoha pouziti f-obalu mimo topologii.
Nésledujici vétu dokdzal N. HINDMAN:

*) Filtr na dané mnoziné A je soustava & podmnoZin mnoZiny A spliiujici (a) pro kazdé Xe &
je X+ g,(b)je-li Xe F, Yo Aa X< Y, pak Ye &, (c) je-li Xy, Xy, ..., X libovolnad koneénd
st &, pak X, N Xy N ... X, € Z. Naptiklad soubor #”= {X < N: N— X je koneénd mno-
2ina} je filtrem. Filtr & se nazyva ultrafiltr, jestlize F je maximdlni soubor spliiujici (a), (b), (c);
zfejmé & je ultrafiltr na mnoziné A, pravé kdyz & je filtr a pro kazdy koneény rozklad 45U 4, U
U ...U 4, = A existuje k < n tak, Ze A, € #,respektive pravé kdyz & je filtr a pro kazdé X < 4
jebud Xe &, nebo 4 — Xe £.

Zvolme x € A. Pak &, = {X cA:xeX } je ultrafiltr a nazyva se trividglni. Pokud mnozina A4
je nekoneéna, existuji viak i ultrafiltry &, pro které plati, ze N& = &; takové ultrafiltry se nazyvaji
netrividlni neboli volné.

Nosnou mnoZinu prostoru S(N) tvofi viechny ultrafiltry na N; je pak pfirozené ztotoZiiovat body
n e N s trividlnimi ultrafiltry .#,. Topologii prostoru f(N) popiseme nejsnaze takto: Je-li g € B(N),
pak mnoziny tvaru 0(g, X) = {p € B(N): Xep} (X € q) tvofi bazi okoli bodu g v B(N).

304



Véta: Bud n < o, N = {1, 2,3,...}. Pro ka%dy rozklad \) A, = N existuje ko < n
k=0

a nekonecnd mnofina B = A,, tak, ¥e pro kaZdou konecnou Zdst {b,, by, ..., b,} = B je
by + by + ... + b, € 4,

Jinymi slovy, at obarvime pfirozena &isla koneénym po&tem barev jakymkoli zpliso-
bem, najdeme jednu barvu — dejme tomu &ervenou, a nekoneénou mnoZinu B tak, Ze
viechny kone&né soudty &isel z B jsou &ervené.

Dokazat tuto vétu pomoci &isté kombinatorickych metod je velice obtizné. Autorem
dtikazu, ktery nyni uvedu, je S. GLAZER, diikaz byl publikovén v [4].

Dukaz. Definujme operaci 4+ na S(N) takto: Pro 4 = N, ne N bud

A—-n=1{keNk+ neAd},
pro dva ultrafiltry p, g € B(N) bud
p+g={AdcN:{neN: A —-nep}egq}.

Lehce se ovéfi, Ze + je asociativni operace, ktera rozSifuje operaci s¢itani na N a Ze
pro kazdé p e B(N) je funkce, kterd bodu g € f(IN) pfifadi bod p 4 g, spojitd. Tedy
(B(N), +) je kompaktni topologickd pologrupa se zleva spojitou operaci. Musi tedy
existovat g € f(N) idempotentni, tj. ¢ + g = q.

(Pro tplnost naznaime dikaz — vyuZivd se pouze kompaktnost dané pologrupy
a jednostranna spojitost jeji operace. UvaZujme systém .# v3ech neprazdnych kompakt-
nich podpologrup pologrupy B(N). Je # + & ,nebot f(N) € A. Aplikaci Zornova lem-
matu najdeme v # minimalni prvek G. Je-li g libovolny prvek G — zvolme né&jaky
a zafixujme ho, pak ¢ + G (= {g + p: p € G}) je kompaktni pologrupa dik kompakt-
nosti G a spojitosti +, pfitom ¢ + G = G, minimalita G pak dava g + G = G. Existuje
tedype Gtak,ze q + p = q.

Oznatme H = {pe G: q + p = q}. H je kompaktni pologrupa a vime uZ, Ze je ne-
prazdni. Tedy H = G, opét z minimality G, tedy g € H a z definice H dostavame, Ze
q9+9=4q)

ProtoZe pro Zadné n e N neplati, Ze n + n = n, je g€ B(N) — N. UkéaZeme, Ze ultra-
filtr ¢ ma tyto vlastnosti:

(*) Pro kazdé A € q existuje nekoneéna podmnoZina B < A tak, Ze pro kazdou koneg-
nou &ast T < Bje Y. Te A.

Pro Aeq ozname A* = {be N: A — be gq}. ProtoZe q + q = g, je A*€ q stejné
jako A — b e g pro viechna b € A*.

Bud 4, € g zvoleno libovolng, zvolme by € 4y N Ag. Déle definujeme indukci 4,,, =
= (4, — b)) " A4,, a volime b,,, € A,,; N Ay, tak, aby platilo b,,, > b,. Zbyva
poloZit B = {b,:n = 0, 1, 2, ...}. Lehce se ové&fi, Ze B je hledani mnoZina.

Nyni se dikaz Hindmanovy véty redukuje na toto: Bud g idempotentni v (B(N), +),
bud {4;:i=0,1,...,k} rozklad N. ProtoZe g je ultrafiltr, existuje 4;, € g. Pro toto
A,, musi oviem platit (¥).

Dé&kuji vdm za pozornost.
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Zamysleni
nad diferencialn¢ geometrickym dilem
Eduarda Cecha*)

Ivan Kold¥, Brno

Naprosta vét§ina Cechovy plivodni védecké tvorby v diferencidlni geometrii spada
do oblasti projektivni diferencialni geometrie, kde je prdvem povaZovan za jednoho

*) Zaznam cdborné pfednasky konané na MFF UK v rdmci vzpominkové slavnosti k 20. vyroé&i
umrti E. CecHA dne 17. bfezna 1980.

306



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T09:35:16+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




