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sndd, Ze se to isté stane s interakciami medzi elementdrnymi Sasticami ? VacSina fyzikov
si asi mysli, Ze $tyri interakcie stadia a Ziadne dalSie priddvat netreba. Ale myslienka
piatej sily uZ zaujala predstavivost experimentdlnych fyzikov. Preto je isté, Ze honba
za piatou silou bude pokracovat.

Dakujem prof. Lukddcovi, DrSc., ktory prisiel s ndpadom na napisanie tohto ¢ldnku.
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Madarsky matematik rozieSil kvadraturu kruhu

Barry A. Cipra

Kreslil a poéital ve dne v noci, pokryval hromady papiru obrazci, pismenkami, Eislicemi,
algebraickymi symboly a jeho zhnédly oblidej, oblitej zddnlivé nezdravého Elovéka, mél vizio-
ndfsky a zazrany vyraz maniaka. Jeho rozhovor se tykal vyluéné a se straSlivou jednotvdrnosti
pomérového Cisla pi ...

Thomas Mann: Kouzelny vrch*)

Pokud se vdm zd4, Ze fraktdly a podivné atraktory jsou fantasticky vyhliZejici mnoZiny,
vyckejte s usudkem a podivejte se, s ¢im si pohraval Miklés Laczkovich. Tento matema-
tik z budapestské univerzity ptisel na to, jak roziezat kruh na mnoho nepredstavitelné
podivnych kouskt, kterymi umi pohybovat tak, Ze z nich sloZi &tverec piesné stejného
obsahu — krdtce feceno, provedl kvadraturu kruhu!

NeZ vznesete ndmitku, Ze kvadraturu kruhu nelze provést a Ze jenom bldzni (jako
stdtni zdstupce Paravant v Kouzelném vrchu) se o ni pokouseji, pfipometime, Ze problém,

*) Preklad PAVEL LEvIT a JAN ZAHRADNICEK. Nakladatelstvi Melantrich A. S., Praha, 1930.
(Kniha druha, s. 355)

BARRY A. CiprA: Hungarian Mathematician Squares the Circle. Reprinted from SIAM NEWS,
Vol. 22, No. 5, September 1989, p. 19. PreloZil IVAN NETUKA.
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ktery Laczkovich vy¥esil, neni klasickd feckd uloha o kvadratufe kruhu. Ta poZaduje
sestrojit pomoci pravitka a kruzitka ¢tverec o stejném obsahu jako zadany kruh. Ne-
moznost feSeni takové tlohy kvadratury kruhu pouze vyjadiuje, Ze pravitko a kruZitko
na vSechno nestadi a je zaloZena na dvou vysledcich:

(1) body v roving, které lze ,,zkonstruovat, odpovidaji jisté t¥id¢ algebraickych
gisel a (2) m neni algebraické &islo, jak dokdzal Ferdinand Lindemann v r. 1882. (Alge-
braické Cislo je kofenem polynomu s raciondlnimi koeﬁcienty.)

Laczkovich vytesil zcela jiny problém, jehoZ kofeny sahaji do dvacdtych let tohoto
stoleti. V r. 1924 Stefan Banach a Alfred Tarski publikovali vysledek, ktery Sokoval
i otrlé matematiky. Ukdzali, Ze kouli 1ze rozloZit na koneén& mnoho kouski, pfemistit je
a slozit z nich kouli s dvojndsobnym polomérem. Obecnéji ukdzali, Ze kaZdd trojrozmér-
nd mnoZina s neprdzdnym vnitftkem (tj. cokoli obsahujici kouli) se dd rozloZit a znovu
sloZit na libovolnou jinou takovou mnoZinu nehled€ na jeji velikost.

Jednoduse feéeno, Banachliv-Tarského paradox, jak se tomuto vysledku zacalo Fikat,
vyjadfuje, Ze golfovy miéek a planeta Jupiter jsou stejné rozlozitelné.

Matematici by spravné méli takové vysledky pfed vefejnosti skryvat — ta uZ si stejné
mysli, Ze matematika je divnd. Tento dojem se miiZe timto vysvétlenim jen potvrdit.
Divodem, pro¢ Banachiiv-Tarského paradox nepfedstavuje Zddny spor, spocivd v tom,
Ze samotny pojem objemu nemd Zddny vyznam pro nékteré z kouskul, které se pre-
mistuji — jsou to, jak se fikd, neméfitelné mnoZiny. Neexistuje Zddny princip — ne-
vyjimaje zdravy rozum — ktery by zabrdnil systému neméfitelnych mnoZin vytvofit
jednim zplisobem horu a druhym krtinec, prosté udé€lat z komdra velblouda.

Existence neméfitelnych mnoZin je sama o sobé poné€kud zneklidiiujici. Teorie chaosu
se mize zabyvat zvldstn€ vyhliZejicimi podivnymi atraktory a pokroucenymi potrhanymi
fraktdlnimi tvary, ale ty aspoii maji miru. Diivodem pro existenci nemé&fitelnych mnoZzin
je skuteénost, Ze Lebesgueova mira — dobfe zndmé dx ze zdkladni analyzy — je preti-
Zena povinnostmi. Chtit na mnoZinové funkci, aby byla nezdpornd, kone¢né i spocetné
aditivni, invariantni vi¢i posunutim a otofenim a definovand na vSech mnoZindch,
to je prili§ mnoho. ,

Pokud absolutné trvdte na lebesgueovské meéfitelnosti vSech mnoZin, dZin teorie
mnoZin vaSe pfdni vyplni — bude vds to ale stdt axiom vybéru. Prost€ nesmite chtit
vSechno.

Nemeétitelné mnoziny existuji i v jednorozmérném a dvourozmérném pripadé, ne
vSak Banachiiv-Tarského paradox. Banach v r. 1925 dokdzal, Ze Lebesgueovu miru
na pfimce a v roviné lze rozsifit na koneéné aditivni miru definovanou na vSech pod-
mnozindch. To znamend, Ze stejné rozloZitelné mnoZiny na pfimce ¢i v roviné musi mit
stejnou délku ¢i obsah.

Zhruba ve stejnou dobu John von Neumann, ktery, zdd se, m&€l v tomto stoleti
prsty ve vSem, vyjasnil algebraické podminky, pfi nichZ Banachtiv-Tarského paradox
nastavd. DuleZitd je, jak ukdzal von Neumann, struktura grupy euklidovskych transfor-
maci — posunuti, otofeni a soumérnosti — pfi nichZ je mira invariantni. V roviné se
tedy nevyskytuji paradoxy, nebot existuje pouze jedna osa otdceni.

Toto vSechno vSak nechalo otevienou otdzku, zda dva rovinné obrazce lze rozloZzit
a znovu sloZenim prevést jeden v druhy, maji-li stejny obsah. Odpovéd nebylo tézké najit
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pro mnohouhelniky. Pokud se nestardte o strany, rozklad lze ud€lat rovnymi fezy
(vysledek ze za&dtku 19. stoleti). Tarski ukdzal, co udélat se stranami, takZe je uvaZovan
kazdy jednotlivy bod. Tedy je mozné vyjit od libovolného mnohothelniku a pfetvofit
jej na Ctverec.

Tento vysledek vedl Tarského k formulaci problému o rozkladu kruhu umoZiiujicimu
prevedeni na &tverec: Jestlize kruh a Etverec maji stejny obsah, existuji ¢dsti 4,, 4,, ...,
A, kruhu a &ésti By, B,, ..., B, étverce tak, Ze Gdst A, je shodnd s B, A, shodnd s B, atd. ?
Toto je problém kvadratury kruhu, ktery Laczkovich vyfesil.

Vyhlidky na vyfeSeni Tarského problému se zddly byt temné. VSechny dil¢i vysledky
byly negativni. V r. 1963 dokdzali Lester Dubins, Morris Hirsch a Jack Karush z kali-
fornské univerzity v Berkeley, e kvadraturu kruhu nelze provést, pokud trvdte na
pouZivani ,,jordanovskych ntzek** — tj. ¢dsti jsou ohranieny Jordanovymi kfivkami.
Neddvno dokdzal Richard J. Gardner v Saudské Ardbii (King Fahd University), Ze
kvadraturu nelze provést, pokud transformace uzité pfi pfemisténi Cdsti generuji
diskrétni grupu. »

Laczkovichtiv dtikaz se hodi nejen pro kruh, ale pro libovolnou oblast ohraniéenou
po &dstech hladkou Jordanovou k¥ivkou, jejiz ¢dsti jsou bud use¢ky, nebo kfivky, jejichz
kiivost je seviena mezi dv€ kladné konstanty. Nejprekvapivéjsi rys dikazu spoéivd
v tom, Ze vyuZivd jenom posunuti. To je zcela nové dokonce i pro mnohouhelniky, nebot
predchdzejici diikazy uZivaly otoCeni i posunuti. To budi zdéni, jakoby se diikaz vysmival
Banachovu-Tarského paradoxu, ktery pro paradoxdlni zm&nu miry zévisi na rotacich.

Stejné jako vSechny dobré diikazy, Laczkovichiv vysledek nadhazuje stejné otdzek
jako jich zodpovidd. Lze specidln& tuto metodu uZit pro vy$si dimenze ? Lze tedy vyjit
z koule a pfestavét ji posunutim jejich dsti na krychli ? Lze zmirnit pomocnou podminku
o kiivosti hranice? Jak vypadd situace pro mnoZiny ohraniéené obecnou kiivkou ?
Koneéné jakého druhu jsou poZadované kousky, aby byl rozklad mozny, a kolik jich je ?
Otevienou otdzkou zUstdvd, zda kvadraturu kruhu lIze provést s méfitelnymi kousky.
Pokud jde o pocet, Laczkovich odhaduje, Ze jeho p¥istup ke kvadratufe kruhu vyZaduje
fddové 105° kouski, coZ je néco zcela jiného neZ pét paradoxdlnich kouskt postadujicich
ke zdvojeni koule.

Neni jasné, zda a jaky bude dopad Laczkovichova dikazu na &istou matematiku
mimo vlastni studovanou problematiku. Rozklad, ktery umoziiuje kvadraturu kruhu,
uzivd tak fantastickych mnoZin, 7e se zdd nepravdépodobné ocekdvat jakékoli praktické
aplikace. Nebudte si v8ak tolik jisti! KdyZ chaotické shluky mohou sdilet blaZené pocity
s Cantorovym diskontinuem, jen si pfedstavme milostné zdpletky, které se rysuji v ne-
meTtitelné budoucnosti.

Ostatng, co se to tehdy odehrdvalo na onéch palddiovych ty€inkdch ?

Barry A. Cipfa je matematik a spisovatel piisobici v Northfieldu, Minnesota.
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