Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Josef Krél
Hausdorffovy miry a odstranitelné singularity parcidlnich diferencialnich rovnic

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 35 (1990), No. 6, 319--330

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/138160

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1990

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/138160
http://project.dml.cz

Hausdorffovy miry
a odstranitelné singularity feSeni
parcidlnich diferencidlnich rovnic

Josef Krdl, Praha

V posledni dobg se tzv. fraktdly a v souvislosti s nimi také Hausdorffovy miry t&si
neobydejné popularité i v nematematickych kruzich. V samotné matematice se oviem
tyto miry pouZivaji ddvno a v mnoha jejich oborech se staly uZite¢nym apardtem k od-
vozeni geometricky ndzornych vysledkt.. Pokusime se na né€kolika ptikladech ilustrovat
jejich pouziti na problematiku odstranitelnosti singularit feSeni parcidlnich diferencidl-
nich rovnic. Budeme pro jednoduchost uvazovat pouze operdtory v euklidovském prosto-
ru RN dimenze N, které lze zapsat ve tvaru
(0) P(D) = Y a, D%,

acM
kde se s¢itd pies kone¢nou mnoZinu M multiindexd o« = (y, ..., ay) s celymi nezdpor-
nymi komponentami; koeficienty a, jsou komplexni konstanty. Pfitom pouZivime
obvyklého oznaceni

D;= —-idlox; (j =1,...,N)
(kde i je imagindrni jednotka a d/0x; zna&i parcidlni derivaci podle j-t¢ prom&nné),
D* = D} ... DY

(takie D vznikne sloZenim operdtorl D; s ndsobnostmi a;, j = 1, ..., N).
Oznaéme jeste
P¥D) = Y (=1)la,D"
aeM
operdtor formédlng adjungovany k P(D), kde |a| = a; + ... + ay. JestliZe U = R¥ je
oteviend mnoZina a u je koneénd borelovskd mira v RY, pak fikdme, 7e lok4In& lebes-
gueovsky integrovatelnd funkce h na U spliiuje rovnici

P(D)h = p

ve smyslu distribuci, jestlize pro kazdou nekoneén€ diferencovatelnou funkci ¢ s kom-
paktnim nosiéem v U plati

fuh(x) PX(D) o(x) dx = [ye(x) du(x) .

RNDr. Joser KRAL, DrSc., je vedoucim v&deckym pracovnikem MU CSAV, Zitna 25, Praha 1.
Pracuje v oboru matematické analyzy.
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(Ptipomindme, Ze nosiem funkce ¢ se rozumi uzdvér mnoZziny {x € R"; ¢(x) + 0}.
Nosi¢ miry g je tvofen viemi body x, pro n&Z u(V,) > 0 pro kazdé oteviené okoli V,
bodu x. Diracova mira § je na borelovskych mnoZindch M < RY definovdna piedpisem

5(M) — 1, jestlize M obsahuje pogdtek O = (0,...,0)e RY,
"0, jestlize 0 ¢ M ;

nosi¢em 6 je tedy {0}.)
Umluvme se jesté, Ze pro struénost budeme v daliim integrdl funkce ¢ podle Lebesgueovy
miry pfes mnoZinu U zna&it prosté [,¢ apod. ’

JestliZe lokdIng lebesgueovsky integrovatelnd funkce E splituje na RN rovnici

P(D)E =5,

pak E se nazyvé fundamentdlni funkei operdtoru P(D).
Zpusobi, kterymi se zavddi pojem odstranitelnych singularit, je mnoho. Pro jedno-
duchost se pfidrZzime terminologie, kterou pouZivaji napt. R. Harvey a J. Polking v [5].

Definice. Necht K(U) je néjakd tfida lokdlné integrovatelnych funkci na oteviené
mnoziné U = RN a F je relativné uzaviend podmnoZina v U. MnoZina F se nazyvd
odstranitelnou pro K(U) vzhledem k P(D), jestlize kazdd funkce h e K(U), kterd na
mnoziné U \ F spliuje rovnici P(D)h = 0 (= nulovd mira) ve smyslu distribuci,
automaticky splituje stejnou rovnici P(D) h = 0 na celé mnoZiné U.

Je zndmo mnoho vysledkii specifikujicich v zdvislosti na K(U) a P(D) postadujici
nebo nutné podminky k odstranitelnosti F. Casto se zavddi vhodnd kapacita méFici
masivnost mnoZin v RY a mnoZiny odstranitelnych singularit se charakterizuji jako mno-
Ziny nulové kapacity. Tak napf. pro t¥idu C(U) viech spojitych funkcei na oteviené mno-
#in¢ U < R® jsou vzhledem k Laplaceové operdtoru A = D} + D3 + D3 odstranitelné
praveé ty relativné uzaviené mnoZiny F < U, které maji nulovou elektrostatickou ka-
pacitu, tj. které neobsahuji nosi¢ Zddné netrividlni borelovské miry p, pro niz by New-
tontiv potencidl

Sl /]x = y[ du(y)

byl omezenou funkci proménné x na celém prostoru K>,

I kdyz zavedeni kapacity je fyzikdlné ndzorné a analyticky jednoduché, je potiebné
dodate¢n€ odvozovat jeji geometricky ndzorné odhady pomoci vhodnych mér. Uz
z toho divodu je ulelné pokusit se alespoil ve specidlnich pripadech pfimo popsat
odstranitelné singularity pomoci vhodnych Hausdorffovych mér. Pfipomeiime nejprve
jejich obvyklou definici. Mérnou funkci budeme pro jednoduchost rozumét takovou
spojitou nezdpornou neklesajici funkei f: <0, ) — €0, o), kterd je kladnd na (0, ).
Necht X je metricky prostor s metrikou ¢. Pro kazdou neprdzdnou L = X budeme
symbolem

diam L = sup {o(x, y); x, y € L}
znadit prumér L. Pro takovou L a ¢ > 0 oznaCime

H*(L) = inf Y f(diam L,),
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kde infimum se bere pfes viechny posloupnosti neprdzdnych mnoZin L, s priméry
diam L, < ¢ takové, e L< |J L, PoloZime H”*(0) = 0 a pro libovolnou P = X
definujeme "
H’(P) = lim H*(P) .
el0

Ve specidlnim p¥ipad¥, kdy f je mocninng funkce s exponentem y = 0, tj. f(f) = ' pro
t > 0, se H’(.) nazyvd vn&jsi y-rozmérnou mirou a budeme ji znatit H,(.). V piipadg,
7e bude potiebné vyznatit zdvislost na metrice o, budeme pouZivat symboli H/(P, g),
H,(P, ¢) apod.

Pozastavme se nyni u nékterych jednoduchych ptikladi, pro néZ se podafilo charak-
terizovat odstranitelnost singularit pomoci Hausdorffovych mé&r. Elegantni vysledek
tykajici se tfidy C,(U) tvofené funcemi u spliiujicimi Holderovu podminku s expo-
nentem y

u(x) = )] = Offx = 3i1), |x = 5110

lokdIn& v U (tj. stejnom&rné na kazdém kompaktu obsaZeném v U) patii L. Carlesonovi
(viz [1]).

Véta o A. Je-li U c RY otevfend mnoZina a 0 <y < 1, N > 2, pak relativné

N
uzaviend mno%ina F < U je odstranitelnd pro C,(U) vzhledem k A = Y. D}, prdvé kdy#
j=1

(1) Hy+N“2(F) =0.

Diikaz postacitelnosti podminky (1) podany L. Carlesonem v r. 1963 byl technicky
néroénym vyuZitim Greenovy identity; pozd€ji byla R. Harveyem a J. Polkingem (1970)
vypracovdna metoda rozkladi jednicky, kterd umoZiiuje dokdzat postaditelnost pod-
minky (1) pomérn& jednoduie. Dikaz nutnosti podminky (1) je zaloZen na teorii po-
tencidlu a jeho zdkladni idea stoji za pfipomenuti. Je dobfe zndmo, Ze fundamendlni
funkci operdtoru A v R" je pfi vhodné volbé konstanty cy > 0 funkce

Ex(x) = eylx]?7V.
Mnoziny {x; E5(x) > ¢} jsou koule. JestliZe u je mira na R™ s kompaktnim nosi¢em
takovd, ¥e pro kazdou kouli K, = R" s polomérem r > 0 plati
(2) u(K,) £ P

pak se pomérné snadnym vypoétem zjisti, Ze potencidl

(Ea* 1) (x) = [anEa(x — y) du(y)

této miry splituje v RN lokdIn& Hoélderovu podminku s exponentem y (tj. E, * u e C,(RY)).
Protoze ve smyslu distribuci plati

) AEy* p) = pt,

je vidét, Ze ty relativné uzaviené mnoZiny F < U, které obsahuji kompaktni nosi¢
n&jaké netrividlni miry p splitujici (2) pro kaZdou kouli K,, nemohou byt odstranitelné
pro C,(U) vzhledem k A. Potencidl u = E, * u takové miry vskutku spliiuje rovnici
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Au = 0 na U \ F (nebof plati (3) a u je nulovd mimo F), ale nikoli na U (nebot na
pravé strané v (3) je netrividlni mira u s nosiem v F < U). Charakterizaci kompaktnich
mnoZin F, které nesou netrividlni miru p spliiujici (2), podal uz v r. 1935 O. Frostman,
ktery dokdzal pro obecné mérné funkce tento vysledek:

Lemma (viz [3]). JestliZe f je mérnd funkce, pak k tomu, aby kompakt F = R¥
obsahoval nosi¢ netrividlni miry p splitujici podminku

“ u(K,) = f(r)
pro kaZdou kouli K, = R" s polomérem r > 0, je nutno a staci, aby
(5) H/(F) > 0.

Nutnost podminky (5) se nahlédne snadno; k dikazu jeji postalitelnosti navrhl
O. Frostman ndsledujici ndzornou metodu postupnych korekeci. Predpokladejme pro
jednoduchost, Ze N = 2,

F c{0,1) x<0,1>.

Pro kazdé celé n = 0 rozd€lme jednotkovy Etverec na systém

TR P Rt AV it S R
n 2" 2" n

tvofeny CGtverci o strané 27 ". Na kaZdém K e M, rozloZime miru v, s konstantni hustotou
vzhledem k dvojrozm&rné Lebesgueové mife, kterou volime tak, Ze v,(K) = f(diam K)
v ptipad€ K n F =+ 0, v,(K) = 0 v pfipadé K n F = 0. Tak ziskdme miru v,, jejimz
nosi¢em je sjednoceni F, v§ech K € M, pro néZ K n F =+ @, splitujici poZadavek

K e®M, = v,(K) £ f(diam K)
(viz obr. 1).
Je-li n = 1, pak pro néktery &tverec H eim,, 1 by se oviem mohlo stdt, Ze v,(H) >
>f (dlam H) Proto utvofime novou miru v}, kterd vznikne z v, korekci vzhledem ke
Stverctim z M, _ . Pro kazdé H e M,_, srovndme v,(H) s f(diam H); jestlize v,(H) <
< f(diam H), nechéme v} = v, na H beze zm&ny, zatimco v ptipadg v,(H) > f(diam H)
vyndsobime v, na H tak zvolenym faktorem gy € (0, 1), aby platilo vy(H) = qgv,(H) =
= f(diam H). KdyZ H postupné prob&hne cely systém 9,_,, dostaneme miru v
s nosi¢em F,, pro niZ uZ plati

KeM,uM,_, = vy(K) < f(diamK).

Je-li n = 2, pfejdeme k M,_, a provedeme.stejné korekce; tim ziskdme miru v2. Tak
postupujeme ddle, aZ kone¢n& po n krocich dospéjeme k mife v, s vlastnosti

KeM,u...uM = v(K) < f(diam K) .
PoloZime-li p, = v}, pak vzhledem k postupu korekci je kazdy &tverec K € M,, pro n&jz

K A F + 0, obsaZen v n&kterém H e () M,, pro ktery pu,(H) = f(diam H). Utvotime-li
k=0
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n
systém {HY, ..., H } viech maximalnich (vzhledem k inkluzi) étvercti H € ) M s touto
k=0

vlastnosti, dostaneme systém nepiekryvajicich se &tvercit pokryvajici F,, pro ktery
Pn
(6) 1,(€0, 1y x €0, 1) = Zlf(diam HY).
j=

ProtoZe pro ka%dé n je 1,(€0, 1> x <0, 1)) £ f(+/2), miiZeme pFejit k vybrané posloup-

nosti y1,,, kterd slab& konverguje k jisté mife p s nosi¢em v (| F, = F; snadno nahléd-
neme, Ze n=0

Ke 6 M, = u(K) < 9f(diam K) .
n=0

Odtud je vidét, Ze pro vhodnou konstantu ¢ > 0 a kaZdy kruh K, o poloméru r plati
u(K,) < cf(r), takZe stati vydelit i konstantou c, aby byl splnén poZadavek (4). Jde
jen o to zjistit, zda p je netrividlni. Avsak Cisla (€0, 1> % <0, 1)) nemohou konvergovat
k nule, protoZe v opatném ptipadé bychom diky rovnosti (6) mohli pokryt mnozinu F

Pn
systémy &tvercti {H'jP~, (n = n,)s libovoln& malymi soutty ), f(diam HY), coZ by
znamenalo, Ze H'(F) = 0 v rozporu s piedpokladem (5). j=1

Obr. 1. Nosi¢ F3 ve Frostmanové konstrukci.

Pozastavili jsme se podrobn&ji na Frostmanov& metodé postupnych korekei, protoZe
jeji modifikace se uplatiiuji téZ v souvislosti s dal$imi rovnicemi.
Jako druhého ptikladu si v§imneme operdtoru vedeni tepla

T =D} +iD,

v R?. Je dobfe zndmo, e pristusnd fundamentdlni funkce md v roviné proménnych x, ¢
tvar E(x, t) = 1/ (2 /=) G(x, 1), kde

G(x,t) = 2
(e 1) t"”zexp<—i—>,t>0.

MnoZiny

(% 1) G(x, 1) > ¢} = {(x, D0<t<c? x| <2 \/(t In c; /2>}
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maji pro ¢ > 0 tvar protdhlé oblasti, kterou lze dobie aproximovat obdélniky, jejichz
vyska je druhou mocninou délky (viz obr. 2).

Obr. 2. Linie urovn& fundamentalni tepelné funkce.

Takové obdélniky maji roli ,,kruhi* vzhledem k anizotropni metrice, p¥i niz je vzddle-
nost bodii (x, ), (%, 7) ddna pfedpisem

o((x, 1), (% 7)) = max {|x — %[, |t = 7|'/*} .

Lze ocekdvat, Ze tepelné potencidly odvozené od takovych mér i s kompaktnim nosicem,
pro néz mira kazdého ,,anizotropniho kruhu s polomérem r*

Ap = {(x, 1) o((x, 1), (x0, 20))} = 7}
splituje pfi pevném y odhad
(7) wA,) =, r>0,
budou mit specifické chovdni. Pomérné jednoduché vypoéty skuteéné ukazuji, Ze
tepelny potencidl u = E; * u takové miry splituje pii y € (1,2) lokdlné anizotropni
Holderovu podminku
(®) [u(x, 1) — u(® D) = 0@~ ((x, ), (%, 1)) 5
zavedeme-li pro stfedni hodnotu u na A, oznaceni
1
u = —

Ar lAr| j‘Ar
(kde |4, je Lebesgueova mira A,), pak pfi 0 < y < 1 spliiuje takovy tepelny potencial
anizotropni Campanatovu podminku
9) falu — ”Arl =0(r**"), r|o,
kterd priy = 1 piechdzi v lokdlni podminku omezenosti stfedni oscilace (= bounded
mean oscillation BMO):

= 0(1).

S, |u

— Uy,

IAl
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Oznacime-li tedy symbolem &/,(U) tfidu viech lokdln& integrovatelnych funkci u na
oteviené U < R? spliiujicich v U lokdIng podminku (9) (kterd je pfiy > 1 ekvivalentni
s podminkou (8)), pak Ize uhodnout, Ze pro «7,(U) budou neodstranitelné vzhledem k T
prave ty relativné uzaviené mnoZiny v U, které obsahuji kompaktni nosi¢ néjaké netri-
vidlni miry p splitujici (7) pro kaZdy anizotropni kruh 4, s polomérem r. Lze oviem
oCekdvat, Ze takovymi mnoZinami jsou pravé mnoZiny F kladné y-rozmérné Hausdorffo-
vy miry odvozené od metriky ¢: H,(F, ¢) > 0. To se skute¢n& dd opét dokdzat Frost-
manovou metodou postupnych korekci, kterd se modifikuje tak, Ze zdkladni étverec,napf.
<0, 1> x <0, 1), se nyni postupné déli na obdélniky typu

]—1’LX k—l’ﬁ (1
2" 2" 4" 4'1

které se s rostoucim n stdvaji vice a vice protaZzenymi. Pro tepelny operdtor tak vyjde
tato analogie Carlesonovy véty (srv. [7]):

J

IIA
IIA

1Sk <47,

Véta o T. Necht U = R? je otevFend minoZina, 0 < y < 2. Pak relativné uzavfend
mnoZina F < U je odstranitelnd pro «/ (U) vzhledem k T, prdvé kdyZ plati

(10) Hy(Fa Q) =0.

Ve srovndni s Carlesonovou vétou o A je zajimavé si vSimnout, 7Ze zde bylo nutno
uplatnit anizotropni metriku p¥i definici Hausdorffovy miry i v zavedeni p¥isluinych
prostorti funkci (to nepfekvapuje, nebot T je druhého ¥ddu jen v prostorové proménné
a prvniho fddu v Gase) a Ze $kdlu funkei spliiujicich Holderovu podminku s riiznymi
exponenty bylo tfeba rozsifit na Skdlu Campanatovych prostori.

Jako tieti pfiklad rozebereme vinovy operdtor V = D} — D3 v R?. Fundamentdlni

funkci pro V v R? je charakteristickd funkce kuZele budoucnosti

_Jlprot>0,|x| <1,
Ey(x,1) = {0 pro ostatni x, t.

‘* S

|
|
t —
\ | v 4
y 4
1
1
:

Obr. 3. KuZel budoucnosti. i

Pro jednoduchy popis vlnovych potencidli Vu = E,, * u je vyhodné zvolit osy soufadnic
do charakteristickych pfimek (coZ odpovidd transformaci soufadnic & = 3(f — x),
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n = 3(t + x), kterou V piejde na smiSenou derivaci D,D,). Pak vlnovy potencidl Vu
miry ;1 s kompaktnim nosi¢em nabyvd v bodg (¢, 1) hodnoty

(11) Vi€, n) = u((= o0, &) x (—o0,m)).

' (¢,

b— — — — —_— — —

Obr. 4. Transformovany vlnovy potencial. |

Jsou-li fy, f, m&rné funkce, pak tedy potencidl u(¢, n) = Vu(&, n) splituje obecné pod-
minky Holderova typu

(12) (@ + hyn) = u(&,n) = O(f,(h)),
u(€n + h) —u(&n) = 0(fy(h)), h>0,h|0

pravé tehdy, kdy? mira kazdého vertikdlniho pdsu Sirky & > 0 je odhadnuta veli¢inou

(13) wKE &+ h) x R) = O(fu(h)), hlO,
a mira kazdého horizontdIniho pdsu vysky h splituje odhad
(14) (R x <n.n o+ b)) = O(fy(h), h1O.

V souvislosti s vySetfovdnim neodstranitelnych mnoZin pro funkce u spliujici pcdminky
(12) vyvstdvd oviem problém charakterizace téch kompaktnich mnoZin F, které obsahuji
nosi¢ takové netrividlni miry g, pro niZ plati (13), (14) stejnomérné vzhledem ke &, 7 € R.
Odpovéd ddvd ndsledujici tvrzeni (které pfebird roli Frostmanova lemmatu), v némz

(&) é
(&)
znadi projekce na charakteristické osy.
Lemma. Nechf fy, f, jsou mérné funkce. K tomu, aby kompakt F = R* obsahoval

nosié netrividlni miry p splitujici podminky (13), (14), je nutno a staci, aby F nebylo
moZno rozloZit ve tvaru

(15) F=F,UF,
takovym zpisobem, Ze
(16) HY(m(F)) =0, k=1,2.
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Naznadime ideu dikazu postagitelnosti; necht tedy neexistuje takovy rozklad (15)
a pro jednoduchost predpoklddejme, Ze F = <0, 1) x <0, 1. Snadno se nahlédne, Ze
pak existuje takové ¢ > 0, Ze pro libovolné jednorozmérné intervaly Ly, ..., L
My, ...,M, plati

Pn>
(17)  Fe (UL x<0,15) 0 (001> x M) =5 fy(diam Ly) +
i=1 j=1 i=1

an
+ Y fy(diam M;) = ¢
=1

Pro kazdé ne N nyni jako dfive rozdélime <0,1) x <0, 1) na systém 9, Ctverch
K% = J} x Jj, kde J; = <k — 1]2", k[2"). Na kazdém K7}; rozloZime miru u, s kon-

stantni hustotou vzhledem k Lebesgueové mife tak, aby c1sla 1(K?%;) = x;; spliiovala
tyto pozadavky:
(18) xy 2 0;
(19) xy =0, kdykoli KjnF =0;
(20) Z Z x;; < fi(diam U J") 1<i,<i,<2
i=i j=1

(takZe na vertikdlnich dyadickych pdsech je celkovd mira odhadnuta $ifkou pdsu méfe-
nou pomoci fy);

(21) Z qu < fo(diam U Jn) 12j15j,=2
i=1j=j;

(takZe na horizontdlnich dyadickych paisech je celkovd mira odhadnuta jejich vyskou
méfenou pomoci f,).

Soustava (18)—(21) je zfejmé FeSitelnd a z (20), (21) je vidét, Ze nezdvisle na n jsou
celkové miry p,(<0,1) x <0,1)) ohrani¢eny stejnou konstantou, tak?e prechodem
k vybrané slab& konvergentni posloupnosti ziskdme limitni miru u s nosi¢em v F, kterd
diky podminkdm (20), (21) bude spliiovat poZadavky (13), (14). Jde jen o to zajistit, Ze
p je netrividlni. K tomu poslouZi tato podminka:

(22) Jestlize K ;, 0 F + 0, pak bud existuji 1 < i; < i, < i, < 2" takové, Ze v (20)
nastane rovnost, nebo existuji 1 < j; < j, < j, < 2" takové, Ze rovnost nastane

v (21).

Jinymi slovy: KaZdy Ctverec Kj ;  protinajici F je bud obsaZen ve vertikdlnim pdsu
tvaru

(23) L; x 0,1y,
kde L; je jednorozmérny interval spliiujici poZadavek

mLi % <0, 1) = fy(diam L),
nebo je obsaZen ve vodorovném pasu tvaru

(24) 0,1y x M;,
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kde interval M; — R spliiuje poZadavek
1,(<0, 1> x M) = f(diam M) .

Odtud snadno plyne, Ze pro vhodné pésy tvaru (23), (24) plati

U {K},0: K womF:}:({)}c(ULx(O 1) v U(Ol)xM)

pfi¢emZ ndsobnost, s niZ jsou témito pdsy pokryty body étverce <(0,1> x <0, 1),
nepfevysi 4. Vzhledem k (17) tedy

Pn 4n
40, 1) % €0, 1) 2 3 (L x €0, 1)) + 3. (<0 1> x M) =

Pn 4n .
=Y fi(diam L;) + ) f,(diam M;) = ¢.
i=1 j=1

Podminka (22) tedy zarucuje, Ze &isla 11,(<0, 1) x <0, 1)) se pro n — oo nemohou blizit
k nule a p vyjde netrividlni. Podminku (22) nelze nyni bezprostfedné zajistit Frostmano-
vou metodou postupnych korekci: jestlize zkorigujeme miru na vertikdlnim pdsu, miize-
me ji pokazit na horizontdlnich pdsech. Lze vSak pouZit ndsledujiciho obratu, ktery
navrhl M. Chlebik. Zvolime takové feSeni soustavy (16)—(19), pro které je soudet

n

N

n

(25) Xij

i ji=1

N

[
-

maximdlni; takové feSeni existuje, nebof mnoZina vSech x;; spliiujicich (18)—(21) je
kompakt v prostoru dimenze 4" a spojitd funkce (25) v n&kterém jeho bod& nutn& nabyva
maxima. Toto extremdlni FeSeni nutné spliiuje podminku (22). Kdyby se totiz nasly
indexy i, jo takové, Ze sice K} ; n F =% 0, ale pfitom by platily implikace

iojo

i LigSi,= Z z x;; < fi(diam U JY,

i=iy j= i=iy

2r 2
Ji = Jo <12=Z Z X <f2(d1am U J)

i=1j=jy Ji=i1

pak by podminky (18)—(21) zistaly v platnosti, i kdybychom x;; nahradili &isly

% = {xij pro (i,j) * (io,Jjo) »
7 Xiojo + 80 pro (i,j) = (ios Jo)

pii dostatené malém ¢, > 0, coZ je ve sporu s maximalitou souctu (25); tim je (22)
ovéfeno.

Z dokdzaného lemmatu plyne opé€t véta o odstranitelnych singularitdch vzhledem k V
pro vhodnou tfidu funkci. Umluvme se, Ze totdlni variaci funkce h na intervalu <{a, b)
budeme znagit var [h(¢); a < & £ b]. Jsou-li f;, f, mérné funkce a U = R* oteviend
mnoZzina, ozna¢ime symbolem V; ., (U) t¥idu vSech spojitych funkei u na U splitujicich
tuto podminku:

Pro kaZdy obdélnik <a, b) x {¢,d> < U existuje konstanta C > 0 tak, Ze plati
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n.n + hec,dy=var[u(n + h) — u( n)a < &< b] < Cfy(|h]),
EE+ hela, by =var[u(é + h,n) — u(& n);c < < d] < Cfi(h]).

Poznamenejme, Ze vinové potencidly (11) mér u splitujicich podminky (13), (14) auto-
maticky patii do V., .,(R?).

Véta o V. Necht fy,f, jsou mérné funkce a U = R* je oteviend mnoZina. K tomu,
aby relativné uzaviend mnoZina F < U byla odstranitelnd pro V;,;, (U) vzhledem
k operdtoru D,D,, je nutno a staci, aby se dala vyjddFit ve tvaru (15), kde mnoZiny F,
splriuji (16).

Nutnost uvedené podminky vyplyvd z predchoziho lemmatu; ditkkaz postaditelnosti
je zaloZen na tom, Ze spojitd funkce u spliiuje na U rovnici D, D,u = 0 ve smyslu distri-
buci, prévé kdyZ pro kazdy obdélnik (a, b) x <{c,d) = U plati u(a, c) + u(b, d) =
= u(b, ¢) + u(a, d) (viz [2]).

Vratme se nyni k obecnému operdtoru (0) v B". Fixujme ptirozend &isla my, ..., my
tak, aby celd mnoZina M pfisluSnych multiindexii leZela pod nadrovinou s rovnici

N
Xy
k=1mk

Ozna¢me
N
m=(my,...my), m=max{m;1 <k <N}, b= 1/m,.
k=1

PiSeme-li pro o € RY
N

o:m| =Y ofm,,

pak tedy
aeM=|a:m| 1.

Operdtoru P(D) ptitadme polynomy
Pu(@) = Y al, P() = % al”,

a:m|=1 aeM
acM
kde & = (£,...,&y) e RY, & = & ... &R pro a = («y, ..., ay). Operdtor P(D) se nazyvd
semieliptickym, jestlize plati
P()=0=¢=0;
v takovém piipad¢€ je nutné my prdvé stupeii polynomu P(¢) vzhledem k prom&nné
&(1 < k < N). .
Poznamenejme, Ze vyse zminéné operdtory A, T jsou semieliptické. Zavedme je3té v RN
anizotropni metriku ¢ pfedpisem
o(x, y) = max {|x, — y,|™™; 1 < k < N}

a umluvme se, Ze v dal§im bude A, vZdy znadit kouli o poloméru r vzhledem k této metri-
ce. Potom plati tato
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Véta o P(D). BudU < R" oteviend mnoZina a necht 0 < y < mb + 1. Pak kazdd
relativné uzaviend mnoZina F < U spliiujici podminku
(26) H/(F,0)=0

je odstranitelnd vzhledem k P(D) pro tiidu viech lokdlné integrovatelnych funkei u
na U spliujicich v U lokdlné podminku

(27) Jar

Jestlize P(D) je semieliptickp, pak podminka (26) je téZ nutnd k odstranitelnosti F
vzhledem k P(D) pro tFidu viech lokdIné integrovatelnych funkci u spliujicich v U
lokdlné (27).

Poznamenejme, Ze pti y > m(b — 1) je (27) v podstaté ekvivalentni s lokdlni Holde-
rovou podminkou

u—u,|=00""), rlo.

[u(x) — u(y)] = O(e*(x, ) s exponentem /. = y — m(b — 1).

Postatitelnost podminky (26) se dokazuje modifikovanou metodou rozkladu jednitky
Harveye-Polkinga. Zdkladni idea dikazu nutnosti je shodnd s metodou potencidli
z vySe uvedenych prikladi tykajicich se A a T. Nyni ovSem nelze obecn& uvést explicitni
vyjddieni fundamentdlni funkce operdtoru P(D); V. V. Grusinovi se viak podafilo
odvodit pfesné odhady této funkce i jejich derivaci v blizkosti O a z nich Ize ziskat potieb-
né informace o chovdni potencidli vznikajicich konvoluci fundamentdlni funkce s vhod-
né rozloZenymi mirami (viz [4]. [8]).
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