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HILBERTOVY PROBLEMY

O SEDMEM HILBERTOVE PROBLEMU

BRETISLAV NOVAK, Praha

Z celkového poctu dvaceti tfi problémi, které D. Hilbert v r. 1900 formuloval,
spadaji sedmy aZ dvanacty problém do teorie isel. Bez nadsazky lze nyni fici, Ze
feSeni téchto problémi ovlivnilo podstatnym zptisobem rozvoj teorie &sel. Sam
Hilbert — jak je ostatn€ vieobecné znamo — se teorii ¢isel aktivng vénoval a mnohy-
mi svymi pracemi polozil zaklady nékterych odvétvi teorie ¢isel a mohl tedy zasv&cend
vyzdvihnout kli¢ové problémy.

Sedmy Hilbertiv problém se tyka iracionality a transcendence nékterych &isel.
V knize [8] o ném piSe zasvécend A. O. GEcFoND (1906 —1968), ktery také tento
problém v r. 1934 rozfesil. Naznadme nejprve v hrubych rysech stav celé problema-
tiky do konce devatenictého stoleti.

Jak zndmo, nazyvame realné Cislo x racionalnim, miZeme-li je vyjadfit ve tvaru
x = plq, kde p je celé &islo, q pFirozené. Jinak feéeno: racionalni &isla jsou viechna
feSeni rovnic agx + a, = 0, kde ag, a, jsou celd, a, # 0. Ostatni redlna ¢&isla nazve-
me iraciondlni. Pfirozenym zobecnénim dostaneme pojem algebraického Eisla:
jsou to vSechna Cisla (obecng i komplexni), kterd jsou kofeny né&jakého polynomu

(1) P(x) = agx" + a;x""* + ... + a,_,;x + a,

s celoCiselnymi koeficienty, stupné alespoii prvého. Je tedy kaZdé racionalni &islo
Cislem algebraickym; snadno ov&fime, Ze &isla /2, i, e"", kde r je racionalni, jsou
algebraickd — ziejmé& také vSechna Cisla tvaru a + bi, kde a a b jsou racionalni,
jsou také algebraicka.

Kazdé ¢islo (obecn& komplexni), které neni algebraické, nazveme transcendentni.
Snadno nahlédneme, Ze algebraicka Cisla tvofi spocetnou mnoZinu (kaZdy polynom (1)
s celo¢iselnymi ay, ..., a,, kde a, # 0, ma nejvySe n kofent a téchto polynomi je
spocetné mnoho). Tvofii tedy transcendentni ¢isla nespodetnou mnoZinu (CANTOR
1874). Transcendentnich &isel je tedy ,,podstatng vice® neZ &isel algebraickych.
Historicky prvé naznaky této problematiky miiZeme nalézt jiz v r. 1748 u EULERA
(v na3i terminologii fedeno: Euler predpokladal, Ze logaritmy racionalnich &isel
pfi raciondlnim zékladu jsou bud raciondlni, nebo transcendentni). Zaklady teorie
transcendentnich Cisel klademe vSak aZ do r. 1844, kdy L1OUVILLE poprvé dokdzal
existenci transcendentnich &isel. Naértnéme Liouvillovu myslenku.
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Snadno lze ukazat, Ze ke kaZdému iracionalnimu*) &islu « existuje nekone&n&
mnoho dvojic p, g celych &isel, g > 0, tak, Ze je

1
2

q

<

(2)

R
I
QI

(viz [6], str.73 — je to disledek znAmé Dirichletovy véty). Na zaklad& tohoto tvrzeni
mizeme kazdému iracionalnimu &islu o pfifadit Cislo @ = O(«) definované takto:
© je supremum vSech &isel f > 0, pro néZ nerovnost

3) -

ma nekone&n& feseni v celych p, g, ¢ > 0. Tedy pro kazdé iracionalnio je @ = O(a) =
> 2. Zasadni dileZitost ma

Liouvillova vé&ta. Bud airacionalni kofen polynomu (1) stupng alespoii druhého
s celogiselnymi koeficienty. Potom © = O(a) < n.

Diikaz. Budte p, g celd, g > 0. Zvolme ¢ > 0 takové, Ze v intervalu (a — &,
o + ¢) neleZi Zadny kofen polynomu (1) réizny od «. Je-li [« — p/gq| < e, je podle
véty o prirtistku funkce pro vhodné ¢ e (o — ¢, o + ¢)

0+ P<3> = P<E> — P(x) = <£’ -~ a)P’(é).
q q q
Leva strana je zfejmé& racionalni nenulové &islo, které Ize napsat ve tvaru I/q", kde I
je celé nenulové. Je-li tedy M = sup |P'(x)|, méme

kde C = min (e, 1/M) je kladna konstanta, zavisla jen na « a P. Odtud plyne, Ze
O(x) £ n.

*) Kdyby bylo o = Po/qo, Pos 4o celd, go > 0, tj. o raciondlni, plynulo by z (2) bud p/q = «,
nebo 1/gqo < 1/g* tj. ¢ < gq,. Pro racionalni « ma tedy (2) kromg trividIniho p¥ipadu jen kone&n&
mnoho FeSeni v celych p, g.
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Mizeme tedy Fici, Ze ©(a) je pro realné algebraické o vzdy kone&né &islo (tj. realna
413

algebraicka &isla lze jen ,,velmi $patn&‘ aproximovat racionalnimi &isly). Abychom
nalezli transcendentni &islo, staci zkonstruovat iracionalni ¢islo « tak, Ze @(oc) = 4 o0.

Diisledek Liouvillovy véty. Cislo

0 =3 O

je transcendentni.

Dukaz. Bud g, = 2™, m = 0, 1. .... Potom j2

LSS

! 1
m=0 2™ m=k 2™

a tedy pro vhodné celé p,_,(= gq,_ Z (—1)"/2™) mame

m=

(5) 0<1oc—B'5—"<-1—=-—-1- k=1,2,...
‘ Zk!
! T -1 qr—1

Kdyby bylo a = a/b (a, b cela, b > 0) racionalni, m&li bychom podle (5)

1
4£—1

_ngﬂ_ﬂu

by ~|b Q-1

>

tj. gx_1 < b pro k = 1,2, ... coZ neni moZné. Z (5) dale plyne, Ze nerovnost (3) ma
nekoneén& mnoho feeni pro kazdé > 0 (stadi poloZit p = p,_;, ¢ = qx—, Pro

rowr

k> p), tj. @ = O(x) = + o0, a « tedy nemiiZe byt algebraicke &islo.

~

Liouvillovu konstrukci miizeme ovSem zobecnit (napr o= Z q "",kdeq > lan,,

m=0
jsou pfirozena, lim n,,;/n, = + o0) nebo vyuZit podobn& fctézovych zlomkl nebo

m-=r oo

nekonecnych soucind a sestrojit tak i nespocetnou mnozinu transcendentnich &isel.
To je ovSem velmi daleko od feSeni otazky, rozhodnout o daném Cisle, je-li transcen-
dentni nebo algebraické (nebo dokonce, je-li racionalni nebo iracionalni).

Abychom mohli odhadnout dosah Liouvillovy metody (kterou lze shrnout
v tvrzeni: je-li pro iraciondlni o @(x) = + oo, je o transcendentni), podivejme se,
,»-jak mnoho* je téch iracionalnich o, pro n&Z je ©(x) = + oo (tato &isla nazyvame
Liouvillova &isla). Odpovéd nam dava

Chin&inova véta (viz [2]). Bud > 2 a bud 9, mnoZina téh iracionalnich «,
pro n&Z nerovnost (3) ma nekone&n& mnoho feleni v celych p, g, ¢ > 0. Potom M,
Jje mnozina nulové Lebesguovy miry.

247



Dukaz. Bud p Lebesguova mira v E,. Zfejmé staéi uvazovat mnozinu M =
= M, N <0,1). Pro g piirozené bud M, sjednoceni vSech intervalt

kde 0 = p =< g, p celé. Kazdé Cislo a« € 9 musi leZet v nekoneéné mnoha mnoZinich
M, tj. mams

(6) Me N UM,.

k=1 q=k

Mira mnoZiny M, je zi:jm& nejvyse 2(g + 1)/q*, a tedy mame

B 1

(UMY =Y 2("q+ <y i

q=k q=k
pro kazdé pfirozené k. Podle (6) dostaneme pro kazdé pfirozené k

z 1
M) <4y —,
u() = P e

atedy (f — 1 > 1) y(M) = 0.
Z Chincinovy véty okamZité dostaneme, Ze i mnoZina téch iraciondlnich «, pro

0
néz je O(x) > 2, ma Lebesguovu miru nula (stadi ji vyjadfit ve tvaru U M,
n=1
a pouzit Chinginovy véty), tj. specialn& pro skoro viechna rcalnd o je (o) = 2
a Liouvillova Cisla tvofi mnoZinu Lebzsguovy miry nula. Liouvillova metoda di-
kazu transcendence zahrnuje tedy ,,velmi malo‘* Cisel.

Nejvétsi zdjem byl od pocdatku samoziejmé soustfedén na zkoumani vlastnosii
znamych konstant, jako je e, watp. Jiz v r. 1766 dokazal LAMBERT, Ze €islo = je iracio-
nalni, v r. 1815 pak FOURIER ukazal iracionalitu &isla e (jeho dikaz viz napf. v [5],
str. 339). ProtoZs snahy ukazat, Ze e nebo w jsou algebraicka Cisla byly nelspésné,
vzrikla domrénka (poprvé presné formulovand LEGENDREM v r. 1855), Ze jsou to
Cisla transcendentni. Dlkaz transczndence Cisla e dal poprvé v r. 1873 HERMITE,
a to uplré novou metodou, jejiz dimysIné zobecnéni dovolilo v r. 1882 LINDEMAN-
NovI dokazat transcendenci &isla m*).

Novost metody spocivala zejména v tom, Ze se studovala funkce e*. Z jejich
r.ékterych vlastnosti pak bylo moZno odvodit transcendenci jeji hodnoty v bodé
x = 1, {j. Cisla e. NaznaCme stru¢né hlavni myslenky Hermitova dikazu:

*) Odtud vyplyva nemoznost rektifikace kruznice a kvadratury kruhu (viz napf. [7], str. 472).
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Je-li f(x) polynom m-tého stupné, dostaneme integraci per partes snadno

fxe“'f(t)dt — 1(0) — f(x) e + fxe"'f’(t) dar

0 0

PouZijeme-li tuto formuli postupné na polynomy f(x), f'(x), ..., f™~*(x) a vzniklé
vztahy seCteme, obdrZime (po vyndsobeni e*) rovnost

() & F(0) — F(x) = ¢* J et f() dt |

0

m

kde F(x) = ¥ f%(x). Poznamenejme, Ze jsme vlastng vyuZili pouze toho, Ze funkce
k=0

e” je feSenim diferencialni rovnice y’ = y, které v bodé x = 0 nabyva hodnoty 1.
Vztah (7) mGZeme interpretovat také tak, Ze hodnotu ¢ miiZzeme nahradit zlomkem
F(x)[F(0) (je-li F(0) = 0) s chybou ur&mnou podle (7).

Predpokladejme nyni, Ze Cislo e je algebraické, tj. Ze je napf. kofenem polynomu
apx" + a;x" ' + ... 4+ a,_;x + a,s celodiselnymi koeficienty, kde a, #+ 0. MlZeme
téZ bez Gjmy na obecnosti piedpokladat, Ze a, + 0. Dosadime-li do (7) postupn&
Cisla n, n — 1,..., 0 a utvorime-li lincarni kombinaci ziskanych vztaht po fadé

n
s koeficienty aq, ay, ..., a,, obdrZime (pomoci rovnosti ) a, ¢"~* = 0) vztah
k=0

n—

(8) kéoak F(n — k) = —kéoak e""‘Jv ke"’f(t) dt .

0

Abychom z tohoto vztahu odvodili spor, budeme se snaZit volit polynom f tak, aby
leva strana v (8) byla ,,velka®, prava mala. K tomu opét sta&i volit f tak, aby leva
strana byla celé nenulové Cislo a prava strana pak Cislo v absolutni hodnoté mensi
neZ jedna. Budeme tedy hledat f tak, aby F(0), F(1), ..., F(n) byla celé &isla a max | f(x))|

0<x<n

bylo velmi malé. Volme

_ 1
©) 0=

kde p je liché prvodislo, p > la,,l, n. Snadno zjistime, Ze vSechny derivace f v bodech
0,1, ..., njsou cela &isla; dokonce f¥(0) = Oprok < p — 1, f®7V(0) = (— 1)* (n!)?
fPG)=0prok < p,j=1,2,...,nacisla f)) jsou pro k = p délitelnd p pro
Jj=0,1,..., n.Odtud plyne, Ze pro tento polynom f je leva strana v (8) celé cislo
nedélitelné p, 1j. celé nenulové &islo. Diky faktorialu ve jmenovateli v (9) ihned
zjistime, Ze pro dostate¢nd velkd p je absolutni hodnota levé strany v (8) mensi
nez jedna a tim dostaneme spor.

7 x = 1) (x = 2)" ... (x — n)?,
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Analogickym postupem (i kdyZ o mnoho sloZit&jiim) Ize dokazat nasledujici obec-
nou veétu.

Lindemannova véta. Je-liznenulové algebraické Cislo, je e* Cislo transcendentni.

Transcendentnost Cisla e (: e') dostaneme okamzité. Odtud plyne dale ihned
transcendentnost Cisla © takto: kdyby m bylo algebraické &islo, tj. kofen polynomu
P(x) tvaru (1) s celogiselnymi koeficienty, bylo by i &islo =i algebraické, nebof je
kofenecm polynomu P(ix) P(—ix) s celymi koeficienty. Cislo €™ = —1 by tedy
muselo byt transcendentni, coZ je spor.

V roce 1885 WEIERSTRASS zjednodusil a soucasné zobecnil Lindemanntv postup
a ukazal platnost Lindemannovy domnénky touto vétcu:

Lindemannova-Weierstrassova véta. Budte f8,, 5, ..., B, navzijem ruzna
algebraicka &isla, by, b,, ..., b, algebraicka ¢isla, ktera nejsou vSechna rovna nule.
Potom

byeft + byef + ...+ bl £ 0.%)

To jsou zhruba hlavni vysledky vyzkumu o tomto problému celého devatenactého
stoleti. Strucéné lze shrnout, Ze byla vyuZita jednak myslenka aproximace pomoci
Cisel racionélnich, jednak myslenka vyuzii funkci, které pro algebraické hodnoty
argumentu nabyvaji zkoumanych hodnot, pficemz bylo podstatné vyuzito toho, Ze
tyto funkce spliuji jednoduché lincarni diferencialni rovnice. Asi za tohoto stavu
naich znalosti formuloval Hilbert sviij sedmy problém (viz [8]):

Je &islo of pti algebraickém o + 0,1 a algebraickém iracionalnim f —, tj. napft.
&isla 2¥2 nebo ¢" = i7" — vidy transcendentni nebo alespoii iracionalnj?**)

Vyse jsme upozornili, Ze Hermitova-Lindemannova metoda je v zdkladé umoZnéna
tim, Ze vySetfovana funkce (af jiZ * nebo e** pro algebraické o) je feSenim jednoduché
linearni diferencialni rovnice ()’ = y nebo )’ = ay) s algebraickymi koeficienty.
Dalsi zobeciiovani této metody (Legendre, HURWITZ, MAIER) vedla svétozndmého
matematika K. L. SIEGELA v r. 1929 k vypracovani velmi obecné mctody. Daleko-
sahlé jzji zdokonaleni ptislusi sovétskému matematikovi A. B. SipLovskfmu. Pro
ilustraci uvedme jeden z jeho nejlepSich vysledkit z r. 1954 (pro jednoduchost ve
specialnim tvaru).

Sidlovského v&ta. Necht Siegelova E-funkce f(z) je transcendentni a je FeSenim
linedrni diferencialni rovnice

Py' + Poy = Q,

*) Volime-lin = 2, b, =1, f; = z, §, = 0, dostaneme ihned Lindemannovu vétu.
**) Hilbert specialné jesté klade otazku, zda v rovnoramenném trojahelniku je podil zdkladny
a ramene &islo transcendentni, je-li podil thlu pfi zdkladné a uhlu pfi vrcholu ¢islo algebraické.
Tato tloha vede k dtikazu transcendence &isla i~ 2i® pro realné algebraické o. Poznamenejme
jesté, e vyrazem of pro komplexni a, f rozumime libovolnou hodnotu této obecné mocniny.
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kde Py, P;, Q jsou polynomy s algebraickymi koeficienty a necht o je algebraické
tislo, které neni kofenem polynomu zP,(z). Potom f(«) je transcendentni.

Pro objasnéni uvedme, Ze funkci f mazveme transcendentni, jestliZe nespliiuje
zadnou rovnici tvaru

Ao(2) f(2) + oo+ Afz) = 0,

kde A, ..., 4, jsou polynomy (ne vSechny nulové). Siegelovou E-funkci je napf.
kazda funkce tvaru

n

G =ye,
n.

n=0

kde C, jsou cela a plati, Ze pro kazdé ¢ < O je posloupnost C,n~ " omezena.

Odtud je patrné, ze dalsi zobecitovani Lindemannovy metody nemohlo pfili§
prispét k fedeni Hilbertova problému, nebot tam jde o hodnoty funkce o = e*'°¢
pficem?z Cislo log o« bude ve zkoumaném pfipadé€ transcendentni. Tato funkce spliiuje
diferencidlni rovnice s transcendentnimi koeficienty a koeficienty jejiho rozvoje
v fadu jsou opét transcendentni. K fcSeni Hilbertova problému bylo ticba vypracovat
novou ucinrou metodu.

V roce 1929 vypracoval A. O. GELFOND metodu, s jejiZz pomoci se mu podarilo
dokazat jisty specialni vysledek: Je-li o #= 0,1 algebraické Cislo, g prirozené a \/q
iracionani, je Gislo o'v¢ transcendentni. V r. 1930 R. O. KuzmIN ukazal za stejnych
predpokladil transcencenci &isla o/, Uplné fedeni sedmého Hilbertova problému se
A. O. Gelfondovi podafilo v r. 1934 vypracovanim dalsi metody touto vétou:¥)

Gelfondova véta. Budte «, f algcbraickd ¢Cisla a o, 8 2= 0,1. Potom <dislo
log aflog B je bud racionaini, nebo transcendentni.
Odtud specialng plyne (poloZime-li § = 10), Ze dekadické logaritmy algebraickych

p M7

Cisel jsou bud disla racionalni, nebo transcendentni. Dusledkem je i feSeni Hilber-

tova problému: jsou-li a a b algebraicka ¢isla, a 3= 0,1 a b iracionalni, plati pro ¢islo
a” = ¢ vztah bloga = log c. Kdyby bylo ¢ algebraické (a nutné je ¢ + 0,1), bylo
by &islo b = log ¢/log a podle Gelfondovy véty bud racionalni, nebo transcen-
dentni, coz dava spor s predpokladem.

Neni mozné v tomto ¢lanku popsat podrobné nékterou z obou Gelfondovych
metod. Pokusime se alespoii naznacit hlavni mySlenky; omezime se pfitom na ucin-
n&js$i druhou metodu. Velmi zhruba lIze fici, Ze Gelfondova metoda je skloubeni
metody Liouvillovy i Hermitovy: vyuziva vlastnosti algebraickych Cisel vzhledem
k aproximaci Cisly racionalnimi i vlastnosti funkci, jejichz hodnotami v algebraic-
kych bodech zkoumana cisla jsou.

*) O n&kolik mésicti pozdéji podal ponékud jiny dtkaz této véty Siegeltv Zdk, némecky mate-
matik T. SCHNEIDER.
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Liouvillovu v&tu maZeme formulovat také takto: Je-li P(x) = a¢X + a; polynom
stupné nejvyse prvého, ]aji < A,j=0,1, aq, a, cela a je-li « algebraické &islo, je
bud P(x) = 0, nebo pro jistou konstantu @, zavislou jen na o, je |P(oc)| > A47°.
Mame-li polynom P(x4, ..., x,) s celo¢iselnymi koeficienty stupn& nejvyse N a jsou-li
ay, ..., o, racionalni &isla, je zfejm& bud P(a, ..., o,) = 0, nebo IP(“p s = q7h,
kde g je ptirozené Cislo, zavislé jen na ay, ..., o,. Obecné lze ukazat tuto obecnou
vlastnost algebraickych &isel:

Bud P(x, ..., x,) polynom stupn& nejvySe N s celoCiselnymi koeficienty, které
jsou v absolutni hodnoté nejvySe H, o, ..., o, algebraicka Cisla. Potom je bud
P(oy, ..., o) = 0, nebo

|P(ory, ..y )] > H™ e,

kde ©, a O, jsou kladna Cisla, kterd zavisi jen na «, ..., ,.

Druha vlastnost algebraickych &isel, kterd je vyuZivana, je bezprostfednim dutsled-
kem definice. Je-li o algebraické &islo, existuje polynom tvaru (1) s celoCiselnymi
kocficienty, ao #+ 0 tak, Ze P(oc) = 0. Lze tedy ¢islo o" vyjadfit linearni kombinaci
isel o4, o""2, ..., @, 1 s racionalnimi koeficienty a to plati i pro kaZdou vyssi
mocninu Cisla o, jak ihned zjistime. Je pfitom dulezité, Ze koeficienty této linearni
kombinace nejsou prili§ velka Cisla. Presné: Je-li N = n, lze psat

n—1

o =dNY ay N(do),
K50

kde d je pFirozené a kde ayy jsou celd |a, y| < €V, k =0,1...,n — 1, kde O zavi-
si jen na a.
Tieti myslenka, pouzivana Gelfondem, je velmi jednoducha. UvaZujme vztahy

q
ij,‘xk=0, j:].,...,p
k=1

s celoCiselnymi b, lbj,k| <B, j=1,...p, k=1,...,q. Tato soustava linearnich
rovnic ma jisté netrividlni feSeni, je-li ¢ > p. Lze pomérné snadno ukézat, Ze pro
dosti velké g (g = 2p) existuje dokonce jeji celodiselné feSeni (netrivialni) x, ..., x,
a ne piilis velké (|x,| < 3Bq).

Nadrtnem: nyni Gelfondiv dilkaz jeho véty.
Uvazujme funkci

(10 1) =%, ¥ Coa b, %)

k=0 k=0

*) Plvodni Gelfondiv dikaz pouZiva teorii funkci komplexni proménné, tj. (10) je funkce
komplexni proménné x. V r. 1962 (viz [4]) publikoval Gelfond ,,redlnou*, i kdyZ ne tak u¢innou
variantu. Pro jednoduchost se omezime na tuto zjednodusenou verzi, tj. a, b v Gelfondove vété
budou realna ¢isla.
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kde Cy,, jsou cela &isla a p dostatetné velké. PoloZime-li @ = In b[In a, vidime, Ze
P _
fOx)Inva=Y Y Ca"b"(k + no)*,
k=0 k=0

tj. pro celoCiselnd x dostaneme polynom s celoiselnymi koeficienty v a, b a o.
Pomoci vy§e uvedené vlastnosti algebraickych &isel lze tento vyraz upravit tak, Ze
obsahujz (nezavisle na volb& x, v a p) pevné mocniny s, b i , tj. pesngji existuje
pfirozené ¢islo d tak, Ze pro x celé je

ri—1ra—1r3—1

(11) d”f¥(x)In""a = Z 2 ZD‘v'f’il »(x) (da)" (db)" (dw)™

vi=0v2=0v3=0

kde Df,'j ';)Z »,(X) jsou celoCiselné linearni kombinace &isel Cy.»- Nyni vyuZijeme uvedené
tfeti myslenky: Omezime-li se na vhodny po&et v, x (0 £ v £ p*/ln p,0 < x < In? p,
x celé) Ize zvolit C, , ne viechna rovna nule, |C | < €7, @ nezévisi na p, tak, Ze

koeficienty D v (11) jsou nulové, tj.
2

(12) ‘”)x)—O pro ()<v<__p_, 0sx= , xcelé.
Inp PASTOLE

Nyni nastupuje zdkladni hybna myslenka dikazu. Vztah (12) ukazuje, Ze funkce f
ma hodn& nulovych bodt (kazdy poditan se svou nasobnosti). Odtud Ize odvodit
(a to je vlastn& jedina skutedn& analytickd &st dikazu), Ze f®(x) musi byt ,,velmi
malé‘“ pro vice hodnot x, pfesné

(13) [ fO(x)] < e Wsriraraptiesp

pro 0 v = p*/lnp, 0 < x < In?p, x calé. Protoze f*)(x) pro toto v a X jsou
polynomy s celociselnymi koeficienty v a, b, w, jsou to podle vy$e uvedeného bud
nuly, nebo &isla ne piili§ mala (pfesngji |[f©)(x)| > e~°"’, kde © na p nezavisi), coz
spolu s (13) dava, Ze

2
fO%x)=0, 0<v=-"— P 0<x<In’p, x celé,
lnp

tj. funkce f ma alespoii p*>In p > (p + 1)* (pro velmi velké p) kofenti. Nyni bud

mutZeme s trochou namahy cely postup opakovat a nakonec ukazat, ze f®(0) = 0
pro v = 0,1 ... (p + 1)%. Odtud plyne ihned spor, nebof to znamena, Ze

)4 p
fP0)mYa=Y YClk+on) =0, v=12..,(p+1)7 -
K=0 n=0

coZ je soustava (p + 1)? rovnic o (p + 1)® neznamych, jejiz determinant je Vander-
mondiv determinant &isel k 4+ wn, k, n = 0, ..., p, ktery je nenulovy, nebot w je
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podle pedpokladu iracionalni, a tedy jsou to Cisla navzajem riiznd.*) Druhd moZnost
je ukazat pfimo pouZitim Rollovy véty, Ze funkce f(x) ma nejvyse (p + 1)* kofend.**)

Naznacili jsme doposud v hrubych rysech tfi zakladni sméry, kterymi se vyvijela
teorie transcendentnich &isel. Jsou to v podstaté tfi metody vzniklé zobecnénim
a dalsim zdokonalovanim duakaz véty Liouvillovy, Lindenmannovy a Gelfondovy.
Obratme se zavérem k nékterym zajimavym vysledkim a nefeSenym problémiim
v jednotlivych téchto smérech, i kdyZ se ovSem metody daji kombinovat. Budeme
se pritom zmifniovat o disledcich, které odtud vétSinou vyplynou pro teorii diofantic-
kych rovnic, kterych se tyka desaty Hilbertiiv problém. Ctenate, ktery se chce s touto
problematikou podrobng&ji seznamit, odkazujeme na pavodni monografic [2], [3]
a [9] a na pfehledné &lanky [1] a [10], pfipadn& na dal3i literaturu v nich doporude-
nou.

Jak jsme vidé€li, dava Liouvillova véta pomérné jednoduchy prostfedek k dikazu
transcendence fady Cisel. Je tedy nasnadé€ otazka, je-li jeji tvrzeni definitivni. V roce
1908 se THUEMU podafilo ukdzat, Ze je-li « iracionalni kofen mnoho€lenu (1) s celymi
koeficienty, je O(x) < (n/2) + 1. Tento vysledck byl postupng stale zlepiovan
(Siege], Gelfond, DysoN atd.), ale az v r. 1955 dokazal RoTH definitivni vétu.

Rothova vé&ta. Je-li « iracionalni algebraické &islo, je O(a) = 2.
Thned vidime, Ze Rothova véta dava vydatny dikazovy prostfedek i metodu
konstrukce dalSich transcendentnich Cisel. Tak napft. lze ukazat, Ze ¢islo

o = 0,1234567891011 ...

Je transcendentni &islo, které neni &islo Liouvillovo (MAHLER).

Zminili jsme se jiZz, Ze Siegelovo a Sidlovského zobecnéni Lindemannovy metody
dava prostfedky k dtkazu transcendence hodnot feSeni jistych linedrnich diferen-
cialnich rovnic pro algebraické hodnoty argumentu. Specialné napf. plati:

Siegelova véta. Pro A racionalni, 1 # +%, —1, +3, ... bud

Ki(z) :..Zo n!(A +(1—)1) (2 + n) G)z

tj. pro Besselovu funkci J,(z) mame J,(z) = K,(z) (z/2)*/T' (% + 1)). Potom pro kazdé
nenulové algebraické o jsou &isla K,(«) i Kj(o) transcendentni (dokonce pro Zadny
nenulovy polynom f(x, y) s celoCiselnymi koeficienty neplati f(K,(x), Kj(o)) =0,
tj. jsou to &isla tzv. algebraicky nezdvisld).

*) Tento postup se hodi i pro uvahy s komplexnimi a, b.
N
**) Funkce f tvaru Y ¢; e’s~, kde ¢ jsou nenulové a y; navzajem riiznd. Kdyby funkce f mela
Jj=1
N + 1 kotent, méla by podle Rollovy véty funkce d/dx(e™7**f(x)) alespoit N kofeni (kazdy
poéitan se svou nasobnosti) atd. a funkce e(YN ~¥N-1)¥ by mgla mit alesponi jeden kofen, coz
jespor.

254



Sidlovského véta. Bud o nenulové algebraické &islo, p racionalni, p > 0,

(D(z):fe"’zdt, F(z) =jt"“‘e"dt.

0 0

Potom &isla &(c) i F(«) jsou transcendentni (dokonce &isla e, ¥(a), resp. €%, F(«)
jsou algebraicky nezavisla.

Podobné vysledky lze dokazat i o hodnotach funkeci

sint =
J —dt, f sin t* dt atp.
o 0

Radu krasnych vysledkt dostaneme vyuzitim metody A. O. Gelfonda. Tak napf.
(Schneider 1941) hodnoty

1

B(p, q) = f xP7H 1 = x)T dx

(0]

jsou transcendentni pro kazdou dvojici kladnych racionélnich &isel p, g intervalu (0,1)
nebo (Gel’fond 1949): je-li o & 0,1 algebraické &islo, v & 0 Cislo racionalni, je alesponi
jedno z dCisel

OCeV, aeu’ aeav, Ocew
transcendentni.

Zhruba pred $zsti lety se podafilo mladému anglickému matematikovi A. BAKERO-
vI*) podstatng zdokonalit Gelfondovu metodu. Jadro jeho postupu lze formulovat
pomérné snadno: tam, kde Gelfond konstruuje jistou funkci jedné pronénné, bere
Baker funkci vice proménnych. Velmi zhruba fefeno ziskava tim vétsi volnost, ale
na druhé strané musi vynaloZit mnohem vétsi nadmahu na jeji vySetfeni. Ostatni
postup odpovida ptivodni Gelfondové metodd (funkce se sestroji tak, aby méla
hodné& nulovych bodu, ale ne identicky rovna nule a z pfedpokladu algebrai¢nosti
piislugnych &isel ukazeme, Ze nulovych bodt musi byt ,,jesté vice* a tim dojdeme
ke sporu). Pro podrobné&jsi vyklad odkazujeme na &lanek [1] i literaturu tam uvede-
nou. Uvedme jen pro ilustraci jeden z Bakerovych vysledkii:

Bakerova véta. Jsou-li oy, oy, ..., % Bos By ---» B, nenulova algebraicka cisla,
jz &islo
efoullt, ..., ol
transcendentni.
Nebudeme sz zmilovat o dalsim ptinosu Bakerovych praci a uvedeme na zavér
nékteré nefesené problémy. Doposud neni nic znamo o algebraické zavislosti Cisel e

*) Prace A. Bakera byly v r. 1970 na Mezindrodnim kongresu matematiki v Nice ocenény
Fieldsovou medaili.
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a m*). Skoro nic neni znamo o charakteru Eulerovy konstanty

C = lim (Z LI m) = I'(1)

m—o \n=1H

a asi stejné jsou nase znalosti o hodnotach Riemannovy {-funkce v lichych ¢islech,
tj. o Cislech
c

n+1)=% -, n=12,..

=1 ICZH+1

a mohli bychom formulovat celou dlouhou fadu problém.

Celkove€ lze tici, Ze 1 kdyZ v teorii transcendentnich ¢isel se dosahlo celé fady zasad-
nich vysledki, sedmy Hilbertiv problém byl pomérng brzy rozieSen a existujici
metody byly fadou autorii podstatné zdokonaleny, bude dalsi pokrok ziejmé vazan
na vznik novych myslenek, které by podstatréji rozsitily nase znalosti o transcen-
dentnich cislech.
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