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F Y Z I K Á L N Ě ZÁKLADY R A K E T O V E J T E C H N I K Y 
L A D I S L A V D U N A J S K Ý , 

V Článku sa preberajú základné problémy mechaniky tělesa s premennou hmotou. 
Odvádza sa Meščerského rovnica a Giolkovského vzorec. Získané výsledky sa apli-
kujú na problém vypustenia umělých družic pomocou n-stupňových rakiet. 

Úvod 

Raketa je lietajúci aparát s reaktívnym motorom. Potřebné palivo a okysli-
čovadlo sa dopravuje na raketě. Motor slúži len na dosiahnutie potřebnéj 
rychlosti, potom po spálení pohonných hmot přestane pracovať. Ostatnú 
časť dráhy raketa přeletí vdaka kinetickej energii, ktorú má pri skončení 
činnosti motoru. Raketa móže uskutočniť riadený let tak v atmosféře, ako aj 
v priestore bez vzduchu. Motor rakety móže spotřebovať buď pevné, alebo 
kvapalné palivo. 

Pri pohybe, keď pracuje motor, značné sa mění hmota rakety. Napr. raketa 
V-2 pri starte malá hmotu 12 500 kg; jej motor bol v chode len 70 sekund 
ale spotřeboval 8750 kg pohonnej zmesi. Vidíme, že pri skúmaní pohybu 
rakiet nemóžeme vychádzať priamo z druhého Newtonovho zákona: 

ma = F , 

lebo tento zákon je správný len ak ide o pohyb tělesa so stálou hmotou. 
V prvej fáze pohybu rakety, kedy pracuje motor, sa však jej hmota značné 
mění. 

„Mechanika tělesa s premennou hmotou je nauka X X . storočia" — píše 
A. A. K o s m o d ě m j a n s k i j [1]. Súčasná raketová technika vyžaduje riešenie 
stále novších a novších úloh od tohto odvetvia teoretickej mechaniky. 

V róznych odvetviach priemyslu a polnohospodárstva možno ukázať 
pohybujúce sa telesá, ktorých hmota sa značné mění v priebehu ich pohybu. 
Rotujúce vřeteno, na ktoré sa navinuje niť, mění svoju hmotu aj moment 
zotrvačnosti pri svojom pohybe. Kotúč novinového papiera, ktorý sa rozmo­
tává na válci tlačiarenského stroja, je príkladom na těleso, ktorého hmota sa 
zmenšuje pri pohybe. Kombajn s lisom na slamu, je príkladom na těleso, 
ktorého hmota najprv spojité raštie a potom sa zmenšuje skokom. 

Hmota prúdového lietadla zváčšuje sa v dósledku vsávania častíc vzduchu 
do motoru a zmenšuje sa v dósledku odchádzania produktov spálenia cez 
trysku. Máme t u příklad na těleso, ktorého hmota súčasnerastie aj ubúda. 

Rakety róznych systémov vyrábajú sa v súčasnej době v ohromnom množ-
štve. Pohyb všetkých týchto telies možno študovat len na základe mechaniky 
tělesa s premennou hmotou. 

Aj v mnohých úkazoch přírody možno vidieť telesá, ktorých hmota sa 
značné mění v priebehu ich pohybu. Hmota Země rastie v dósledku padania 
meteoritov. Len ak berieme v úvahu tento fakt možno exaktně opísať pohyb 
Mesiaca, ktorý je v súhlase s pozorováním. Hmota padajúceho meteoritu, 
ktorý sa pohybuje v atmosféře, zmenšuje sa v dósledku pósobenia vzduchu, 
niekedy meteorit aj úplné zhorí. Hmota Slnka sa zváčšuje o hmotu záchyte-
ného „kozmického prachu" a zmenšuje sa v dósledku žiarenia. 

Hoci, ako vidíme, mechanika tělesa s premennou hmotou má velkú dóleži-
tosť ako teoretíckú tak aj praktickú, nevěnuje sa jej v učebniciach fyziky 
váčšinou žiadna pozornost. 
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Mešěerského rovnica 

Pri formulácii zákonov a najma príkladov v tomto článku budeme mať na 
zřeteli základné problémy raketovej techniky. Přitom budeme sa zaoberat 
len otázkou, ako závisí pohybový stav rakety od změny jej hmoty. Ostatné 
otázky, ako vyber paliva, konštrukciu motoru, umiestenie nákladu, připadnu 
ochranu posádky atď., v tomto článku nebudeme riešiť. O týchto otázkách 
sa hovoří v [2] až [7]. 

Pri formulácii základnej rovnice mechaniky tělesa s premennou hmotou 
třeba vychádzať zo zákona zachovania hybnosti a zo zákona nezávislého 
pósobenia sil t . j . sily sa navzájom neovplyvňujú. . 

Podobné ako v mechanike tělesa so stálou hmotou zavádzame abstrakciou 
pojem hmotného bodu s premennou hmotou. Hmotný bod s premennou 
hmotou móžeme si predstaviť ako hmotný střed dostatočne malého tělesa, 
hmota ktorého sa mění v čase tak, že posunutie hmotného středu tělesa vzhla-
dom na referenčný súradnicový systém viazaný na těleso je tak malé, že ho 
netřeba uvažovať. 

Další předpoklad, ktorý urobíme je, že pri oddělení částice od hmotného 
bodu hmoty m změní sa hybnosť hmotného bodu len v momente bezprostřed­
ného dotyku oddělujúcej sa částice; len čo častica má relatívnu rýchlosť 
vzhladom na hmotný bod, jej pósobenie na hmotný bod sa přeruší. Tento 
předpoklad sa nazývá predpokladom blízkého pósobenia alebo kontaktného 
pósobenia. 

Pri odvodení základných rovnic pohybu ďalej předpokládáme, že výtok 
hmoty tělesa děje sa spojité a prvá derivácia hmoty tělesa podlá času je konečná. 

Nech hmota hmotného bodu v čase t je m a jeho rýchlosť v vzhladom na sú­
radnicový systém Oxyz. Tento súradnicový systém nech je inerciálny. 

Hybnosť hmotného bodu v čase t je p 0 = mv. 
Nech za čas dt od hmotného bodu oddělí sa častica hmoty (—dm) [dm < 0] 

a nech rýchlosť částice vzhladom na súradnicový systém Oxyz je u, 
Hybnosť celého systému, t . j . bodu a oddelenej částice v čase t -f- dt je: 

p — [m — (-_dm)](v -f- dv\) + (—dm) u, 

dv x je prírastok rychlosti uvažovaného bodu. 
Na základe zachovania hybnosti platí p — p0, alebo rozpísané: 

(m + dm)(v + dvx) — dm . u = mv 

Zanedbajúc člen (dm . dvx), ktorý je nekonečné malá veličina druhého 
rádu, dostaneme 

., d m , x dm 
dvx = — (u — v) = — vT} m m 

lebo ako vidíme z obr. 1. u — v = vr je relativná rýchlosť oddelenej částice 
vzhladom na uvažovaný hmotný bod, ktorá sa nazývá výtoková rýchlosť, 
niekedy aj efektívna rýchlosť. 

Predošlý vzťah předělíme dt: 
_ dvx _ 1 dm 

0 l ~~J~Vrm~T ' 
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Ak n a hmotný bod pósobia ešte vonkajšie sily, ktořých výslednica je F, 
zrýchlenie hmotného bodu pósobené silou F až na veličiny nekonečné malé 

druhého rádu udává druhý Newtonov zákon o 2 
m 

Na základe zákona nezávislého pósobenia sil celkové zrýchlenie hmotného 
bodu s premennou hmotou je: 

- = °1 + Oì = 
dv 
ãt 

i? 

Po dosadení a úpravě obdržíme vzťah 

(i) 
dv _ , dm 

m — = F + ------ vr dt dí 
''* Tuto rovnicu prvý raz publikoval I. 

V. M e š č e r s k i j r. 1897 vo svojej knihe 
Dinamika tocki peremennoj massy. Po­
dlá něho sa aj v literatuře nazývá. 

Výraz -=-- vr sa označuje Fr t . j . Fr = 

= —=-- vr a nazývá sa reaktívna sila. 

Táto sila vzniká v dósledku výtoku 
častíc. 

Rovnicu Meščerského na problém po­
hybu rakiět prvý raz aplikoval K. E. 
C i o l k o v s k i j r. 1903 vo svojom článku Issledovanije mírových prostranstv 
reaktivnymi priborami, uveřejněného v časopise Naucnoje obozrenije. 

OЪr. 1. 

Ciolkovského úloha 

Nech hmotný bod pohybuje sa po priamke vo vakuu bez pósobenia vonkaj-
ších sil, výtoková rýchlosť je stála a má opačný směr ako rýchlosť hmotného 
bodu. Třeba určiť zákon rychlosti a dráhy. 

Rovnica (1) má teraz tvar 
dv dm 

m dt = — vr åt 

Znamienko mínus objavilo sa na právej straně v dósledku toho, že v a vr 

sú nesúhlasne rovnoběžné vektory. Po úpravě horeuvedenej rovnice máme 

dv = vr-
dm 

m 
Integráciou tejto rovnice plynie 

v = — vr ln m + G , 

G je integračná konstanta, ktorej hodnotu určíme pomocou počiatočnej 
rychlosti, ktorá nech je v0. Teda pri t = 0, m = m0, v = v0. Z toho plynie 
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C = v0 + vr ln m0. Rýchlosť hmotného bodu je 

mn t » = 0 o - | - t > r l n - - - ! . (2) 
ffv 

Tento vzťah sa nazývá Ciolkovského vzorec. 
Ak označíme hmotu bodu po ukončení procesu výtoku mk a vytečenu hmotu 

(palivo) ako mp, rýchlosť bodu na konci procesu spalovania je daná vzťahom: 

vk=vrm(i+^+v0. (3) 

Žial ako aj v ostatných oboroch fyziky, niet ani t u jednotného označenia 
ani terminologie. 

K o s m o d ě m j a n s k i j [8] nazývá Oiolkovským číslom Z poměr mv a mk\ 

Z = —-. P o b e d o n o s c e v T91 zas 
™* 

Z = ^ . (4) 

V ďalšom sa přidržíme definície (4). 
Vzťah (3) teda možno napísať vo tvare 

vk = vr ln Z + v0 . (5) 

Ak počiatočná rýchlosť je nulová (v0 = 0) máme: 

vk = vr ln Z . (6) 

Graficky znázorněný tento vzťah vidíme na obr. 2. 
Ako vidíme rýchlosť hmotného bodu s premennou hmotou pri ukončení 

činnosti motoru je priamoúmerná výtokovej rychlosti, s rastúcim Oiolkovským 
číslom zváčšuje sa a nezávisí od zákona změny hmoty rakety t . j . od režimu 
práce motoru. 

Závislost hmoty rakety vo všeobebnosti možno písať vo tvaru m = m0f(ť), 
pričom /(O) = 1. 

Ak chceme určiť zákon dráhy musíme poznať ako sa mění hmota rakety 
v závislosti na čase t . j . funkciu f(ť). . 

Integráciou (2) dostaneme zákon dráhy: 
t 

s =s0+v0t-vrf ln f(t) dš . (7) 
o 

V súčasnej praxi i teoretických pojednaniach najviac sa používajú dva 
zákony změny hmoty: 

a) lineárny zákon: f(t) = 1 — od, ot je konstanta; kedy sekundový úbytok 

hmoty = am0 = konšt a absolutna hodnota reaktívnej sily 

K = 
àm 

vr = ocm0vr = konšt 
át 

Čím sme objasnili fyzikálny zmysel lineárňeho zákona. 
b) exponenciálny zákon f(t) = e~at, oc je konstanta. Absolutna hodnota 

reaktívnej sily: 
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Fr = 
åm 

d< 
vr = m0e~at ocvr = ocmvr 

a zrýchlenie pósobené reaktívnou silou je 

FT ar = —- = ocvr = konšt . 
m 

0 

1sł.. 2.v.sł. З.vst. . vr 

V 3500 4 3000 250C V 

fi 
/ / 9 '/ '/ 9 
'/ / 
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Obr. 2. Prieseóníkový nomogram pře Ciolkovského vzorec vk = vr ln Z . vk je udaný v km sec - 1 , 
vr m sec - 1 , Z má rozměr 1. 1. st. — oblast použitia jednostupňovej rakety, 2. st. — dvojstupňovéj, 

3. v. st. — troj a viacstupňových rakiet. 

Vyčísleme dráhy v případe a a b přenecháváme čitatelovi. Taktiež sledovanie 
zaujímavého problému pohybu rakety zvisle nahor za prv uvedených predpo-
kladov v homogénnom gravitačnom poli. 

Pre exponenciálny zákon změny hmoty možno odvodit tieto výsledky: 
hmotný bod bude sa pohyboyať zvisle nahor so zrychlením a = ocvr — g. 
Symbol oc a vr už sme před t ý m definovali, g je gravitačně zrýchlenie 9,81 rnsec"2. 
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Ďalej sa dá odvodiť, že maximálnu výšku raketa dosiahne pri čo možno 
najrýchlejšom spálení pohonných hmot. V tomto případe vystúpi do popredia 
velké zrýchlenie, preto třeba riešiť aj případ kedy je maximálna aktívna časť 
dráhy. Jednoduchým výpočtom plynie, že v tomto případe pri v0 = 0 musí byť 
splněný vzťah ar = ocvr = 2g. Maximálna výška je ale len polovičná ako pri 
okamžitom spálení pohonných hmot. 

^-stupňové rakety 
Ak tělesu udělíme pri povrchu Země vodorovnú rýchlosť 7912 m/sec a nejest-

vovala by atmosféra Země, obiehalo by toto těleso po kruhovej pohybovej 
čiare okolo Země. Táto rýchlosť sa nazývá prvou kozmickou rýchlosťou. 

Ak těleso nadobudne rýchlosť pri 
zemskom povrchu 11 190 m/sec (druhá 
kozmická rýchlosť) bude schopné vzdia-
liť sa od něho do nekonečné velkej 
vzdialenosti (gravitáciu Slnka neuvažu­
jeme). Odpor vzduchu podlá Pobedo-
nosceva [10] možno uvažovaťpri vy­
puštění umělých družíc ako doplňková 
rýchlosť potrebnú udeliť družici na-
viac. Táto rýchlosť dosahuje 10—15% 
rychlosti bez uvažovania odporu vzdu­
chu. Teda miesto 8 km/sec musíme uva-
žovať rýchlosť 9 km/sec, ale možno po-

s n užiť výsledky prv získané pre vakuum. 

2sL 

З.stÅ Obr. 3. Schéma w-stupňovej rakety; u. n. — uži-
točný náklad, 1. st. — prvý stupeň, 2. st. — druhý 
stupeň, 3. st. — třetí stupeň, m0(°) — hmota uži-
točného nákladu, ms(-) — „suchá h m o t a " 1. st., 
m s

( 2 ) — „suchá h m o t a " 2. st.,™/3) — „suchá 
h m o t a " 3.st., m ^ 1 ) — hmota paliva 1. st., m ^ 2 ) 
— hmota paliva 2. st., m ^ 3 ) — hmota paliva 
3. st. 1. s. r. — prvá subraketa, 2. s. r. — druhá 

subraketa, 3. s. r. — tretia subraketa. 

Najreálnejším moderným lietajúcim aparátom, ktorý umožňuje dosiahnúť 
rýchlosť 9 km/sec, je raketa. 

Moderné raketové motory majú výtokovú rýchlosť okolo 2500 m/sec. Pre 
dosiahnutie rychlosti 9 km/sec musí byť Ciolkovského číslo Z = 40 ako to 
vyplývá zo vzťahu (6) alebo ako to vidíme na obr. 2. Dosial ale podařilo sa 
konstrukčně dosiahnúť pri jednostupňovej raketě len Z = 6. Z toho vyplývá, 
že pri vypuštění umělých družíc a pri medziplanetárnych letoch musíme prejsť 
ku konštrukcii stupňovitej — skládanéj rakety. 

Na obr. 2. vidíme dnešné reálné možnosti použitia rakiet s rozličným počtom 
stupňov. 

Pri výpočte charakteristik stupňovitých rakiet budeme postupovať podlá 
schémy, ktorá je znázorněná na obr. 3. 

Užitočný náklad sú přístroje alebo ludia, nosná konštrukcia a obal, ktorý 
ich drží a chrání za letu. Označíme jeho hmotu m ( 0 ). 
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Stupeň rakety je palivo, ktoré sa spotřebuje počas činnosti daného stupňa 
a to čo sa oddělí od rakety na príslušnom stupni (motor, armatura, riadiace 
přístroje, nádrže s palivom a ich obal). Subraketa je spojenie užitočného ná­
kladu a stupňov rakety. Jeden stupeň je činný a všetky ostatně stupně, ktoré 
letia s užitočným nákladom celej rakety třeba považovať za užitočný náklad 
příslušnéj subrakety, hmota i-tej subrakety je m(i>. 

Význam symbolov na obr. 3 je tento: m ^ hmota paliva, ktoré sa spotře­
buje na i-tom stupni, m ^ „suchá h m o t a " i-tého stupňa — všetko to, čo na 
danom stupni sa odděluje od rakety za letu. 

Medzi tymito veličinami platia vzťahy: 
m d ) = m(o) _|_ ma> _j_ m a ) 9 

m(2) = m(D _|_ mf) _|_ W(2) ^ 
m ( n ) = m ( n - l ) _|_ m (n) _j_ m (n) . 

n je počet stupňov rakety. 
Vzájomné vzťahy medzi týmito veličinami sú: 
a) „poměrná" hmota i-tej subrakety je poměr plnej počiatočnej hmoty 

subrakety k hmotě jej užitočného nákladu t . j . : 
_ m ( l ) _ m ( 2 ) _ m ( n ) 

Pl~~~~' P<1~'~~' Pn~~~~)' 
Plná „poměrná" hmota n-stupňovej rakety je poměr celkovej hmoty n-stup-
ňovej rakety k užitočnému nákladu: 

_ m ( n ) _ m ( 1 ) m ( 2 ) m ( n ) _ 
~To) ~ ~W) ' ~TT) ' ' ' ~~~) =Pi'P2--Pn> (») 

b) „konštrukčná charakteristika" jednotlivých stupňov je poměr celkovej 
m(D _J_ m(D 

hmoty stupňa k hmotě stupňa po spotřebovaní paliva t . j . : sx = — — v , 
mлJ 

_ m(

s

2> + ш^ _ ms

n> + m™ 

*2 ~ ~~ ' вn m~> 

c) Ciolkovského číslo i-tého stupňa je poměr celkovej hmoty subrakety 
k jej hmotě po spotřebovaní paliva t . j . 

_ m ( 1 ) _ m ( 2 )
 7 _ m ( n ) 

^i = ~~T) .v~<i. > ^2 = ~ ~ T ^ ~ 7 _ : ? ^n — -
m ( D _ m ( i ) - 2 m ( 2 ) _ m < 2 ) , n m ( n ) 

j> 

Odvoďme teraz výslednú rychlost w-stupňovej rakety. Počiatočná rýchlosť * 
nech je v0 — 0. Po skončení aktivněj časti n-te] subrakety výsledná rýchlosť 
pódia (6) je v™ = v(n) ln Z. 

Táto rýchlosť je počiatočná rýchlosť pre n — 1 stupeň. Použitím vzťahu (5) 
dostaneme tento vzťah pre výslednú rýchlosť n — 1 subrakety: 

„<»-_) = V(n) [ n £^ _|_ V(n-D l n 2 n _ 1 . 

Opakujúc tento postup obdržíme vzťah pre výslednú rýchlosť užitočného 
nákladu: 

n 

«* = _. w? ln Z ř . 
í = l 

695 ' 



T a b u ľ k a 
Charakt гistiky гakety na vypustenie umelej dгužice o hmote 300 kg. 
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1. stup ň 2400 4,70 2,55 4,39 0,30 0,80 0,22 1,32 

5,75 

2250 

2. stupeň 2400 4,70 2,55 4,39 1,32 3,52 0,95 

1,32 

5,75 4500 

3. stup ň 2400 4,70 2,55 4,39 5,79 15,79 4,42 26,00 6750 

4. stupeň 2400 4,70 2,55 4,39 26,00 67,49 18,11 111,60 9000 

Celá гaketa 2400 4,70 42,50 372,00 0,30 87,60 23,70 111,60 9000 

Ak vp =vr

2) ... = vr

n) =vr t . j . výtoková rychlost každého stupňa je rov-
naká: 

vk = vr ln [Z1.Z2... Zn-X . Zn) = vr ln Z , 
kde sme označili Z = Zx . £ 2 • • • Zn~1 . Zn. Z predošlého plynie 

v* 
Z = e* . (9) 

Medzi PÍ, Si a z{ platí identita 
Zj~ 1 = 8 t - 1 Pi~ 1 

%i Si " PÍ ' 
o platnosti ktorej móžeme sa přesvědčit, ak do nej dosadíme za pi} st a zt-
příslušné výrazy. 

Pre jednoduchost předpokládá jme, že konštrukčná charakteristika s{ a Ciol-
kovského číslo Z i pre všetky stupně sú rovnaké, t . j . 

si = S2 = • • • = Sn-i = Sn = S , 
Zx = Z2 = ... = Zn-X = Zn = Z , 

z čoho plynie aj rovnost „poměrných" hmot 
Ví = P2 = - • • = Vn-l =Pn =P 

a ďalej 
zn = Z , pn = P . 

Vychádzajúc z prv uvedenej identity a definície příslušných veličin možno 
odvodit následujúce vztahy poměrné jednoduchou algebraickou úpravou 
příslušných výrazov: 

P = Z | 1 — M , (1.0) m 
mço = m ( 0 ) p - 1 

2 m" } = m<w) « — 1 P — 1 

(H) 

(12) 
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Například třeba vypočítat charakteristiky štvorstupňovej rakety, ktorá 
má udělit umelej družici o hmotě ra0 = 300 kg rychlost 9000 m/sec. Táto 
rychlost ako sme už prv spomenuli umožňuje překonat odpor atmosféry 
a zabezpečí kruhovú pohybovú čiaru družice vo výške asi 200 km nad zem­
ským povrchom. 

Výtoková rychlost na všetkých stupňoch je rovnaká: 

va> = vf = v™ = vf = vr = 2 400 m/sec 

a tiež s = 4 , 7 0 pre všetky stupně je rovnaké. Výsledky výpočtov na základe 
predchádzajúcich vzorcov sú uvedené v tabulke. 

Tu vypočítáme údaje podlá Pobedonosceva [11] sú přijatelné a reálné, 
lebo pri výpočte sa použili len také charakteristiky, ktoré sa už dnes pri 
raketách dosiahli a také motory, ktoré pracujú na chemické pohonné hmoty. 

Závěr 

Rozvoj raketovéj techniky je možný lenak sa bude daliej rozvijat jej teore­
tický základ — mechanika tělesa s premennou hmotou. Další rozvoj raketo ve j 
techniky a ostatných příbuzných disciplín umožní ludstvu uskutočnit svoj 
dávný sen — medziplanetárne lety. 
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