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POKROKY MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
"ROENIK I —C&IsSLO 6

MATEMATIKA

PREHLED ZAKLADNICH POJMU Z GEOMETRIE
ZAKRIVENYCH PROSTORU

Doc. Dr KArREL HAVLI¢EK, Praha

V pronich tfech odstavcich tohoto Eldanku je z geometrického hlediska referovdno
0 pojmech uivanych v prostorech, je% jsou jistym zobecnénim prostoru euklidovského.
Formdlni apardt, ktery se stdle vice uplatriuje v mechanice, spofivd na téchto
geometrickych pojmech (konexe, Riemanniv bikvadraticky tensor kfivosti, abso-
lutnt derivace apod.). Posledni, Stvrty odstavec, md rdz metodicky, je v ném poddno
elementdrni odvozent vyznamu Levi-Civitova paralelismu na plochdch.

1. Uvod

V mechanice se vedle pravouhlych kartézskych soufadnic v prostoru uzivé
dasto i soufadnic kiivodarych, na priklad poladrnich nebo cylindrickych, a to
pro jejich vyhody p¥i vySetfovani specidlnich pfipadu. Pravoihlé souradnice z,
y, 2 v trojrozmérném euklidovském prostoru souvisi s poldrnimi soufadni-
cemi g, ¢, & v témZe prostoru rovnicemi

r =psingcosd, p =Vx2+y2—|—z2,

. 2
= sin sin ¢ 5 = arccos o —————,
y=eo @ ¥ sz Tit 2
z =pcosg, 19=arctg%.

Ctend¥ jich muZe pouzit jako p¥ikladu pro obecnou transformaci soufadnic,
zavedenou dale v rovnicich (4) a (5), klade-li v nich

=8, y=£§, z =8,
e ="8, ¢="8 9 =",
a objasnit si tak vSechny vypodéty uvedené v prvnich tiech odstavcich.
Zavedeni k¥ivodarych souiadnic je v8ak p¥imo nutné v téch prostorech,
v nichz pfimo¢aré souradnice viibec zavést nelze; takové prostory, oznadované
obvykle nazvem prostory zakfivené, byly studovany v geometrii a aplikovany
i na mechaniku.') Jsou zobecnénim pojmu oby¢éejného prostoru nezakiiveného,
na piiklad euklidovského, a tudiZ prostory ,,rovné‘ (tj. nezak¥ivené) jevi se
jako jejich nejjednodussi specialni p¥ipad. Ze zak¥ivenych prostori nejrozsi-

1) Viz Kil¢evskij, str. 89 —142. (Citace jmen se vztahuje k seznamu literatury uvedenému
vzadu.) .
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fené&j&i jsou prostory Riemannovy, jejichZ nejbéinéjiim p¥ipadem jsou dvoj-
‘rozmérné plochy v trojrozmérném euklidovském prostoru. Ziklady k této
geometrii ploch polozil K. F. Gauss (1777—1855). Od t&ch dob byla diferen-
cidlni geometrie znaéné propracovina. UZiteény prostiedek k tomuto studiu
poskytla metoda tensorového podtu. Zasluhou italskych matematikii, z nichz
ne}vyznamné]§1 je asi T. Levi-Civita (1873—1941), byl tu vy'fvoren tzv.
absolutni pocet dzferencwlni Pro dilezitost jeho apllkacl v mechanice byl na
piiklad uz pred valkou ziizen v Moskvé zvlastni semindf pro tensorovou ana-
lysu. V povaleéné dobé dosahuje v tomto oboru vyznamnych vysledkia sovét-
sky matematik V. V. Wagner.2)

Pri studiu tensorové analysy je uZitetné poznat geometricky vyznam pfti-
sludnych pojmi. My se na téchto strankach soustfedime hlavné na paralelismus
zavedeny T. Levi-Civitou; je to zobecnéni pojmu rovnobéznosti pro zakfivené
prostory. Geometrickéd interpretace Levi-Civitova paralelismu na plochich
je nazorné poddna na piiklad v knize Duscheka a Mayera a velmi podrobné
o ni pise Kagan?®). Ale pokud se nepouzivé vyssich prostfedka?), vyvozuje se
elementédrné tato geometrickd interpretace jesté zpusobem, ktery pfipomind
ty doby, kdy diferencial byl pokladan za veli¢éinu nekoneéné malou.?) Jednim
z cild tohoto &lanku je odstranit tuto zdvadu; to je obsahem 4. odstavce.
Predchazejici odstavee maji rdz informativni a jsou tedy uréeny predevsim
tém &tenaitm, kteii se s geometrn v zakfivenych prostorech dosud nesetkali.
Dopliiuji zaroven citovanou uZz a neddvno v &estiné vydanou knihu Kilgev-
ského v tom smyslu, Ze o paralelismu uvadéji ty partie, jez Kildevskij do svého
vykladu nezafadil, ale jejichZ znalost u étenaie mlé¢ky predpoklada.

Vyslovné podotykam, Ze si zde v8&imneme jen lokalnich vlastnosti prostoru;
v tom smyslu je tieba chapat viechna tvrzeni v dal8im textu obsaZena. Pfitom
viude pracujeme v oboru redlnych &isel; tedy i funkce v dalsim se vyskytujici
jsou redlné funkce reédlnych proménnych. Ve 4. odstavei se pfedpoklads, ze
¢tendf zné zakladni véci z diferencialni geometrie ploch.

2. Zakladni pojmy a vztahy

Soufadnice v n-rozmérném prostoru oznaéme &1, £2, ..., &7, struéné je piseme
(A =1,2,...,n).8) Jsou tim minény libovolné kfivotaré nebo piimocdaré
soutadnice, kartézské soufadnice jsou jejich specialnim piipadem.

K¥ivka v tomto prostoru je vyjadfena parametricky rovnicemi

& =), . (1)
kde ¢ je proménny parametr, £4(f) jsou funkce tohoto parametru definované
v néjakém intervalu. Pro tdely tohoto éldnku stadi predpokladat, Ze funkce
EAL) majl tam spojité derivace aZ t¥etiho ¥adu. Oznadime-li pismenem s oblouk

kiivky (1), je v Rlezgannovych prostorech étverec diferencialu tohoto oblouku
dén posmvné defimtni kvadratickou formou; zapisujeme to stru¢né ve tvaru

ds? = a,, d&* dé~ . (2)

3) Kil¢evskij, str. 109, 115.

3) Duschek-Mayer, I. dil, str. 184; Kagan, I. dil. str. 375—411 i déle.-

4) Srovnej Duschek-Mayer. IL. dil, str. 161 a Eisenhart, str. 249—251. Eisenhart tu uzivé
k elegantnimu dikazu tzv. asociovanych vektoru.

§) Duschek-Mayer, I. dil, str. 183—187; Levi-Civita, str. 35 a dél.

%) Recké pismena A, 4, ... psané zde k typu £ a pozdéji ik jinym typtm vpravo nahofe nezna-
menaji tedy mocnitele, nybrZ indexy, jimiz jednotlivé soufadnice ¢&i slozky prost® ¢islujeme.
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Piitom sditdme podle kaidého feckého indexu, ktery se vyskytuje zaroveri
nahofe a dole, od 1 do n, aniZ pfitom vypisujeme sumaén{ znameni. Tuto
dmluvu zavedl A. Einstein a piidriime se ji i ve vSech dal§ich formulich.
V rovnici (2) probihaji tedy indexy 4, u nezavisle na sobé hodnoty 1, 2, ..., n;
vyraz stojici na pravé strané této rovnice je pak souétem viech tak vzniklych
¢leni.

Koeficienty a,, této kvadratické formy jsou, jak zdhy ze vzorc (10)a (12)
pozndme, kovariantni slozky tensoru; tento tensor nazyva se metricky tensor.
Ptedpokladdme, Ze determinant

11, Qig, «o2; C1p
Qg1, Qg «vvy A2 |
.......... e (3)
A1, Qngy -+ Ann .
sestaveny z jeho sloZek, je symetricky (a,, = a,1) a Ze je ve vSech bodech pro-
storu kladny. (Konkrétni uréeni sloZek a,, na plochich je uvedeno na zaéitku
odstavce 4.) ~
Zavedme tzv. Kroneckerovo delta rovnicemi

& = lprou =v»
P | Oprou £+
Soustavy linearnich rovnmic

Av — &
a0 6#

Y2

piipoudtéji jednoznadné feSeni pro a?*, nebof determinant (3) je nenulovy.
Z predpokladu a,, = a,, plynou i rovnice a?* = a*2. Koeficienty a*” jsou kon-
travariantni slozky metrického tensoru.

RozliSovéani kontravariantnich a kovariantnich sloZek vektori a tensori
se zde nevyhneme. Charakterisujeme je transformaénimi rovnicemi p¥i pte-
chodu od jedné soustavy soufadnic k jiné. Jsou-li ‘6» (v =1, 2, ..., n) nové
soufadnice, pak transformace soufadnic £ v soufadnice ‘£” je dana tak, Ze ‘&~
jsou funkcemi n proménnych &2, p¥i ¢emZz Jacobian této transformace (tj.
pfisludny funkciondlni determinant) je nenulovy. Zapisujeme to ve tvaru

. : ) o' Ev
VEv — ‘Ev(EA —_—
6 - 5 (E )) Det a&A
Za téchto predpokladii existuje k transformaci (4) transformace inversni,
kterou zapisujeme podobné.

&= E('¢), Det

£0. (4)

A
Li PN (5)

0'&v

Jacobiany téchto transformaci jsou determinanty navzijem reciproké, nebof

uzitim pravidla pro derivovani sloZenych funkei na funkce (4) a (5) dostavame

apoge oo 6

85‘" 6‘5/‘_ 17K 6‘5‘" 85/‘ - Yu - » . ( )

Kontravariantni slozky vektoru jsou pfi téchto transformacich charakteri-
sovany vzorci

_ o , _ o8,

. “w v VTR
KaZdy z téchto vzorct plyne ze zbyvajiciho z nich. Pfitom »* jsou kontra-

i 2 (7)
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variantni slozky vektoru v plvodnich soufadnicich & a ‘v jsou kontra-
variantni slozky téhoz vektoru v novych souiadnicich '&*. NejbéZnéjsim p¥i-
kladem kontravariantnich slozek vektoru jsou diferencialy funkei (1), nebot
ze (4) plyne
VEY — a‘£V A
Qe = rde, ®)

coz je v souhlase se vzorei (7), piseme-li tam ‘v = d'¢?, ¢4 = d&*; tyto diferen-
cidly jsou ovSem kontravariantni slozky teéného vektoru ktivky (1).

Kovariantni slozky u, néjakého vektoru jsou podobné charakterisovany
transformadnimi vzorci
L o o8,
u,\—a‘—fluv, u,\—aélu .

(9)

.y 7 RN W . s N
Tensor o slozkich T, ', je charakterisovan transformaénimi rovnicemi

Ve h e g & Q&M 9ER 0&Pq
o T T P ggm T e giEm T 9l

T;'l o . lr _ \Td. e e &, 6611 851’ a‘éﬁ‘ a‘éﬁq
Bieoopg — l.”ﬂqa\f‘xl.”a‘f"" 85“1 ”.85"4'

(10)

Nezapometime, Ze se zde séita podle indext «,, ..., «,, By, ..., Bq, P¥i ¢emi kazdy
z nich probiha hodnoty 1, 2, ..., n nezavisle jeden na druhém. O tomto tensoru
Iikame, Ze je stupné r + ¢, a to r-krat kontravariantni a ¢-krat kovariantni.
Srovnanim vzoreu (7) a (9) se vzorci (10) poznavame, Ze vektor je tensorem
prvniho stupné.

Vyraz 8, ktery je nezavisly na transformaci soufadnic, takze jeho transfor-
madni rovnice miZeme psat ve tvaru

8§ =8, (11)

nazyva se skalar a byva pokladan za tensor stupné nula. Hledani téchto skalara
je hlavnim cilem geometrie na tomto poli, nebot skaldry, jsouce nezavislé na
volbé soustavy souradnic, poskytuji pfimo geometrické vlastnosti studovanych
objektu. Tak na priklad délka oblouku k¥ivky (1) je ziejmé takovym skalé-
rem; protoze jeji vypodet v riznych soustavach soufadnic musi davat stejny
vysledek, plyne ze vzorce (2) identita

‘ayp d'ér d'EF = a,, d&* dér
odkud po dosazeni z (8) pohodlné dostaneme
. 080
B = e G G

ok> o0&k
a,\ﬂ = aaﬂa‘—y a‘—fﬂ .

(12)

\

Protoze tyto rovnice jsou specidlnim pripadem rovnic (10), je tim potvrzeno,
ze a,, je tensor. Rovnice (12) umoziiuji urdit slozky ‘a,, metrického tensoru
v nové soustavé soufadnic, zndme-li jeho slozky a,, v soustavé pavodni.
Mechanickym vypodétem se piesvédéite, Ze i kontravariantni slozky a* metric-
kého tensoru transformuji se p¥i zméné souradnic podle vzorca (10).
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Abychom si pfibliZili vyznam metrického tensoru, vSimnéme si, Ze jsou-li v
kontravariantni slozky vektoru, jsou slozky v,, urfené témito vzdjemné
ekvivalentnimi vztahy

— — gt
v, = aqt, vt =atmw, (13)

kovariantni slozky n&jakého vektoru. Rikdme, Ze v* resp. v, vyhovujici rovni-
cim (13), v nichz a,, a a* jsou slozky metrického tensoru, jsou kontravariantni
resp. kovariantni slozky téhoZ vektoru. Délka v tohoto vektoru je pak dana
vzorci

v = Va,\,;vlvl‘ = ]/a‘/‘v,\'vﬂ = l/v‘v,\ . (14)

~ Vektor, jehoz délka je rovna jednotce miry, nazyvé se jednotkovy vektor.
Oznadime-li jeho slozky #* resp. 7, je
a e =1, aMig, = 1. (15)
Uhel ¢ dvou vektort o slozkdch w?, v* resp. u,, v, je uréen kterymkoli z téchto
vzorciu:
a uior a*ruyv, _ wrvy

Van wiunr] ay wio N Vo, arrow, — Juru,|/vio,

cos ¢ =

(16)

Viimnéme si je§té, Ze vektor nebo tensor, ktery v jedné soustavé souradnic
mé v8echny slozky rovné nule, podrzi tuto vlastnost ve viech soustavach
soufadnic — to je vidét ze vzorci (10). Takovy tensor se nazyva nulovy tensor;
jde-li o nulovy vektor, je jeho délka rovna nule.

Je samoziejmé, Ze horenimi vzorei vyjadiené geometrické pojmy (jako ob-
louk kfivky, vektor a jeho délka, uhel dvou vektort) jsou zobecnénim vie-
obecn& znamych stejnych pojmi z euklidovského prostoru. Ctena¥ se o tom
snadno presvédéi, verifikuje-li si v8echny dosavadni vypoéty pro p¥ipad, Ze se
omezi jen na pravothlé kartézské soufadnice. Metricky tensor mé v tom p¥i-
padé slozky .

lproi = u,

Ay, =
o Oproi =+ u.

Abychom pfirozenym zpusobem dosli k dal§imu pojmu, totiz k pojmu
konexe, bude uzitetné vyjit pravé z euklidovského prostoru vztazeného
ke kartézskym soufadnicim. Pravotihlé kartézské soufadnice v n-rozmérném
euklidovském prostoru oznaéme pro tuto tvahu *&*. Pro struénost budeme
n-rozmérny euklidovsky prostor znaéit v daldim pismenem E,. Pi¥imka v E,
ma pak, jak znamo, parametrické rovnice

*Eh — kph g *ph

Pritom jsme pro jednoduchost zvolili za parametr oblouk s; naproti tomu
*n* a *a* jsou konstanty, *«* jsou smérové kosiny p¥imky. Odtud derivovénim
pro kazdou p¥imku plyne
dZ*El
ds?

a obracené integrovanim rovnic (17) dostdvdme rovnice pfimky. V pravo-
uhlych kartézskych soufadnicich v E, jsou tedy pfimky charakterisoviny
podminkou (17). Pfejdéme nyni k libovolnym, t¥eba kiivotarym soufadnicim &~
transformaci *£* = *&*(¢v). Je pak [srovnej se vzorei (4) a (8)]

-0 (17)
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d*er  dev o*e
ds  ds o8
dz*gr  dzev o*Er dgr dém orxer
ds® ~ ds? o0& ' ds ds o&voEs’

coz dosazeno do rovnic (17) dava

@,3*51 dgrdés or*gr 0
ds® o&v ' ds ds ofvoer  °

Znésobme kaZdou z téchto rovnic vyrazem — 5% 5‘ a sebtéme tyto vysledky

podle 4 (A =1, 2 3 ..,n). Se zietelem k rovnicim (6) pfepsanym pro
transformaci zde uZitou dostavame

d2§v d§v dEp 02%EA  pfo .
F- oA Par PRr T e Rl
¢éili '
d2ge dgv dé#
ds? +F"/‘ ds ds =9, (18)
kde jsme polozili
o 32*51 aéw
VB T QEVOER D¥ER " (19)

Jsou tedy pimky euklidovského prostoru v libovolnych kfivodarych sou-
fadnicich charakterlsova.ny diferencidlnimi rovnicemi (18) Bliz&8i charakter
koeficientt I'y, pozndme opét z transformaénich vzorcd p¥i pfechodu od jed-
néch soufadnic k j jinym. Jsou-li ‘4= libovolné dalsi soufadnice v daném prostoru,
pak rovnice piimek v téchto soufadnicich jsou oviem zase typu (18), tedy

drgs | dErde _, %
b e rat R (20)

nebot oblouk s jako skalar je ve vSech soustavach soufadnic stejny. Vztah
mezi koeficienty I'y, a 'I'§, z rovnic (18) a (20) najdeme pohodlné prechodem
od soufadnic £v k soufadnicim ‘£% tedy transformaci (4) a (5). Podobnymi
obraty, jakymi jsme p¥i transformaci soufadnic *&* v soufadnice & dospéli
z rovnic (17) k rovnicim (18), ¢tendf uZitim transformace &¢ = &¢(*¢») dojde
z rovnic (18) nejdiiv k podmince

XA PO L S
ds? 988 " ds ds | " otraEr T ke ]
a po vynisobeni faktorem aaTE:: a settenim podle w (w =1, 2, ..., n) konedns
k rovnicim
d#g= d'¢Ad'¢ér
ds? ds ds

0 067 08 ok 9% ﬁ] _
s QE0 QEFQEY | 0'EADEY OEv |
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To uZ je tvar (20), takZe porovnanim s nim vychédzeji pro transformaci I'y,
vzorce )

e _ e 25708 o v 2t
Br = T VB QEw QEBQEY T QEBDEY 9Ew’
w A B \ \ ¥ ®
ry, ='rs ok 9’6 0L ﬁi@,
PY 9= 9Ev 9kr ' 0EvoEr 9'Ea

(21)

Druhy z t&chto vzorcd plyne z prvniho z nich uz pouhou zaménou obou sou-
Fadnicovych systému Oba vzorce jsou na,vza,Jem ekvivalentni a ziejmé se lisi
podstatné od vzorei (10). To znamené, Ze I'y), nejsou slozky tensoru.

Nejen v prostoru E, ale ste]né iv kazdém zakiiveném prostoru zavadime
pro souhrn sloZzek I'y,, jeZ se pki transformaci soufadnic transformuji podle
vzorel (21), nazev konexe. Vzorce (21) maji zde stejnou tlohu jako mély vzorce
(10) pro tensory; umoznup vypotitat slozky konexe v libovolné soustavé
soufadnic, jakmile j e zname v jedné soustavé soufadnic. Je ziejmé, ze v kazdém
prostoru si tak miZeme predepsat libovolné mnoho riznych konexi. Kazdou
konexi zaddme na pfiklad tim zpisobem, Ze jeji slozky I'y, v jedné soustavé
soufadnic prosté zvolime; tim uZ je takova konexe uréena. Viimndme si, Ze
konexe z rovnic (18), které v prostoru E, charakterisuji pFimky, md tu chamk—
teristickou vlastnost, Ze v kartézskych pravodhlgjch soufadnicich jsou véechny jejt
sloZky rovny nule; to plyne srovnanim rovnic (17) a (18). Proto v tomto pfipadé
vzorec (19) je jen specidlnim p¥ipadem druhého ze vzorci (21), kde stadi polo—
it 'I'3, = 0, abychom dostali (19).

Zusta.nme jestdé na chvili v prostoruE, a u]asnéme si geometricky postup,
jimZ jsme k pojmu konexe dospéli. Pfimka v E, mé ruzné charakteristické
vlastnosti. My jsme z nich vyuzitkovali tu vlastnost, Ze ve v8ech svych bodech
mé piimka stale tutéZ teénu, é&ili, populdrné fedeno, %e pfimka v E, ma stale
stejny smér ve v8ech svych bodech. P¥i prvnim derivovéni rovnic p¥imky
v pravothlych kartézskych soufadnicich pravé tak jako pfi ¢éstedném integro-
vani rovnic (17) totiz dostavame

d*g,
ds

a to v souhlase se vzorci (8) znamend, Ze teény vektor pfimky je konstantni.
Ale primka v E, mé také jeSté jinou charakteristickou vlastnost, Ze totiZ -
kaZda tdsedka na ni lezici je nejkratii spojnici svych krajnich bodu. A tato
vlastnost souvisi s méfenim v prostoru. Musi tedy konexe I'y, z rovnic piimky
(18) byt v néjakém vztahu k metrickému tensoru a, tohoto prostoru E,.
Abychom si tuto souvislost ujasnili, zavedeme nejdiiv nové symboly {,ﬂ}
rovnicemi

= konst,

® 1
{v,u} = Ea‘”"[a,a,,,\ + 9,0, — 0a,,], (22)
kde jsme pouZili obvyklé zkratky o, = 3 5 , takZe na pfiklad 9,a,, znamené
parcidlni derivaci gé‘: . Vyrazy ::‘ se nazyvaji Christoffelovy symboly

(tasto také Christoffelovy symboly druhého druhu). P¥#i prechodu k jiné
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soustavé souradnic transformuji se tyto symbol @ odle vzorci (21),
Y\, p p

jak &tendl snadno zjisti mechanickym vypodtem; musi pfitom pochopitelné
uzit vzorct (10) resp. (12) pro transformaci metrického tensoru a p¥isluSnych
derivaci. Christoffelovy symboly tvo¥i tedy konexi, ¥ikdme ji metrickd konexe;
protoZe v pravouhlych kartézskych soufadnicich jsou slozky a,, konstantni,
jsou podle (22) Christoffelovy symboly v této soustavé v E, rovny nule a je
tedy, podle toho, co bylo'd¥iv Feéeno, metricka konexe v E, totoZn4 s tou konexi,
kterd vystupuje v rovnicich (18) charakterisujicich p¥imky. Souhrnné tedy
fekneme, Ze v8echny pfimky v E, jsou charakterisovany rovnicemi

dzw w) dé&rdér 0
ds? vu[ ds ds

V zaktiveném Riemannové prostoru jsou pak rovnice (23) rovnicemi geodetic-
kych éar, jak se dokazuje metodami varia¢niho poétu p¥i hledani nejkratsi
cesty spojujici dva body takového prostoru?).

Vedle metrické konexe vyskytuji se v geometrii i jiné, jimiz se v8ak zde
nebudeme zabyvat. Pro informaci jen podotykam, Ze takové konexe, jez
nesouvisi s metrickym tensorem, jsou podkladem ke studiu takovych prostori,
kde metricky tensor nemame k disposici. To uz nejsou prostory Riemannovy.
Nemame-li v nich metricky tensor a tudiZz ani moznost méfeni, jsou konexe
vlastné jedinym vychodiskem k jejich studiu.

Definice Christoffelovych symbola rovnicemi (22) neni symoziejmé vyslo-
vena jen pro prostor E,. Tymiz rovnicemi definujeme tyto symboly viude tam,
kde mame k disposici metricky tensor a,,. Mechanickym vypoétem vychézeji

tyto vztahy:
e
81}“/1/4 = {l ’V} Aop + {/f’l/} Qo 5

@M#z-—{”}mg—{l}mw
ov ov

K dikazu téchto vzorct staéi dosadit do nich za Christoffelovy symboly
ze vzorcu (22).

Zakiiveni prostoru lze charakterisovat Riemannovym bikvadratickym
tensorem, jehoz slozky R, jsou dény rovnicemi

ool ) e

Mechanickym vypodtem se ¢tenal opét mize sdm pri dostateéné trpélivosti
presvéddit, Ze slozky R?,, se pri transformaci soufadnic transformuji podle
vzorei (10) a Ze tedy tvori skuteéné tensor?). K tomu, aby prostor byl ,,rovny*,
tedy nezakfiveny, je nutné a staci, aby tensor R}, byl nulovy tensor, aby

(23)

(24)

7) Viz na priklad Duschek-Mayer, II. dil, str. 115—119.
8) Misto {{J,u} jsme mohli v rovnicich (25) uit libovolné konexe I'y u @ dostali bychom zase

bikvadraticky tensor, ktery se nazyvé tensor kiivosti prislusné konexe I’/{'ﬂ. V tomto ¢lénku
v8ak vystadime s tensorem kfivosti metrické konexe.
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tedy pro viechny jeho slozky platilo R;,,, = 0; tehdy a jen tehdy lze pak v tako-
vém prostoru zavést soustavu pravouhlych kartézskych souradnic.?)

Dosavadni vzorce a vypobty se daji formalné zjednodusit zavedenim tzv.
kovariantni resp. absolutni derivace. K zavedeni téchto pojma vede i ta okol-
nost, %e v kiivodarych soufadnicich obydejnym derivovédnim tensoru nedosta-
neme (aZ na nepatrné vyjimky) tensor. Uz pro vektor dostdvame na priklad
derivovanim vzorca (7)

ov” oy 9o, | oy Qv dvt

o9&k | 0E 9w ok | | & ok 0w’

Srovnanim se vzorci (10) vidime, Ze 2Er neni tensor, nebof pii transformaci
. . . . 0%Y
kiivotarych soufadnic musime pfipustit moznost TE 0EY * 0.

Kovariantni derivaci libovolného tensoru o sloZkdch g’---* znacime D,g%- -
a definujeme ji rovnicems

‘Dv

Dgz, }.,_a 1...).,_+_

. W

+ {43 gz,‘:;;" + i) ghes + +{ s — (26)
- g),y} ggaf; w: - 114} 92):; e ,u} g();)faz)

Uzitim vzoreu (10) a (21) miiZe se Etena¥ pi‘esvédéit, Ze kovariantni derivace
tensoru je opét tensor; pfitom gl ---* je tensor stupné r + s (r-krat kontra-
variantni a s-krat kovariantni) a D g’11 * je tensor stupné r + s + 1 (r-krét

kontravariantni a (s + 1)-krat kovarlantlll) 10) Kovariantni derivace vektoru v*
je tedy podle toho déana vzorcem

Do = 8,00 + {2} vv . (27)

Protoze skaldr S poditdme mezi tensory jdko tensor stupné 0, zahrnujeme
i tento ptipad do definice (26) roynici

DS =4,8. (28)

Pomoci kovariantni derivace zavadime dale pojem absolutni derivace ten-
soru. Jsou-li sloky g---* tensoru funkcems skaldrni promé’nné t, znadime abso-
e

lutnt derivaci tohoto tensoru podle t znakem dB g’11 % mnebo —g%t—“’—' a definu-
jeme ji vztahem :

4 D Aveohy  — dg,u v 2

agml...wa _WD/‘gwx---wl : (29)

Vyraz
Dgh:--* = déw D/,Lg'1l

nazyva se absolutni dlferenclal tensoru g

ws®

%) Viz na pf. Duschek-Mayer, Ii. dil, str. 121 —122.

10) Uzijeme-li ve vzorcich (26) misto {; /;,} libovolné konexe }:ﬂ, dostaneme definici kovariantni
derivace vzhledem ke konexi I'} u Zde vsak vysta¢ime s definici podanou v textu.
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(‘tena¥ snadno zjisti, e pro absolutni diferencial resp. absolutni derivaci
zachovavaji se formalné bézna pravidla pro derivovani soudtu a soudinu,
zv1asté tedy

DU + V) =D(U) + D)
DOV) =UD¥V) + ¥V D),

kde U,V jsou tensory (piedpoklidéd se ovSem, Ze v prvém piipadé jsou to
tensory téhoz typu, takie U + V. je zase tensor).

Pro absolutni derivaci kontravariantniho vektoru ve dostdavime ze vzorce
(27) rovnice

Do doe ol déx
B T {w}” dr (30)
Rovnice (18) lze pak piepsat na jednoduchy tvar
Dio
=0, (31)
kde o — dée
T ods

Vektor v je jednotkovy tedény vektor zkoumané kiivky (1), s znaéi stale jeji
oblouk. Pro piimku je ov8em jeji jednotkovy tetny vektor konstantni a obra-
cené; v kartézskych soufadnicich se to charakterisuje tim, Ze obydejnd deri-
vace tohoto vektoru podle oblouku s je rovna nule. V kfivodarych soufadni-
cich je pak tato podminka nahrazena obdobnymi rovnicemi (31); jen obyd&ejna
derivace je tu nahrazena derivaci absolutni. Hraje tedy absolutni derivace
v kfivoéarych soufadnicich podobnou dlohu jako oby&ejné derivace v soufad-
nicich kartézskych. Tuto analogii lze sledovat i dale. Bez dilkkazu budiz zde
upozornéno aspoll na znamé vzorce Frenetovy. V pravothlych kartézskych
soufadnicich v E; budtez *t* *n* *b* jednotkové vektory tetny, hlavni
normaly a blnormaly dané krlvky Je]mh derivace podle oblouku jsou dany
znédmymi Frenetovymi vzorei

d*e?

ds ky*nt,
*pd

dd:, = — ky*A 4 k*bt
*pa

ddg = — ky*nt.

Piitom k,, k, jsou skaldrni kiivosti dané k¥ivky. Transformaci kartézskych
soufadnic v kiivodaré piejdou slozky *4, *n? *b* ve slozky t4 n#, b* a vzorce
Frenetovy nabudou tvaru!?)

Dt
— 2
d8 kln ’
i
%’:_ = — kyth + kyb*, '
A

11) Srovnej napi. Eisenhart, str. 106.
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I zde vystupuje tedy absolutni derivace na misté, kde v kartézskych souradni-
cich stala obydejnd derivace.

Obyée]na. derivace je oviem spemé.lmm piipadem absolutni derivace pro
piipad, Ze uZijeme kartézskych soufadnic, kde, jak yime, je {7} = 0. Tolik
k v8eobecnému vyznamu absolutni derivace. VyuZitkujeme ji jeété v dalsich
odstaveich. :

3. Paralelismus v zakfivenych prostorech

Je samoziejmé, Ze slozky tensoru, konexe a jiné z nich odvozené objekty
jsou podstatné zivislé na tom, v kterém bod& v prostoru je poditdme. To je
vidét uZ z toho, Ze v piislusnych transformaénich vzorcich vystupuji derivace
o é:v o2 Ev
ok* ° o&rokm
urdite v polérnich soufadnicich. To znamend, Ze v zakfivenych prostorech
uZ i pojem vektoru je vdzdn na misto, v némz tento vektor definujeme resp.
sestrojujeme. Jeho slozky v* resp. v, jsou funkcemi bodu; v zak¥ivenych pro-
storech mluvime tedy o .vektoru v bods. Podobnd je to s tensory i konexemi
atd. A neuvedli jsme si prozatim prostfedek, ktery by nam umoznil porovnavat
dva vektory sestrojené v riznych bodech takového prostoru. V euklidovském
prostoru ]e véce jednoduché; tam je od praddvna zndm pojem rovnob&znosti
a fikdme, Ze dva vektory sestrojené ve dvou riiznych bodech P, @ toho prostoru
jsou stejné, kdyz jsou rovnobé&zné, stejné dlouhé a stejné orientované. Ve vypoé-
tech projevuje se to tim zpuisobem, Ze slozky takovych vektori jsou konstantni,
nezévislé na umisténi vektoru v prostoru; analyticky je to v kartézskych
soufadnicich déno rovnicemi

atd. Pfesvéddte se o tom na piiklad tim, %Ze metricky tensor v E,

dvt =0. (32)

" To ndm v elementarni analytické geometrii euklidovského prostoru umoziiuje
definici tzv. volného vektoru'?), tj. vektoru nezavislého na tom, v kterém bod&
v prostoru zvolime jeho podateéni bod. Ale v zakfivenych prostorech takovy
jednoduchy prostiedek neméame. Uvédomime-li si v8ak jistou analogii obydej-
ného diferencidlu z elementérni geometrie s absolutnim diferencidlem v zak¥i-
venych prostorech, je nasnadé zobecnit rovnobéZnost z euklidovského prostoru
pro obecnéjsi pripady; pritom hned rozsifime tuto definici i v tom sméru,
Ze ji podame pro libovolny tensor, nikoli jen pro vektor.

V diferencialnich rovnicich (32) je tieba predpokladat, Ze slozky v* jsou funk-
cemi néjaké proménné. Veobecné nazveme polem vektori resp. tensort takovou
mnoZinu vektort resp. tensori, jejichZ slozky jsou funkcemi nékolika nezévis-
lych proménnych. Zde vysta¢ime s polem tensord podél kfivky; je to jedno-
parametrické pole, nebot sestrojime-li v kazdém bodé kfivky pFisluény vektor
- resp. tensor, jsou jeho slozky zévislé na jednom volitelném parametru, totiz na
tom parametru ktery charakterisuje prislusny bod kiivky. Pifikladem tako-
vého pole jsou teéné vektory kiivky nebo vektory hlavnich normal té kiivky
a pod. Pristupme nyni k zobecnéni pojmu rovnobéZnosti, jak je zavedl
T. Levi-Civita.

Definice. Budif ddna kfivka (1) a podél ni pole tensori Th---» . Rikdme, %

tyto tensory tvoit podél kfivky (1) pole tensord paralelnich, plati l@ podél této
kfivky rovnice
- DT%. -4 =0. (33)

12) Viz nap¥. Kraemer, str. 51.
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Misto o poli paralelnich tensord podél k¥ivky mluvime také o paralelnim
prenosu nebo posunu tensort podél kiivky. Kfivka, podél niz paralelni posun
prova.dlme nevystupuje v pojmu rovnobéznosti v E, jen zdanlivé; ale je p¥iro-
zené, Ze chceme-li vektor posunout z jednoho bodu prostoru do jiného bodu
tého prostoru, musime*ho prenaset po néjaké cesté. Zanedbani kiivky (1)
pii definici rovnobéznosti v E, umoziiuje ostatné jen véta 4, kterou zahy pozné-
me; v zakfivenych prostorech viak kiivka, podél niz paralelni prenos prova-
dime, vystupuje vyrazné.

Podminka (32) v E, je ovSem specidlhim p¥ipadem podminky (33), nebot
v kartézskych soufadnicich je {;} = 0.

Trivialni ptiklad pole paralelnich tensort v Riemannovych prostorech
poskytuje metricky tensor, nebot z rovnic (24) ihned vychazi

Dwa,\,‘: 0 5 Dwa"/‘: 0.

V8imnéme si nejdiiv, které z béznych vlastnosti rovnobéznosti v E, tento
zobecnény pojem paralelismu v zakrivenych prostorech zachovava.

Predpokladejme, Ze u* resp. v, jsou kontravariantni resp. kovariantni slozky
dvou vektort paralelné posunutych podél kiivky (1). Je tedy podél nasi kiivky
Du* = 0, Dy, = 0. Odtud plyne

D(u*v)) = w* Dv) + v, Du* = 0.

Protoze v8ak pro skalar u*v, je D(uw*v,) = d(u*v,), dostavame wu*v, = konst.
Klademe-li zde specidlné u* = v* = a*wv,, dostdvidme z rovnic (14) tuto
vétu:

Véta 1. Délka vektoru se pfi paralelnim posunuti podél kiivky meméni.

Pro tihel ¢ dvou vektori mame vzoree (16), specialné

COoS (p &_
]/ulu,\ V'v’lv,\ '
Pro kazdy z vektoru plati véta 1. Z hofenich vypodti tedy vychazx

Véta 2. Uhel dvou vektori, se p¥i paralelnim posunuti podél k¥ivky meméni.

Ptame-li se, pro kterou kiivku tvori jeji teéné vektory pole vektorti paralel-

dg?

ds

jejl jednotkovy teény vektor a jeho paralelni pienos podél této k¥ivky je cha-
A

nich, dojdeme ke kiivee geodetické. Nebot je-li s oblouk kiivky (1), je i* =

rakterisovan vztahem d—: = 0, to jest
dz& Al dg& dér 0
ds? vuf ds ds

To je rovnice kiivek geodetickych!®). Jsou tedy v Riemannovych prostorech
geodetické kiivky kfivkami autoparalelnimi podobné, jako pfimky v E,,
jak jsme poznali v predchizejicim odstavei. MuZeme proto vyslovit dalsi
analogii s rovnobéznosti v E,:

Véta 3. Jednotkové teéné vektory kftvky tvort podél ni pole vektori paralelnich
tehdy a jen tehdy, je-li tato kfivka geodetickd.

13) Duschek-Mayer, II. dil, str. 116; na plochich viz Hlavaty str. 169; Kagan, I. dil str.
414; Eisenhart str. 171.
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Zobecnéni pojmu rovnobéznosti nezachovava oviem v zakiivenych prosto-
rech vSechny vlastnosti rovnobéznosti z E,. Zvlasté je dilezité si v3imnout,
Ze vysledek paralelniho pienosu vektoru z jednoho bodu P do druhého bodu ¢
je zévisly na tom, podél které ki‘ivky spojujici body P, @ tento vektor piena-
8ime; zménime-li cestu pienosu, zméni se ve vétsiné pripadech i vysledek
paralelmho posunu. Nahlédneme to snadno, rozieSime-li otdzku opaénou.
Ptejme se, kdy tento pfenos je na cesté z bodu P do bodu Q nezavisly. Vysetie-
me to pro ‘Kontravariantni vektor v*. Jeho paralelni p¥enos z bodu P do bodu @
po kiivee (1) je tedy dan podminkou (s je oblouk k¥ivky (1))

Dv*t  dé [ov* | |4 )
dS = dé‘ (3&'/‘ T{vlu}v ) =0. (34)
Plati-li nyni
ovt Al
P + {W} w =0 (35)

pro kazdy vektor v*, je podminka (34) automaticky splnéna pro kazdou kiivku
(1) prochazejici body P, @; podminka (35) je tedy postadujici k tomu, aby para-
lelni pfenos byl nezavisly na kiivee (1). Obracens, je-li pro kazdy vektor v
dé#
Tdt
a tedy pro kazdy vektor v* platl pak nutné i rovnice (35). Podminky integra-
bility systému (35) jsou

o (a1 )\ _ 2 ([2],,

& \lwf ) = 7 \pof ™)
o |A o |2 Al ov Al ov
(‘as—{y}—?{w}) +{w}w*{m}7§; -0

oY - .
Dosadime-li sem za P z rovnic (35), madme pfi vhodném oznadeni némych

index tuto podminku:

(b=l -G~

Srovnénim se vzorcem (25) dostdvdme tedy jako podminky integrability
systému (35) rovnice

tento pfenos nezavisly na kiivee (1), ]sou rovnice (34) splnény pro kazdé ——

to jest

R/’)w,,'v" =0.
Ma-li pro kazdy vektor v» byt paralelni p¥enos nezivisly na cesté, po ni% vektor
pfendsime, musi byt systém rovnic (35) reSitelny pro ka#dé v*, tj. posledni
rovnice musi byt splnéna pro vSechny vektory a obracené. K téZe podmince
dojdeme i v tom pfipadé, kdyz misto kontravariantniho vektoru v budeme
stejnym zpisonem vySetfovat kovariantni vektor u, a jeho paralelni pfenos.
Dochéazime tak k vété:

Véta 4. Paralelni prenos vektori ;;e nezdvisly ma kfivce, podél niZ vektory
pfendSime, tehdy a jen tehdy, kdyZ R}, = 0, tj. kdyZ Riemanniw bikvadraticky
tensor kiivosti je nulovy tensor.
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Prostory s touto vlastnosti jsou v8echny ty, v nichZ lze zavést pravoihlé
kartézské souradnice, tj. prostory isometrické s E,.

V poslednim 4. odstavci je ukdzdna p¥imd a ndzornd konstrukce paralelniho
pienosu na obyéejnych plochach.

_ 4. Paralelni pfenos vektori na plochich

Aplikujme predchézejici vypodty na plochy vnofené do trojrozmérného
euklidovského prostoru E;. Kazda takova plocha /7 je dvojrozmérnym Rie-
mannovym prostorem R,, jak zdhy uvidime. Rozli8eni obou téchto prostord
(E; a R,) provedeme odlisnym oznaéenim soufadnic. Na ploSe /7 ponechime
pro kiivodaré souradnice oznadeni & (4 = 1, 2) z predchazejicich odstavei,
kdeito pro oznadeni soufadnic v E; uZijeme latinky; vystadime zde jen s jedi-
nym systémem soufadnic, oznaéime prosté x* (¢ = 1, 2, 3) pravotihlé kartézské
soufadnice v E;. Plocha /7 v tomto prostoru je parametricky dédna rovnicemi

2 = () (" = L2 3), (36)

A=12
kde x*(£*) jsou tii funkce dvou nezavisle proménnych &, &2; pfedpokladime,
Ze tyto funkce maji spojité parcialni derivace aZ do druhého fadu véetnd a Ze
prvni parcidlni derivace nejsou v Z4dném bodé plochy soudasné rovny nule.
Pro ¢tverec diferencidlu oblouku kiivky leZici na ploge /7 dostavame z elemen-
tarniho vzorce v soufadnicich x! vyjadieni )

3

ds? = > dafdai = 0.
i=1

Z rovnic (36) vychazi pro diferencialy

ot = & g
a tedy ‘
ds? = Ay d&r dér | (37)
kde * o ot
a,\,,=za—§;@~=a,“\. (38)
i=1

Protoze v E; je pro kazdy nenulovy vektor vidy ds? > 0, je metricky tensor
a,, plochy IT positivné definitni; tim je potvrzeno, Ze tato plocha je Riemanno-
vym prostorem R,.

Z tensoru a,, tvofime Christoffelovy symboly i tensor R’,, plochy /I zptso-
bem popsanym v predchizejicich odstaveich; v disledku symetrie a,, = a,,
metrického tensoru jsou i Christoffelovy symboly v dolnich indexech symetrické
tj. plati {} ={%,}. Vedle prvniho metrického tensoru a,, zavidime na
ploSe /7 jesté druhy tensor b,,; k jeho konstrukei uZijeme normaly plochy /1.
Smérové kosiny této normaly v soustavé soufadnic f oznaé¢me »f, jsou tedy »?
slozky jednotkového vektoru v E; a je

ox? ox3 ox® oxt oxl  ox?
nl . n2 . n3 _ 651 > 651 . 851 > afl . afl > 651
T ox?  0x ox® oxt orl ox?

ogr oF*| |egr’ 0| |og*’ o8t
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Orientujme tento vektor tak, aby bylo
nt, mn%, nd
oxt ox% oOxd
9EL P81’ B8 | > 0. (39)
oxl . ox? E” '
o2’ oE’ og

Pak 1ze konstrukei tensoru b,, popsat jednoduse formulemi

3 3 '
ont  oxt ot ' '
= — _— = L 4
e &y o8 o Z_ln EET (40)

jak se &tenaf doéte v béznych udebnicich diferenciélni geometrie. V dusledku

oxt  oxt
’ 081’ o2
vého prostoru a kazdy dalsi vektor v E; vyj jadFit jako jejich linedrni kombinaci.

Zvlasté plati
0%t x| oz
-——35135/‘ { } 85“ +b)(”’n (41)

To jsou tzv. rovnice Gaussovy“) (nezapomelime, %e se zde séitd podle «).

Pnpomenme si déle, Ze plochy rozvinutelné na rovinu (isometrické s rovinou)
nazyvime struénd plochaml rozvinutelnymi a Ze jsou charakterisoviny rovni-
cemi R’ ,= 0. Na zakladé slavné véty Gaussovy (teorema egregium) je tato
podminka ekvivalentni s podminkou

b11bas — iy = 0.

Integraci této rovnice'®) vychdzi, Ze rozvinutelné plochy v E; jsou ty plochy,
které jsou obalkou jednoparametrického systému rovin, tedy kuZele, vélce
a plochy teden prostorovych kiivek a samozifejmé i rovina sama. Z véty 4

plyne:
Yéta b. Na rozvinutelné plode je pamlelni pfenos nezdvisly na cesté.

Rozvinutelnou plochu lze zobrazit na rovinu tak, Ze pfi vhodnych volbach
soufadnic £4v plose i v roving slozky a,, metrického tensoru této plochy i slozky
metrického tensoru roviny jsou v pfifazenych si bodech sob& rovny. Toto.
zobrazeni se nazyvé rozvinuti plochy na rovinu. ProtoZe metricky tensor a, p
se pfi rozvinuti neméni, neméni se ani viechny ty vlastnosti, které lze pomoci
metrického tensoru popsat S tensorem a,, zachovaji se i Chrlstoffelovy sym- -
boly a tedy i rovnice geodetickych &ar. Geodetickou darou v roving je oviem
piimka. Plati tedy:

Véta 6. Geodetickd kfivka rozvinutelné plochy pfejde pii rozvinutt této plochy
na rovinu do primky.

Obé posledni véty 5 a 6 dostatedné charakterisuji paralelismus na rozvinu-
telnych plochdch. Je-li u* tedny vektor geodetické kiivky a v* jiny vektor,
ktery paralelné posouvidme podél této geodetické k¥ivky, zachové se v di-

nerovnosti (39) 1ze vektory nt zvolit za basi p¥islusného vektoro-

14) Hlavaty str. 262; Kagan, 1. dil, str. 374; Eisenhart str. 2186.
15) Hlavaty, str. 233; Kagan, I. dil, str. 273—4 a 283.
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sledku véty 2 thel obou téchto vektort u*, v*; v rozvinuti do roviny to podle
vét 5 a 6 znamend, Ze vektor v* svird s ptimkou, podél niZ se posouva, stile
tyz uhel; je tedy tento paralelismus identicky s pojmem Kklasické rovnobéz-
nosti v roviné. (Mechanicky se ov8em rozvinuti plochy rozvinutelné // na
rovinu nejsnaze interpretuje valenim plochy /7 po té rovme te¢né roviny
plochy splyvaji prltom postupné s danou rovinou.)

Obratme se nyni k ostatnim, nikoli nutné rozvmutelnym plochdm. Budiz
11 libovolna plocha a budiz C kivka na této plose lezici. Zvolme parametry &
na plose /7 tak aby kfivka C byla parametrickou k¥ivkou o rovnicich

* : =5, £2=0, (42)

kde s je oblouk kiivky C a aby parametrickd sit byla tvofena k¥ivkami sdruZe-
nymi vzhledem k druhému tensoru b,, plochy /7*¢). K tomu je nutné a stadi,
. aby bylo

byugrir =0, (43)

kde ¢* j* jsou kontravariantni slozky teénych vektori parametrickych k¥ivek.
Oznadeni zvolme tak, aby teény vektor kiivky C byl i*; ze (42) pak plyne, Ze
v bodech kiivky C je pii téte volbé

. dé dé?
1 — = 2 — =
) ds , U ds 0. (44)
Pigeme-li rovnice k¥ivky C v prostoru ve tvaru
xt = f4(s), (45)

jsou fi(s) funkce oblouku s, které vzniknou dosazenim z rovnic (42) do funkei
2%(£*) z rovnic (36) plochy 1. Jest pak pfi podminkach (44)

df oxt d&* oxt

ds = o8 ds  oE (46)

Vysettovani paralelismu na plose /7 podél kiivky C prevedeme nyni na znamy

nam uz p¥ipad, totiz na vySetfovani paralelismu na plose rozvinutelné. Sestro-
jime prosté rozvinutelnou plochu *//, ktera se plochy /7 v bodech kiivky C
dotyka. Takova plocha */7 je jeding, je to obalka jednoparametrického systému
rovin, totiz teénych rovin dané plochy /7 v bodech krivky C. Z teorie ploch
je znamo, e povrchové piimky plochy */7 jsou teénami k¥ivek sdruZenych
s kfivkou O na ploSe /I podle tensoru b,,"). Zvohme li k¥ivku C o rovnicich (45)
za k¥ivku Fidiei plochy *//, budou rovnice této pfimkové plochy mit tvar

i = fi(s) + tg*(s) ; (47)

funkce ¢* = g¥(s) jsou umérné smérovym kosinim povrechovych pfimek plo-
chy */1 a jsou samoziejmé zavislé na s. Plocha *// je tak vztaZzena k para-
metrim

*51 = 8 B *52 == t . (48)

P¥i pevném s a proménném ¢ davaji rovnice (47) povrchovou primku plochy */1.
Tato piimka je podle predpokladu tednou parametrické kiivky plochy /I

18) V nasich vypoétech tedy predpokladéme, Ze kiivka C neni kfivkou asymptotickou plochy I7.
Pro geometrickou interpretaci, kterou sledujeme, nehraje toto omezeni Z24dnou roli.
17) Viz nap¥. Hlavaty, str. 303, véta (2,3); Eisenhart, str. 231, § 42.
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sdruZené s kfivkou C; smér této ﬁeény je' v progtoru E; urden funkcemi g¥(s)
a v ploSe /I vektorem j% vyhovujicim rovnici (43), je tedy
‘ A

(49)

Pro pa,ra,lelm pfenos na ploSe */7 je t¥eba uréit potfebné elementy této plo-
chy z rovnic (47). Oznaéime je stejnymi znaky jako u plochy I, piipojime
k nim jen nali hvézdiku vlevo nahofe. Znali tedy a,,, {1} .- atd. veli¢iny
plochy /1 a *a,, *{3}... atd. obdobné velidiny plochy */I. Ale napifed
provedeme jesté pomocny vypodet. Derivaci rovnic (49) podle s dostaneme:

dgt 0%t dés . + oxt dj?
ds  o8o&r ds | T pEt ds !
LA
Dosadime-li sem za az* o z Gaussovych rovnic (41) a uZijeme-li vztaha (30),
(43) a (44), mame po jednoduchém poétu vysledek
dg*  ox* Dj=
ds o= ds (50)
Z rovnic (47) plochy */T vychézi se zi'etelem k (48) pfimo
o*xt  dft gt o*xt
e ds T ds e

Odtud pro metricky tensor *a,, plochy */7 dostdvime (srovnej se vaorei (38)):
. ‘
df df gi
* —
O —Z (ds T ds)(ds T ds)
dft o '
*a,p = *agy = Z ( ! ) * . ' (51)

*ag9 =Z g'q* .
i=1 J

Tyto vzorce se zjednodusi vlivem naii specidlni volby parametri na plose 11.

Vektor lezici v te¢né roving plochy /7 je na plose /7 uréen kontravariantnimi
slozkamivt (A =1, 2)av prostoru E; slozkami v (i = 1, 2, 8), jejichZ vzéjemnd
souvislost je dana rovnicemi

. Ot
V= ‘W v, (52)
Pro teény vektor para,metrlcké kiivky &' = konst. plochy IT miZeme psat
v souhlase s oznadenim zavedenym v rovnici (43) -
1 oxt C
Vem V=T
Z rovnic (52) pak vychaz1 na plodé IT pro kontravanantm slozky te¢ného
vektoru kfivek sdruZenych s kfivkou C :

71 =Y, 72 =1. ! (53)
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Pak se rovnice (49) zjednodusi na tvar

oxi s
gi= e (54)

Pro absolutni derivaci vektoru j* dostavame [za téchto podminek (53)]
Dj*  dj? Al . der Al de
T e E
Podél kiivky C, kde absolutni derivaci potitdme, je pak vlivem (44)
' -1
ds |2
Na zakladé rovnic (50) to znamené, Ze v bodech kfivky C mame
dgt  oxt { zx}
ds ok« |21 -
Se zretelem k této rovniei a k rovnicim (46) a (54) dostdvame ze vzorca (51) )
*ay, = ay + 2AM 12 [{211} M+ { 221} N],

* %y .

@1y = ¥ag;, = aj; + N,
*,

Qgy = Qg ,

(55)

kde jsme pro struénost polozili

= faf ronfi). 3 o fif o)

Elementy Aaps {;\} plochy /1 jsou zde potitény v pFisludnych bodech kfiv-
ky C. Metricky tensor *a u Plochy */7 je tedy v rovnieich (55) vyjadfen pomoci
elementd plochy /7 poditanyech v téch bodeeh, v nichZz p¥isluné povriky
plochy */7 protma]l kiivku C. Chei-li tedy *a,, uréit v bodd *E =8, ¥, =1t
plochy *[I, pisu ve vzoreich (55) elementy a, a {%,} plochy [T vypoé1tane
v bodé & = s, £2 = 0. Stejny vyznam maji elementy plochy /7 a jejich derivace
podle & = s i v dalsieh vzoreich.

Zbyva, ]este uréit symboly *{»} plochy */I v bodech krlvky C, podel niz
paralelni pfenos sledujeme. Derivovinim vzored (55) podle *.51 =8 =8

dostdvame o*a oa
11 11
*E, 3§+2t8§1+t26§1[! }M+{ } ]

c*a,, 004,

__+ta

oxer  oft &’
0*agy _ Oftgy
o*&t - o&! .

Podobné derivovanim *a,, podle *£ =t vychazi

0*a;, 1 2
it =2 el a])
0*ayy 0%a,,

o*E? :N’V xR =0.

656



Pro dalgi vypolet je dulezité si vS8imnout, Ze z prvni rovnice (24) vychdzi
pro plochu 17 oa ]
11:2{ }a,u:2M.

o&2 12 ,
Proto v bodech kiivky C, tj. bv bodech *£* =g, *£2 =¢ = 0, jest
3*(1/11 _ 6(1,11 . A
e e %0

Po jednoduchém uréeni kontravariantnich slovek *a# metrického tensoru
plochy *IT vychazi ze vzorci (22) pro plochu */7

*(1 1 0*a,,  *ay, 0*a,,] -
{11} = ﬁ[*““a*—gl — 2*0123*_51 + *a”ETP] )

kde

V bodech kiivky € méme po dosazeni *£! = s, *£2 = ¢ = 0 do vzorci (55) a je-
jich derivaci s pouZitim rovnice (56)

*(1 1 oay, 0y, o0,
' {ll} = _2a [a22 ——aEl —_— 2a12 351 + a12 652] ’
kde jsme zase polozili

@ — 11, A2

Qa1 Aag

. *
Plati tedy v bodech kiivky C rovnice {111} = {111} .

Podobné lze rovnost Christoffelovych symbold ploch I7 a *I/I v bodech
ktivky C dokazat i pro ostatni { /11;‘} s vyjimkou p¥ipadi { 222} { } kde tato
rovnost nastat nemusi. Plati tedy:

Véta 7 (pomocnd ). Pii vijSe zvolené soustavé parametri platt pro Christoffelovy
symboly plock [T a *II v bodech kfivky C rovnice

Al ¥4 '
{ﬂl} - {ﬂl}’ (he=12).

Christoffelovy symboly z véty 7 jsou praveé ty, které vystupuji v rovnicich
paralelniho ptfenosu podél kiivky C p¥i nadi volbé soustavy parametrii. Na
plode IT vychazi pro kfivku C' dé' =ds, dé* = 0 a tedy dosazenim toho do
rovnic (33) dostavame pro paralelismus vektori v? podel kiivky C na plose /[T
podminku :

Dot = dv‘—}-{z}vﬂds:O. . (57)

ul

Podobné na plose *H dostédvame pro paralelni posun vektora *v* podél kiivky C
podminku

*
*D *ph = d*pt 4 {;1} *prds =0 . (58)
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Ale pro vyjadfeni téhoZ vektoru na obou plochach IT a *IT dosté,vé.me z rovnic
(52) a jim obdobnych na ploge */7 vztahy

o0& O*ER
Pri nasi volbé parametri je na kiivee C' v dtsledku rovnic (47), (46) a (54)
o*xt oxt

S = oE tudiz pro kazdy vektor je zde také v*= *v*. Protoze v di-

*
sledku véty 7 plati podél kiivky C i rovnice {:1}: {:1} , jsou rovnice (57)

a (58) toto¥né. To znamens, Ze paralelni posun téhoZ vektoru podél k¥ivky C
dava na obou plochach /7 a */T téz vysledek. MuZeme tedy ¥ici:

Véta 8. Paralelni pfenos vektoru na plode podél kfivky C (kterd nent asympto-
tickd) je shodny s paralelnim pienosem téhoZ vektoru na rozvinutelné plode, kterd
se dané plochy dotykd v bodech kfivky C.

Odtud je uZ patrné zndmd Levi-Civitova interpretace paralelismu na kiivych
plochach. Chei-li vektor v* paraleln& pfenést na ploSe /7 podél kiivky C' z bodu P

do bodu @, sestrojim nejdiiv rozvinutelnou plochu */7, kters se plochy I7
dotyké v bodech kiivky C. Tuto rozvinutelnou plochu rozvinu pak do roviny.
Body P, @ ptijdou p¥itom v roviné do bodi P,, @,, vektor »* prejde do tsed-

ky v v bod$ P,; v bodé @, sestrojim tsetku v rovnobéznou s v, stejné dlouhou

a stejné orientovanou; tu pak navinu zpét na plochu */7 a tedy i na plochu /7
jako vektor v* sestrojeny v bodé . Vektor v* tak sestrojeny je vysledkem
paralelniho pfenosu vektoru v* z bodu P do bodu Q.

Zachovame-li pfi tomto postupu body P, @ i vektor v* na plo8e IT a zméni-

2w/

me-li k¥ivku C, po niZ vektor pienasime, zméni se i plocha */7 a oviem i celé
jejt rozvinuti do roviny. Vysledek pfenosu vektoru v»* do bodu @ je na tom

samoz¥ejms také zavisly. Ctenat se o tom snadno presvédéi na ptikladé plochy
kulové, kde danymi body P, @ prochdzi nekoneéné mnoho kruznic; podle
kaz?dé té kruznice dotyka se dané koule /7 rotaéni kuzel */7 a jeho rozvinuti
je velmi nazorné. Proto poskytuje pro paralelni pfenos dobré priklady.
Hloubka mySlenky T. Levi-Civity ~pfi zavedeni paralelismu na k¥ivych

ttvarech spoéiva v tom, Ze vhodnou definici paralelismu se mu podafilo docilit
toho, Ze geodetické knvky jsou prl tom autoparalelni (viz v&tu 3), takZe jsou
nejen Garami ,,ne]kra,tél délky“ ale i darami ,stejného sméru“. Vhodnou
definici paralelismu stadvaji se tedy geodetické kiivky dokonalou analogii
piimek z prostoru euklidovského.

- Dotykaji-li se dvé plochy /T,, II, navzijem podél kiivky C, maji v bodech
této krivky spoleéné teéné roviny a tedy i spoleénou rozvinutelnou plochu */71
dotykajici se kazdé z nich podél kiivky C. Z véty 8 plyne:

Véta 9. Dotykaji-li se dvé plochy podél kfivky C, pak pa,mlelm pfenos podél
kfivky C je na obou plochdch stejny.
" Této véty se obvykle v literatuie uiiva k odvozeni véty 8.
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VYHODNE RESENI ALGEBRAICKYCH ROVNIC"
3.AZ 5 STUPNE (S REALNYMI KOEFICIENTY)

JOSEF SCHMIDTMAYER

Katedra matematiky a deskriptivnt geometrie elektrotechnické fakulty CVUT,
Praha

Je vyloZena jednoduché graficko-numerickd metoda, vedouci rychle k vysledkiim
znadné presnosti. Jeji vyhodou je, e neni vdzdna na Zddnd pomocnd vysetfovani a rtizné
pfedpoklady (jako je napi. stabilita ¢i nestabilita rovnice, podet redlnych koienti, odhad
absolutnich hodnot kofenti apod.).

1. Uvod

V technické literatuie nejrizngjsich obort se ¢asto setkdvdme s rozmanitymi Gpravami
numerickych a grafickych postupt pro Fefeni algebraickych rovnic (s redlnymi koeficienty)
stupfit vysich neZ 2. To nasvédduje, Ze nutnost feSeni téchto rovnic je v technickych
véddch jednim ze zédkladnich ndroku na matematiku. I kdy#% je to z hlediska matematiky
nérok celkem elementdrni, jeho vyznam z hlediska vyuZitf matematiky v technickych
védéch a v praxi s dasem spiSe roste.

Odmyslime-li si moZnost vyskytu nelinedrnich algebraickych rovnic jiZz p¥i FeSeni
v 8obé uzavi'enych jednoduchych uloh, napi. ze stereometrie, nevyhneme se jim v Zédném
piipadé — jakoZto diléimu problému — pii vySetiovéni charakteristickyeb velidin mecha-
nickych [5] &i elektrickych soustav [3], [6], pii vySetfovéni stabilitnich problému [5].
Zejména, v teorii servomechanismt [10], [14], pokud jde o elektrotechniku, a v souvislosti
s dynamickymi jevy ovlivnénymi pfedevsim aeroelastlcltou, — abychom jmenovali
alespoti dva obory, jejichZ vyznam den ode dne roste — je reseni algebraickych rovnic
i velmi vysokych stupht zcela samoziejmou nutnosti.

V praxi nelze se spokojit zji§ténim, %e jisty problém mé4 FeSeni (i kdy% takové vySetieni
nesmi byt opomijeno), ani zaji§ténim néjaké metody pro Feieni. Je nutno hledat metodu
co nejhospodérndjii, nejrychlejsi, ale bez tlevy na po¥adavku pFesnosti.

Takovymi hledisky je motivovén tento ¢ldnek. Historické podklady a zhodnoceni
budou shrnuty v zdvéru. V8imame si zde jen rovnic 3., 4. a 5. stupné proto, ¥e se v praxi
nejéastdji vyskytuji. Metodika FeSeni rovnic vySSich stuprit je odli¥nd (tj. musf byt
odlidné, mé-li byt hospodérné); vrétime se k nf jindy.

Predpokladem tspééného pouZiti popsané metody je vykonny poéftaci stroj. P¥i FeSeni
numerickych piiklada bylo pouZito elektrického poéitactho stroje Mercedes R* 38 SM.

659



		webmaster@dml.cz
	2012-08-24T17:42:25+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




