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VÝHODNÉ Ř E Š E N Í A L G E B R A I C K Ý C H ROVNIC 
3. AŽ 5. S T U P N Ě (S R E Á L N Ý M I K O E F I C I E N T Y ) 

J O S E F SCHMIDTMAYEB, 

Katedra matematiky a deskriptivní geometrie elektrotechnické fakulty ČVUT, 
P r a h a 

J e vy ložena j e d n o d u c h á graficko-numerická m e t o d a , vedoucí rychle k výs ledkům 
značné přesnosti. Je j í v ý h o d o u je, že není vázána n a žádná p o m o c n á vyšetřování a různé 
p ř e d p o k l a d y (jako j e např. s tab i l i ta či n e s t a b i l i t a rovnice, počet reá lných kořenů, o d h a d 
abso lutních h o d n o t kořenů a p o d . ) . 

l.Uvod 

V techn ické l i teratuře ne jrůzně jších oborů se čas to se tkáváme s r o z m a n i t ý m i ú p r a v a m i 
numer ických a grafických p o s t u p ů p r o řešení a lgebraických rovnic (s reálnými koeficienty) 
s t u p ň ů vyšších než 2. T o nasvědčuje, že n u t n o s t řešení t ě c h t o rovnic j e v techn ických 
vědách j e d n í m ze základn ích nároků n a m a t e m a t i k u . I když j e t o z hlediska m a t e m a t i k y 
nárok celkem elementární, j eho v ý z n a m z hlediska využ i t í m a t e m a t i k y v techn ických 
vědách a v p r a x i s časem sp íše roste. 

Odmys l íme- l i si m o ž n o s t v ý s k y t u nelineárních a lgebraických rovnic již př i řešení 
v sobě uzavřených jednoduchých úloh, např. ze stereometr ie, nevyhneme se j i m v ž á d n é m 
případě — j a k o ž t o d í lčímu p r o b l é m u — p ř i vyšetřování charakter ist ických veličin mecha­
n ických [5] či elektrických s o u s t a v [3], [6], p ř i vyšetřování s tabi l i tních prob lémů [5]. 
Ze jména v teori i servomechan ismů [10], [14], p o k u d j d e o e lektrotechn iku, a v souvislosti 
s dynam ickými j e v y ov l ivněnými předevš ím aeroelast ic i tou, — a b y c h o m j m e n o v a l i 
a lespoň d v a obory, je jichž v ý z n a m d e n ode dne roste — j e řešení a lgebraických rovnic 
i ve lmi vysokých s t u p ň ů zce la s a m o z ř e j m o u n u t n o s t í . 

V p r a x i ne lze se spokoj i t zjištěním, že j i s tý prob lém m á řešení (i když t a k o v é vyšetření 
nesm í b ý t opomíjeno) , a n i za j i š těním n ě j a k é m e t o d y p r o řešení. J e n u t n o h ledat m e t o d u 
co ne jhospodárně jší, nejrychlejší, a le bez ú levy n a p o ž a d a v k u přesnosti. 

Takovým i h ledisky j e m o t i v o v á n t e n t o článek. H istor ické p o d k l a d y a zhodnocení 
budou shrnuty v závěru. Vš ímáme si zde jen rovnic 3., 4. a 5. s tupně p r o t o , že se v p r a x i 
ne jčastě j i vysky tuj í . M e t o d i k a řešení rovnic vyšších s t u p ň ů j e od lišná ( t j . musí %ýt 
od lišná, má-l i b ý t hospodárná); vrát íme se k ní j indy. 

Předpok ladem úspěšného použi t í p o p s a n é m e t o d y j e výkonný počí tací stroj . P ř i řešení 
numerických příkladů by lo použ i to elektrického poč í tac ího s troje Mercedes R 38 SM. 
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2. Rovnice třetího stupně 
Pro lepší p ř e h l e d n o s t a snazší použi t í p ř i p r a k t i c k é m v y p o č t u b u d e m e formulovat 

získané p o z n a t k y ve v ě t á c h s p o d r o b n ě p rovedenými d ů k a z y . 
Věta 1. J e d á n a algebraická rovnice 3. s t u p n ě 

x3 + d2x
2 + dxx + d0 = 0 , 

k d e d2, dl9 d0 =f= 0 jsou r e á l n á čísla. 

Tř i k o ř e n y xk rovnice (1) jsou: 

xk = yk~ ° 'Šd2 , k = 1, 2, 3 

P ř i t o m u! je r e á l n y kořen rovnice 

y3 + hxy + h0 = 0 , 
k d e 

hx = dx - 0 , 3 d | , 

K = do - 0,3d!d2 + 0,07-idij ; 

yx se určí graf icko-numerickým zpřesňováním. 

Čísla y2, yz jsou k o ř e n y k v a d r a t i c k é rovnice 

У2 + PiУ + Po = 
i e 

= o , 

Pi = Уi> 

Po = hi + УІ = ~ 
K 
Уi 

D ů k a z . 

R o v n i c i (1) převed m z n á m o u subst i tucí 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

У -
đt 

n a t v a r 

k d 
y3 + hlV + h0 = 0 , 

K = d1- \d\ , 
^ o = ^o - Í d A + T7dl 

(7) 

(8) 

(0) 

T í m d o s t á v á m e v las tně v z t a h y (2) až (4). Rozdí l je jen v t o m , že koef icienty ve (2) až (4) 
jsou v y j á d ř e n y d e s e t i n n ý m i čísly — p r o lepší použi te lnost př i prác i n a poč í tac ím stro ji. 

Píšeme-li rovnici (8) ve t v a r u 
yz= - K y - h 0 , ( io) 

lze jeden její r e á l n ý k o ř e n urč i t (přibližně) graficky jako úsečku průseč íku d v o u čar: 
grafu funkce y

3 (kubická parabola) a grafu funkce —hxy — h 0 (př ímka) . J e d e n r e á l n ý 
průseč ík existu je vždy. Z rovnice (10) vyplývá, že se v ý h o d n ě u p l a t n í jednou p r o v ž d y 
p ř e s n ě n a k r e s l e n ý graf funkce y3. Vkres lením př ímky, jež je grafem funkce —hxy — h 0 , 
urč íme p o t ř e b n ý průsečík a jeho úsečku p a k graf icko-numericky z p ř e s n í m e (viz př ík lad) . 

Je-l i yx jedním k o ř e n e m rovnice (8), lze její levou s t r a n u p s á t jako součin l i n e á r n í h o 
k o ř e n o v é h o činitele y — yx a k v a d r a t i c k é h o tro jčlenu, tj. mus í p l a t i t 

У3 + Ъxy +h0= (y2 + ViУ + Po)(У - Уi) = 0 , ( П ) 
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o d k u d 
Pi—Vi = ° » 

Po - P1Ž/1 = ^1 ' 

-Ptfi = ho > 

Vi = 2/i , 

ŕ>o = hi + Уi= -
Ih 

což j sou vzorce (6). Zbývající k o ř e n y u2,3 j sou podle (11) ř e š e n í m rovnice g2 + p x g + p0 — 
— 0, tj. rovnice (5). T í m je v ě t a d o k á z á n a . 

Příklad 1. 
Heši t rovnici 

x3 - 10,29a;'- + 33,188a - 25,2444 = 0 . («) 

3000 
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5 
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',;;!; 
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Obr. I. Graf funkce .rJ (nezávisle proměnná ani funkce není u stupnic označena) v intervalu 
i); 3> (křivka. / a horní čísla stupnic) a v intervalu (0; 17N (křivka // a dolní čísla stupnic). 
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Z d e je 

P o d l e (4) je dá le 

R o v n i c e (3) zní: 

n e b o 

= - 1 0 , 2 9 ; di-33,188; d0 = - 2 5 , 2 4 4 4 . 

hx = - 2,106 347 ; h0 = 7,882 161 . 

G(y) = g3 - 2,106 347H -|- 7,882 161 = . 0 

7,882 161 . 

(ß) 

Tab. 1. 

y3 = 2A06 347y - 7,882 161 . (y) 

J e d e n k o ř e n této rovnice u r č í m e graficky (obr . 1) j a k o úsečku průsečíku A p a r a b o l y L_ 
(graf funkce n a levé s t r a n ě (y)) s č á r k o v a n o u p ř í m k o u (graf funkce n a p r a v é s t r a n ě (y)). 

Obr. 1 obsahuje graf funkce y3 j e d n a k pro 0 5_ \y\ __ 3 (kř ivka I), j e d n a k p r o 0 __ \y\ __ 
__ 17 (kř ivka LL), a to pro y __ 0 i p r o y __ 0. S tupnice ne j sou ú m y s l n ě p o j m e n o v á n y , neboť 

označení se m ů ž e m ě n i t . Graf lze čís t ze d v o u s t r a n . 
K o n s t r u k c e p ř í m e k je n a z n a č e n a tečkovanými př ím­
k a m i udávaj íc ími směr. 

Z grafu je zřejmé, že p r v n í přib l ížení k o ř e n e yx je 
yx = —2,340, p r a v d ě p o d o b n ě méně.*) Zpřesnění pro­
v e d e m e graf icko-numericky, a to z o b r a z e n í m prů­
b ě h u res iduí G(y1), viz tab. 1. 

N e j p r v e s t a n o v m e G( — 2,340) a n a p ř . G(— 2,335), 
tj. p ro g! o n ě c o m e n š í . R e s i d u a mají r ů z n á z n a m é n ­
ka, k o ř e n tedy leží mezi o b ě m a d o s a v a d n í m i o d h a d y 
p r o yt. Z k u s m e p r o t o ješ tě urč i t G( — 2,339). Vynese-
me-li n y n í p r ů b ě h res iduí v závis losti n a dvojcifor­

n ý c h k o n c o v k á c h udáva j íc ích se t iny a tisíciny o d h a d ů p r o yx (viz obr. 2), d o s t a n e m e in ter­
polací (zde p r a k t i c k y l ineární) přesnější od­
hady! — —2,33987. Přís lušné r e s i d u u m je již 
tak ma lé, že m ů ž e m e zpřesňování u k o n č i t . 

J e tedy yx __ - 2 , 3 3 9 8 7 . 

Pod le (()) d o s t á v á m e : 

/>, - 2 , 3 3 9 8 7 , 

7,88216 

У\ G(Уl) 

2,340 
2,335 
2,339 

-2,33987 

-0,00189 
+ 0,06953 
+ 0,01243 
-0,00002 

Po 
2,33987 

R o v n i c e (5) pro y2 3 je l e d y 

3,36863 

!Г ,33987// i 3,36863 0 Stanovení přibližné hodnoty 
y1 = - 2,33987. 

OdkiM ?/2,3 L, 16993 

1,16993 

1,16993 
P o d l e (2) jsou k o n e č n ě 

xx -__ — 2,33987 

! 1,16993 

+ yiT36875 - 3^30863 

+ y^,oooi¥ 
+ jy_u)ooT2. 

2,3 

3,43 = 1,09013 , 

jy_í,00012 + 3,43 4,59993 ± jy2 ,00012 . 

*) Znak yx vyjadřuje, že jde o první kořen rovnice (y). Pro jednoduchost nebudeme označovat 
jednotlivá přiblížení pořadovými indexy. Nebudeme teké všude užívat znaku __ pro přibližnou 
rovnost. 
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Z a o k r o u h l e n í m n a d v ě d e s e t i n n á m í s t a — jež se z p r a k t i c k é h o h l e d i s k a s a m o nabíz í — 
d o s t á v á m e : iv— 

xx = 1,09 ; x2,z = 4,60 ± j |T2 . (d) 

D o s a z e n í m d o p ů v o d n í rovnice (a) se přesvědčíme, že výs ledky (ó) jsou p r á v ě je j ími přes­
n ý m i k o ř e n y . 

3. Rovnice čtvrtého stupně 

Věta 2. J e d á n a a lgebra ická rovnice 4. s t u p n ě 

x* + bzx
z + b2x

2 + bxx + b0 = 0 . (12) 

k d e b3, b2, bl9 b0, =f= 0 j sou r e á l n á čísla. Čtyř i k o ř e n y rovnice (12) jsou: 

xk = yk - 0,25b3 , k = 1, 2, 3, 4 . (13) 

P ř i t o m uA j sou k o ř e n y d v o u k v a d r a t i c k ý c h rovnic 

V2 +HiŽ/ + I>o = 0 , (14) 
2/- + g r l 2 / + g 0 = 0 . (15) 

O koeficientech rovnic (14) a (15) p la t í : 

(16) 

(17) 

(18) 

p ř i č e m ž 

c 2 = 6 2 - 0,3756§, 

(19) 

(20) 

Číslo vx j e největš í k o ř e n rovnice 
v3 + hjv + h0 =-. 0 , (21) 

k d e 
hx = — 4c 0 — 0,3e* , 

л - j [<«. + :-*>-£] 

*o - [(ca + -{) + ^ ] 

Зi = - Pi > 

c 2 = b2 - 0,375b| , 

C, = b! - 0,5b2b3 + 0,125b |, 

c 0 = & 0 - 0 , 2 5 ^ + 0,0625b2b§ - 0,( 

Hî = vx 
- 0,6c2 . 

Jz • 

h0 = - c\ + 2,6c0c2 - 0,074c | . 

K o ř e n vx se určí graf icko-numericky. 

D ů k a z . 

Rovnic i (12) p ř e v e d e m e z n á m o u subs t i tuc í 

4 

n a t v a r bez t ř e t í m o c n i n y n e z n á m é , t j . 

k d e 

(22) 

bъ 

x = y f (23) 

2/4 + c22/2 + ЧУ + co = 0 , (24) 

c2 = 62 - f ò | , 

Ci = 61 — ЏФs + i&s, (25) 

c0 = *>o - ìhb3 + r\Ь2Ь* -. г | ç 6 * . 
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Z lineárních k o ř e n o v ý c h činite lů rovnice (24) lze v ž d y v y t v o ř i t dvě dvojice tak, že souč in 
činitelů v k a ž d é dvojici je reá lny k v a d r a t i c k y t rojčlen, t a k ž e lze p s á t 

Ž/4 + c2Ž/2 + cxy + c0 = (u2 + Ply + pe)(y2 + qxy + q9) = 0 .• (26) 
O d t u d 

Pí + ?i = 0 , í i = - Pí , (27) 

Ho + 0e + P i í i = c, , Po = ^ I (c2 + Hi2) _ — , (28) 

Po?i + Pifc = cx , o0 = - I (c2 + pf) + — , (29) 

Po<7o = c 0 , c0 = - (c2 + V \ y - - ^ . (30) 

V z t a h y (27), (28), (29) a vzorce (25) a (23) odpovídaj í p o s t u p n ě v z t a h ů m (18), (16), (17), 
(19), (13) z v ě t y 2; j en ve (13) a (19) j sou koeficienty v y j á d ř e n y d e s e t i n n ý m i čísly. 

Označíme-li ve v z t a h u (30) 
V\ = z9 (31) 

lze jej p ř e p s a t ve t v a r u 
z(c2 + z)2 = 4c0z + c\ . (32) 

Lze u k á z a t , že př i cx + 0, t j . není-li rovnice (24) b i k v a d r a t i c k á , m á rovnice (32) v ž d y 
alespoň j e d e n k l a d n ý k o ř e n z19 t a k ž e lze určit**) 

0 < Ví = y«i • 

P a k maj í smys l v z t a h y (2?) až (29) a k o ř e n y yk v y p o č t e m e podle (26) z rovnic 

y2 + V\y + Ho = o , 

y2 + qiy + % = o , 

což j s o u rovnice (14), (15) z v ě t y 2. 

**) Skutečnost že rovnice 
z(c2 + z)2 == C l » + 4c0z (32) 

má vždy alespoň jeden k l a d n y kořen z± (při cx + 0), ukážeme takto : Hledejme kořeny rovnice 
(32) jako úsečky průsečíků dvou čar: grafů funkcí 

f(z) = z(c2 + z)2 a g(z) = Cj- + 4c0z . 

Graf funkce g(z) je přímka, jejíž úsek na ose pořadnic je vždy kladny (cx
2 > 0, pokud cx =̂ 0) 

Graf funkce f(z) je parabola 3. stupně, probíhající bud jako v obr. 3a (při c2 < 0) nebo jako 
v obr. 3b (při c2 > 0). Podklady pro toto tvrzení jsou: 

f'(z) = 3z2 + 4c2z + c2
2 má nulové body zts = ± , z l s = - c2, 

2 
/ (z) -= 6z + 4c2 má nulový bod zi = — c2 , 
H « ) = 6 . 

Body zls, z 2 s jsou stacionárními body funkce f(z). Protože pro c2 > 0 
f"(zls) < 0, nastává v z l s ostré lokální maximum, 
f" (z2s) > u ' nastává v z 2 s ostré lokální minimum, 
f"(zi ) > 0, nastává v zi inflexe, při čemž průběh konkávní přechází v zi v průběh konvexní 

(obr. 3b). 
Podobně pro c2 < 0. V každém případě však platí: přímka, jež je grafem funkce g(z)9 protne graf 
funkce f(z) při cx ={- 0 vždy alespoň v jednom bodě, majícím kladnou souřadnici z. Rovnice (32) 
tedy má vždy alespoň jeden kladny kořen. Má-li víc kladných kořenů, bereme největší z nich. 
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Z b ý v á ješ tě vysvět l i t určení ne jvě t š ího k o ř e n e rovnice (32). N e b u d e m e jej v y š e t ř o v a t 
p ř í m o , ale opět pomocí r e d u k c e rovnice (32) n a t v a r neobsahu j íc í d r u h o u m o c n i n u ne­
z n á m é . R o v n i c i (32) lze p s á t i ve t v a r u 

z3 + d2z
2 + dtz + de = 0 , (33) 

k d e 

dt = 2c 2 , 

dl = c 2 — 4C0 , 

d0 = -c\ . 
(34) 

f(г) \fШ 

•ч 
2 

C1 
— — < \ 

ł N < \̂  \ \ 
\Л 

X^ / 
\ \ / 
• \ \ / 

\ X ч / 

oj 2 гs 5 г1s 

^ІZJ f(z) 

\ ł 

a) I b) 
Obr. 3. Schematické průběhy funkcí f(z) = z(c2 + z)* a <7(z) = cL* + 4c0z pro a) c2 < 0, b) c2 > 0. 

* - Z 

Subst i tuc í 

se změní (33) v гovnici 

k d e [viz (4) a (34)] 

v3 + hľv + h0 = 0 , 

hг = dx -

h0 = d0 -

- Џ\ = - 4co - ł c І 
- џл + Л f̂ = - cî + ico 

(35) 

(36) 

,- ,- _ 2 r 2 . 

vyjádříme-li koeficienty v pos ledních v z t a z í c h d e s e t i n n ý m i čísly, d o s t a n e m e p r á v ě vzor­
ce (22). 

P o určení ne jvětš ího k o ř e n e vx rovnice (36) opět graficko-numerickým z p ř e s ň o v á n í m — 
viz dř íve — d o s t a n e m e [viz (35) a (34)] p o t ř e b n é zx = vx — d2/3 = vx— 0,6c2 a podle (31) 
konečně pY = yzx = yvx — 0,6c2. T í m j s m e ověřili i sp rávnost vzorců (20) až (22) z v ě t y 2. 
Celá v ě t a je t e d y d o k á z á n a . 

Příklad 2. 

Ř e š i t rovnici 

Z d e je: 
x4 + 5ж3 + l l я 2 + 12x + 6 = 0 . 

b3 = 5 ; b2 = 11 ; bj = 12 ; b0 = 6 . 

(«) 
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0,8625 ; 

P o d l e (19) a (22) p ř i p r a v í m e koeficien ty 

c 2 - 1,625; cx = 0 , 1 2 5 ; v 

h1 = - 4 , 3 3 0 2 0 1 ; h0 = 3,404022 . 

Nejprve řeš íme rovnici (21), tj. 

G(v) = D3 - 4,330201?; + 3,404022 = 0 
a to ve tvaru 

v3 = 4,330201D — 3,404022 (ү) 

Graf funkce 4,330201v — 3,404022 vykres lený n a obr. 1 p r o t n e graf funkce v3 (pozor n a 
s tupnice!) ne jdá le v bodě B. I př i ce lkem š p a t n é č i te lnos t i (malý úhe l kř ivek, p ř í m k a 
skoro tečnou) odeč teme z h r u b a v1 = V33 a m ů ž e m e se d o m n í v a t — pod le o b r á z k u —, že 
s p r á v n á hodnota k o ř e n e b u d e o něco vě tší. S t a n o v í m e p r o t o res idua G(vx) p r o dvě hod­
no ty n e z n á m é v, a to 1,33 a n a p ř . 1,34. Př í s lušná res idua viz v tab. 2. P r o t o ž e res idua mají 
r ů z n á z n a m é n k a , urč íme ješ tě r e s i d u u m v libovolném b o d ě mezi 1,33 a 1,34, n a p ř . v 1,333. 
P r ů b ě h residuií, opírající se o tři body , v y n e s e m e v obr. 4. Přís lušný ob louk, k terý se 
tentokrát dos t i liší od p ř í m k y , určí novou 
přib l ižnou hodnotu v1 = 1,33254. Odpo- r-
vídající r e s i d u u m je tak ma lé, že lze po­
v a ž o v a t napos led z ískanou hodnotu za do- ! 
s ta tečně vyhovující a p r o x i m a c i . 

QßШ-

Tab. 2. 

1,33 
1,34 
1.333 
1,33254 

G(i\) 

- 0 , 0 0 2 5 1 
f 0,00765 
(-0,00046 
-0,0000067 

m 
"ГľJ !• 

Podle (20) je p a k 

Obr. 4. Stanovení přibližné hodnoty vx 1,33254. 

1,33254 - 0,6 . 1,625 0,249207 . 
p, 0,499205 . 

Z (16), (17), (18) určíme 

p 0 0,5 I 1,625 | 0,249207 [• 
<7o 

f 0,125 
0,5 1,625 0,249207 

0.499205 J 

0,125 

0.49920 

0,12í 

0.49920 

J 0,81 1904 

1,062302 

0,499205 

Z b ý v á rosit rovnice (14) a (15): 

Rovnice (14): y2 I 0,499205// | 0,811904 0 , 

?/i,2 = - 0 , 2 4 9 6 0 2 { ]/ 0,749002 
//. 2 = - 0 , 2 4 9 6 0 2 i j 0,865796 . 
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Rovnice (15): y2 - 0,499205u + 1,062302 = 0 , 
2/M = 0,249602 ± ]/-1,000001 , 
2/3f4 = 0,249602 ± j . 

Podle (13) jsou konečně 

x, 1,2 Уiл - - > 2 5 î ^3,4 = 2/з,4 - - » 2 5 > 

tj. 
xx 2 = -1,499602 ± i 0,865796 , 1 

1,2 m J i ( á ) 

z 3 > 4 = - l , 0 0 0 3 9 8 ± j . J 
Pro porovnání přesnosti výpočtu: přesné hodnoty kořenů jsou 

*i.i = - 1.5 ± 3 ",5l/3"; a? = - 1 ± j . 

Chyba v. reaálných a imaginárních částech přibližných hodnot kořenů je menší jež 
± 5 . 10~4, což je u čísel řádu 10° vyhovující přesnost. 

Protože obvykle nemáme o kořenech rovnice žádné představy, měli bychom se Vždy 
přesvědčit o kvalitě výsledků (d) dosazením do původní rovnice (a). 

4. Rovnice pátého stupně. 
Věta 3. J e dána algebraická rovnice 5. stupně 

x* + aAx
A + a3x

2 + a2x
2 + axx + a0 = 0 , (37) 

kde a4, a3, a2, alf a0 4= 0 jsou reálná čísla. 
Jeden reálný kořen xY určíme přímo postupným graficko-numerickým zpřesňováním. 

Ostatní čtyři kořeny dostaneme řešením rovnice 

x* + b3a;3 + b2x
2 + bxx + b0 = 0 , (38) 

kde ' 

&3 = a4, + Xl » 

b2 = a3 + b3xx , 
b! = a2 + b2x1 , [ (39) 

°o = ai + "í^i = • 
x i 

D ů k a z . 
Algebraická rovnice lichého stupně má vždy alespoň jeden reálný kořen. Určíme jej 

graficko-numerickým zpřesňováním. Známe-li jeden kořen xl9 můžeme psát levou stranu 
rovnice (37) ve tvaru (x — x1)(xA + b3.r

3 + b2íc
2 + bxx + b0). Porovnáním s (37) dostává­

me vztahy (39) určující jednoznačně koeficienty b3 až b0. Zbývající čtyři kořeny jsou pak 
řešením rovnice .r4 + b3.r

3 + b2x
2 + bxx + b0 = 0. Tím je věta dokázána. 

Přiklad 3. 

Hešit rovnici 

F(x) = x* + 3,1a;4 - 22,73a3 - 0,407x2 + 621,526a; + 1266,325 = 0 . (a) 

Zde je . . , . . • • . 
a 4 = 3,1 ; a3 = -22,73 ; a 2 = -0,407 ; ax = 621,526 ; a 0 =-= 1266,325 . 

Rovnice (a) má nejméně jeden reálný kořen. Určíme jej (přibližné) graficko-numericky. 
Ukážeme, jak celkem hrubý postup .vede rychle k cíli. 
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Tab. 3. 

Z rovnice (oc) je především zřejmé, že F(0) > 0. Protože pro všechna x > | > 0, kde f 
je dostatečně velké, je trvale F( — ÍK) < 0, musí mít rovnice (oc) alespoň jeden záporný 
kořen. Určeme tedy namátkou residuum F(—-5) = —198 (viz tab. 3). Hledaný kořen je 
tedy v intervalu (—5; 0). Vypočtěme ještě F(—3) a F( — 4). Zjišťujeme, že kořen je v in­
tervalu ( — 4; —3). Spočítáme tedy ještě F( —3,5) a vyneseme v obr. 5 residua v bodech 
— 4; — 3,5; — 3. Uvědomíme-li si hodnoty residuí v bodech 0 a — 5, vzniká značná pochyb­
nost o tom, jak proložit graf funkce F(x) mezi body —3,5 
a —4. Vypočteme tedy ještě F(— 3,75) — t j . pro střed inter­
valu ( — 3,5; —4) — a sestrojíme oblouk co nejplynuleji probí­
hající získanými čtyřmi body. Hledaný kořen bude jistě v in­
tervalu (-3,75; -3,5) . Podle 
obr. 5 by to mohlo být asi číslo 
— 3,64. Protože však průběh 
křivky mezi vnitřními dvěma 
body je značně problematický, 
určíme ještě residua v bodech 
— 3,7 a —3,6, mezi nimiž — jak 
se zdá — probíhá graf funkce 
téměř přímočaře. Jsme však pří­
jemně překvapeni: F( — 3,7) = 
= 0. Hledaný kořen je 

xx = - 3 , 7 . 

Řešení rovnice (<%) se tedy re­
dukuje podle (38) a (39) na ře­
šení rovnice 

x l F(xг) 

0 + 3 266 

— 5 - 198 

-3 + 19,89 

-4 - 1,97 

-3,5 + 0,5227 

-3,75 - 0.0086 

-3,7 0 

Obr. 5. Hrubá skica prů­
běhu funkce F(x) z př. 3. 

0,6ж3 - 20,51ж2 75,48 ; 342,25 = 0 , (ß) 
kde je 

6з - _o,6 ; b2 = -20,51 ; hľ = 75,48 ; b0 - 342,25 

Na rovnici (/3) aplikujeme postup pro rovnice 4. stupně. 
Podle (19) určíme nejprve koeficienty 

c2 = -20,645 ; cx = +69,300 ; c0 '353,109 . 
Z nich podle (22) 

ь, -1554,50658 ; K -23590, 52679 . 

Největší reálný kořen rovnice (21), tj. rovnice 

G(v) 1554,50658t; - 23590 = 0 , (r) 
stanovíme opět graficko-numericky. První přiblížení získáme graficky na obr. 1. Užijeme 
křivky II, ale tak, že čísla příslušné vodorovné stupnice zdesateronásobíme (odpovídající 
spodní čísla svislé stupnice se zvětší tisíckrát); v obrázku tato změna není vyznačena. 
Průsečík G paraboly II s grafem funkce 1554,50658^ + 23590,52579 dává přibližnou 
hodnotu kořenu 45. Protože 6r(45) < 0 (viz tab. 4), leží kořen vpravo od 45. Spočtěme 
proto C(46) > 0. Kořen leží v intervalu (45; 46). Stanovíme ještě 6/(45,5) a vyneseme 
(obr. 6a) residua v bodech 45; 45,5; 46. Grafickou interpolací získáme novou přibližnou 
hodnotu: 45,525. Další postup je zřejmý z tab. 4 a z obr. 6b, 6c. Na vodorovných stup­
nicích jsou psány vždy jen poslední číslice neznámé v. 

Za vyhovující přibližnou hodnotu vezmeme 

vl - 45,526654 . 
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P o d l e (20) je p a k 

V\ = 45,526654 + 0,6+20,645 = 59,289994 , 

px = 7,699999 . 

Zde je zřejmě n a mís tě zaokrouhlení 

V\ = 59,29 ; P l = 7,7 . 

Podle vzorců (16) až (18) je dále 

Si = - 7 , 7 , 

1 Г 69,3 
- - I - 2 0 , 6 4 5 + 59,29 -

2 

l г 
q0 = - - 2 0 , 6 4 5 + 59,29 + — ; 

6 9 , 3 ] 

Tj\ 

= 14,8225 , 

= 23,8225 . 

2000 

Tab. 4. 

v l % i ) 

45,0 
40,0 
45,5 

-2418 «) 

+ 2239 

- 124 

45,525 

45,520 

45,527 

- 7,711
 ь) 

3,050 

+ 1,611 

45,52000 

45.52005 
+ 0,0285

 c
) 

0,0170 

45,520054 + 0,0023 

-20001 

Obr. 6. Pos tupné zpřesňování přibližné hodnoty 
vx - 45,520054. 

Z b ý v á řešit rovnice (3 4) a (15): 

R o v n i c e (14): y2 + 7,7g + 14,8225 = 0 , 

//2,3 = - 3 , 8 5 . 
R o v n i c e (15): yf _ 7,7;y + 23,8225 = 0 , 

2/4,5 = + 3 , 8 5 ± J/9 = + 3 , 8 5 ± 3 j . 

P o d l e v z t a h u (13) je konečně 

^2,3 = - 3 , 8 5 + 0,25 . 0,6 = - 3 , 7 , 

.r4 5 = + 3,85 ± 3 j + 0,25 . 0,6 = 4 ± 3 j . 

669 



Získali jsme celkem t y t o výsledky : Daná rovnice (a) m á kořeny 

xx = x2 = xs= - 3,7 ; a;4>5 = 4 ± 3 j . 

J e ovšem t ř e b a p r o v é s t kontrolu dosazením d ó (a). Zde se t o t ý k á jen kořenů a;4 5 . Ostatní 
bylo z jištěno již dříve. Kontro lu ponecháváme čtenáři. P o k u d však jde o tro jnásobný 
kořen — 3,7, nelze se s t o u t o skutečnost í spoko j it bez dalšího ověření, neboť naše výs ledky 
b y l y z ískány př ib l ižnými m e t o d a m i . Chceme-li m í t i kontro lu násobnost i, užijeme jedno­
duchého kriteria známého z algebry (viz [7], str. 363): má-li rovnice (a) právě tro jnásobný 
kořen - 3 , 7 , musí ještě p l a t i t : F'(-3,7) = F"(-3,7) = 0, Fw(-3,7) =# 0 , (d) 
kde 

F'(x) = 5a;4 + 12,4a;3 - 68,19a;a - 0,814a; + 621,525 , ' 

F"(x) = 20a;3 + 37,2a;2 - 136,38a; - 0,814 , (e) 

F'"(x) = 60a;2 + 74,4a; - 136,38 . 

Dosazením d o (e)-se přesvědčíme, že p o d m í n k y (Ó) jsou vsku tku sp lněny, takže rovnice (<x) 
m á tro jnásobný kořen — 3,7. Graf funkce F(x) m á v t o m t o b o d ě inflexi s tečnou v ose x. 

5. Závěr 

Metod p r o řešení algebraických rovnic vyšších s tupňů by lo již v y p r a c o v á n o nepřehledné 
množs tv í . Z řady k o m p e n d i í o t o m t o prob l ému uvád íme M a t t h i e s s e n o v u práci [9] , 
která již v r. 1878 přinesla t isíc istránkový přehled o oněch me todách. 

D n e s jsou leckde k disposici dos ta tečně přesně pracující stro jové pomůcky (i p r o řešení 
rovnic s komp l exn ími koeficienty). Přes to se zdá, že p o t ř e b a rovnice d o 5. s tupně je tak 
častá, že je n u t n o se s ní v y r o v n á v a t pone jv íce na pracovišt ích, kde je p o ruce ne jvýše 
počítací stroj. P r o t o by lo zpracování popsané v t o m t o článku zaměřeno na o p t i m á l n í 
využi t í grafu a stroje. H lavní zásady, o něž se t o t o zpracování opírá, jsou: 

1. Redukce rovnice 3. st. ná tvar bez kvadratického členu [viz (1) až (3)] a redukce 
rovnice 4. st. na tvar bez členu tře t ího s tupně [viz (12), (23), (24)]. T u t o úpravu p r o v e d l 
u rovnice 3. st. p o p r v é již C a r d a n o ([2], viz také [1], díl I I , str. 504). O b d o b n é odstra­
nění členu (n — 1) s tupně formuloval obecně p o p r v é V i e t a ([12], viz také [1], dí l I I , 
str. 637). 

2. Určení jednoho reálného kořene rovnice lichého s tupně v ž d y graficko-numerickou 
aproximací. Speciálně určení ne jvětšího reálného kořene rovnice 3. s tupně pomocí grafu 
funkce x3. 

3. R o z k l a d levé s trany anulované rovnice 4. s tupně na součin d v o u kvadrat ických 
trojčlenů [viz (26)], a t o vždy p o předchoz í redukci rovnice 4. s tupně n a tvar bez třet í 
m o c n i n y neznámé . Úprava vede na rovnici 3. s t u p n ě [viz (32)]. T e n t o o b r a t se vyskytu je 
p o p r v é u Descartesa ([4], viz také [9], [11], [13]). 

N a důsledně graficko-numerickém určení jednoho kořene rovnice lichého s tupně 
trváme p r o t o , že vede rychleji k výsledku požadované přesnosti než m e t o d y ryze nume­
rické (regula falši, N e w t o n o v a , numerická iterace a pod.) . Poměrně ve lmi přesné určení 
jednoho reálného kořene redukované rovnice dovolu je určit další d v a kořeny rovnice 
3. s tupně z kvadratické rovnice (5), jejíž koeficienty jsou jednoduchými funkcemi 
p r v n í h o kořenu. P r o prak t ické užit í je důlež i tý přesně nakres lený graf funkce a*8 ve vhod­
n é m měří tku resp, v různých měřítkách; urychl í se výpočet . 

Velká pozornost se dnes věnu je rovnic ím 4. s t u p n ě , jež jsou b ě ž n ý m jevem v technic­
kých vědách. V teori i servomechanismů b ý v á v t é t o souvislosti u v á d ě n a jako velmi vhod­
n á m e t o d a , nazývaná P o r t e r o v a [14]. Její h lavn í myš lenka je t a t o : P i š m e rovnici 

a;4 -f- a3a;3 -f a2a;2 -f axx -f a0 = 0 
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vo tvaru 
(x2 + bxx + b0)(x2 + ctx + c0) = 0 . 

Mezi koeficienty afc, k = 0, 1, 2, 3 a bť, c i ? i = 0, 1 platí vztahy 

«3 = bi + c i > (<*) 
a2 = b0 + b^ + c0 , (p) 

«i = &ico + V í > (y) 
a0 = b0c0 . (ó) 

Zvolíme libovolné b^ a z (a) určíme cj1*. Dosazením do (/3) a (y) vypočteme bj^, c{)
1), 

jež pak dosadíme do (ó). Rovnosti (d) velmi pravděpodobně nevyhovíme. Zkusíme proto 
jinou hodnotu b^2) a pokračujeme tak dlouho, až rovnosti (o) vyhovíme uspokojivým 
způsobem. Podle kvality koeficientů ak lze celý postup uspořádat různými způsoby tak, 
aby se výpočet usnadnil. Je zřejmé, že takové řešení není ani příliš rychlé, ani příliš pře­
hledné. 

Myšlenka Porterovy metody se blíží již zmíněnému Descartesovu postupu. Dovedeme-li 
Descartesova úpravu směřující k rovincím (32) až do konce způsobem užitým zde pro 
řešení rovnic 3. stupně, dostáváme způsob popsaný v tomto článku; je rychlý a přitom 
velmi přesný. S uvedenými obraty pak vystačíme i u rovnic 5. stupně. Výhodou popsa­
ného postupu je také, že se nemusíme starat o to, zda je daná rovnice stabilní či nikoli 
(tj. jsou-li reálné části kořenů vesměs záporné či nikoli), jak je tomu např. u Porterovy 
metody i jinde [10]. Také otázka reálnosti a násobnosti kořenů není pro náš postup 
podstatná. Víme, že u některých metod, např. L o b a č e v s k é h o (Graeffe-Enckeovy, 
[8]) násobnost či imaginárnost kořenů ovlivňuje konkrétní postup. Jestliže ovšem nume­
rické výsledky vedpu k závěru, že daná rovnice má (asi) vícenásobné kořeny, je třeba 
tuto věc ověřit příslušným kriteriem (viz př. 3). 

Popsaná metoda se zdá pro praxi vhodnou. 
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