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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROCENIK XVII— CisLO 3

TENDENCE K JEDNOTE V MATEMATICE*)

CHARLES EHRESMANN, Pafriz

A&koliv matematické vysledky se obvykle povazuji za pravdy, které nepodléhaji
prom&nam, matematika neni pevnym souborem vét & snad pon&kud se rozriistajicim
souborem vét, které jsou vychodiskem pro vice ¢i méné slozita cvifeni i pro &etné
aplikace v jinych védach, ale je doopravdy Zivou védou, ktera dnes je v obdobi
prudkého vyvoje. Dnesni doba je dobou rychlého rozriistini se matematiky, tfebaze
muZeme rozpoznat i vyznamné tendence k jednoté.

Jde o tyz vyvoj, ktery vede k nové literatufe, v niZ roman nemusi mit zapletku,
k abstraktni hudb€, komponované n€kdy samofinnym podéitaem, k abstraktnimu
sochafstvi a malifstvi, které se nesnaZzi zobrazit realné objekty obvyklym zpisobem.
A tentyZ vyvoj k abstrakci vede k jistému druhu matematiky, ktera je méné€ motivo-
vana mozZnostmi svych aplikaci, ale mnohem vice je zaloZena na hluboké touze
nalézt v kaZzdém problému jeho skutenou podstatu, odhalit onu obecnou strukturu,
na niz tento problém zavisi. To nepfekvapuje, nebot matematika je s uménim znacné
sptiznéna; matematicka teorie musi byt nejen pfesnd, ale niusi také uspokojovat
na$i mysl svou jednoduchosti, harmonii i krasou — a krdsna teorie je stejné tak in-
spirovanym vytvorem jako né&jaké umélecké dilo.

Pro matematiky ,,platénského ducha“ je jejich prace motivovana tim, Ze se v dané
situaci snaZi nalézt jeji pravou strukturu a Ze studuji takovouto abstraktni strukturu
samu o sob&. Pro matematika zamé&feného vice prakticky je cilem jeho usili vyfeSeni
néjakého pfedem vybraného problému, jenZ vznikl v ¢isté nebo aplikované matemati-
ce, a to jakymikoliv prostfedky, které ma k dispozici, pfiemZ se co moZno nejdale
vyhyba zavadéni novych obecnych pojmi. Ale vSichni matematici se shoduji v tom,
Ze hodnota né&jaké matematické prace se nejlépe prokaze jeji podnétnosti pro nova
vySetfovani, a Ze hlavni oblasti aplikaci matematiky je matematika samotna.

AZ donedavna mnozi filosofové, mezi nimi i BERGSON, hovofili o matematice jako
o véde, ktera se zabyva jen Cisly a veli€inami obyCejného prostoru, ale toto pojeti
nenf jiz zcela adekvatni a odpovidé vice ¢ méné matematice starych Reki.

*) Pfednaska na slavnostni velefi usporddané katedrou matematiky kansaské university
v Lawrence dne 25. dubna 1966. Publikovdno v Cahiers de topologie et géométrie différentielle,
v, 1—17 (1966).
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Pro Reky byla matematika aritmetikou, tj. védou o p¥irozenych &islech, a geometrii,
tj. zkoumanim figur a pomérii geometrickych veli€éin v obyéejném prostoru. Jejich
geometrie byla fakticky axiomatickou teorif, domnivali se vSak, Ze axiémy jsou dany
»evidenci“ a ve skuteCnosti implicitné uZzivali vice axiémi, neZ explicitn€ uvadéli.
Miizeme byt pfekvapeni tim, Ze Rekové nikdy nezavedli pojem redlného &isla, ackoliv
EupoxovaA teorie pomért veliin se podstatné€ neliSila od definice realného disla,
kterou podal DEDEKIND o vice neZ dvacet stoleti pozdg&ji. Takovato abstrakce spo&i-
vajici v tom, Ze t¥idu difve znamych objektd (v tomto piipad& racionalnich &isel)
povaZujeme za novy objekt, byla viak jejich myslim zcela cizi. Dokonce ani Archi-
médes, ktery objevil nové obory jako statiku a hydrodynamiku a oteviel cestu k teorii
integrovani, se nezabyval mySlenkou na abstraktni definici redlnych ¢isel. Po jeho
smrti nastava obdobi, v némzZ se popudy k badatelské Cinnosti zdaji byt vy&erpany,
a matematika dfimala béhem celého stfedovéku.

Opétovné oZiveni pfiSlo se zavedenim novych druht ¢isel — &isel zdpornych a ima-
ginarnich — italskymi matematiky Sestnactého stoleti a se zavedenim algebraické
symboliky (VIeTe). Rekové sice méli jisty druh geometrické algebry, ale neméli
Zadnou algebraickou symboliku, a proto se jejich prace velmi obtizné &tou.

Novy impuls pfiSel pak od DESCARTA a FERMATA, ktefi sjednotili algebru a geo-
metrii v analytickou geometrii. Problém pfesné definice a vypoctu teny ke kfivce,
ktery byl jiz dfive feSen v n€kterych velmi specialnich p¥ipadech (napf. pro Archimé-
dovu spiralu), mohl byt nyni u¢inné studovan a vedl NEWTONA a LEIBNIZE k objevu
diferencidlniho poctu. Zd4 se, Ze Leibniz tusil mnohé z budouciho vyvoje matematiky.
Nejenze jasné zavedl pojem funkce jako matematického objektu a pfipravil tak cestu
k funkciondlni analyze, ale ve své neuskutenéné teorii univerzalnich charakteristik
snil o odhaleni algebraické struktury viech véci a o zavedeni univerzalniho algoritmu
k jejimu vyjadieni. Stejné tak nebyl spokojen s Descartovou analytickou geometrii,
ktera pouziva libovolné n&jakou soufadnou soustavu, a nejasné pfedvidal pro geo-
metrii jisty vnitini algoritmus; tento jeho sen lze povaZovat za ¢aste€n€ uskuteCnény
v linearni a Grassmannové algebie. Jeho ideje viak nanestésti p¥ili§ pfedb&hly svoji
dobu a Leibniz nemél Zadné pfimé nasledovniky, ktefi by §li vytrvale touto cestou.
Jeho prace v diferencialnim a integralnim poétu byly vSak prece pfijaty, a to véetné
jeho symboliky, a tyto dva obory se staly hlavni oblasti matematiky na dlouhé obdobi.

Dali pokrok pramenil z objevu neeuklidovskych geometrii v 19. stoleti (LOBACEV-
sk, BoLyAI). Vechna stard omezeni matematiky byla nyni prolomena: euklidovska
geometrie nebyla jiz ddle vynucena vnimanim, ale byla lidskym vytvorem zaloZenym
na axiémech; a bylo mozné vymyslit mnohé jiné axiomatické systémy. Kantovo
»a priori‘ nasi koncepce prostoru soucasné€ zastaralo. Jaka byla nyni podstata geo-
metrie? Sjednocujici a zobectiujici pojem pro geometrie té doby byl objeven v pojmu
prostoru s tranzitivni transformacni grupou, pfi¢emz euklidovské geometrii piislusi
grupa euklidovskych pohybii. Tak se geometrie stala teorif invarianti a kovariantt
transformacnich grup. Ve skute€nosti se vSak tato definice vztahuje pouze na geo-
metrie homogennich prostort a jiZz tehdy se objevovaly nové geometrie a pocitovala
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se potieba i jinych zobecn&ni. To vedlo nakonec k definici topologickych prostort,
které tvoii pfirozené prostiedi pro vechny otdzky tykajici se spojitosti, limit a apro-
ximaci a zduraziiuji rovn&z spole¢nou strukturu, kterd je podkladem pro v&tsinu
problému analyzy a geometrie.

V téZze dobé se objevila CANTOROVA teorie mnoZin a stavala se ¢im dale tim vice
sjednocujicim zakladem celé matematiky. Byla to nova abstrakce. Nadale, tika
Cantor, ,,matematika je zcela svobodna ve svém rozvoji a jeji pojmy musi byt pouze
bezesporné a musi byt spojeny s dfive zavedenymi pojmy prostfednictvim piesnych
definic*. Ackoliv kratce nato byly objeveny paradoxy, které ohrozovaly celou teorii
mnoZin, a tedy i celou budovu matematiky, Cantorovo mistrovské dilo otevielo
cestu k modernimu matematickému mysleni.

Svoboda ve tvorb& matematickych teorii vedla od pocatku naseho stoleti k mnozstvi
novych typt struktur, které jsou uvaZovany na mnozinich. Vedle rdznych typh
algebraickych struktur (jako grupy, okruhy, t&lesa, pologrupy, moduly, algebry,
Lieovy algebry atd.) existuji struktury teorie miry a teorie pravdépodobnosti a Cetna
zjemnéni topologickych struktur: uniformni struktury, metrické prostory, topologické
variety, diferencovatelné a analytické variety s nejriiznéj§imi typy infiniteziméalnich
struktur jako Riemannovy struktury a konexe, algebraické variety atd. Spojenim riiz-
nych struktur na téZe mnoZin& se vytvafeji nové struktury jako Lieovy grupy, topo-
logické vektorové prostory, Banachovy prostory, Hilbertovy prostory, normované
algebry atd. Tyto struktury byly vétSinou zavedeny pro potfeby Cisté matematiky,
ale je pfirozené, Ze budou mit stale vice aplikaci v ostatnich oborech, jakmile budou
obecnéji znamy, a Ze podet uzivatelit matematiky bude neustale vzristat.

Po zavedeni vSech t&chto riiznych typt struktur se hluboce pocifovala potteba
sjednoceni; kdyby totiZ po obdobi prudkého rozvoje nep¥isla n&jaka sjednocujici
teorie, mohli by matematikové fatalné sméfovat k uZivani raznych, vzajemné neslu-
itelnych jazyki, podobné jako stavitelé babylonské véZe.

Uvazi-li se podobnost vSech téchto teorii, dosdhne se jistého sjednoceni tim, Ze se
zavede obecnd definice struktury Ci pfesnéji druhu struktur na mnoZinich. Tato
idea pfisiu§i BOURBAKIMU a je zdkladem uspofadani i obsahu jeho pojednani
Eléments de Mathématiques. Dvé plivodni matematické struktury, mnoZina pfiro-
zenych &isel a euklidovsky prostor, jsou-li zavedeny axiomaticky, odpovidaji pevnym
druhiim struktur na mnoZin4ch, tj. viechny struktury takového druhu jsou vzéjemné
izomorfni. Ty druhy struktur, které byly zavedeny v nov&jsi dobé& (nap¥. grupy nebo
topologie), nejsou jiz takto pevné.

Teorie struktur na mnoZinach pfipousti obecnéjsi a axiomatickou formu v ramci
teorie kategorif a funktorfl, pfi¢emZ teorie kategorii se zda byt nejcharakteristic-
t&j8i jednotici tendenci v soudasné matematice; z tohoto divodu soudim, Ze v krat-
kém &ase ji bude nutno prednaset na universitich podobn€ jako ostatni zékladni
discipliny, a to stejné brzo jako linearni algebru nebo topologii.

Kategorie je tfida spolu s Gaste¢né definovanym kompozi¢nim zakonem, ktery
spliiuje jisté axiomy. Grupa je specialni kategorie, jejiz v8echny prvky jsou inverti-
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wevr o

bilni a kterd ma jednu jednotku; nejtypi¢t&jsimi kategoriemi jsou vSak kategorie
sestavajici ze zobrazeni, jejichZ prvky jsou zobrazeni mezi mnoZinami spolu s obvyk-
lym skladanim zobrazeni. Axidémy pro abstraktni kategorie jsou naznaceny té€mito
kategoriemi, které sestavaji ze zobrazeni. Prvek néjaké kategorie se nazyva morfismus
misto zobrazeni a kresli se jako Sipka od jedné jednotky, svého zdroje, k jiné jednotce,
svému cili. Tento obecny pojem morfismu zobeciiuje tak pojem zobrazeni, ktery
Dedekind povaZoval za zdkladni néstroj celé matematiky.

Funktory jsou zobrazeni mezi kategoriemi sluditelnd s kompoziénim zakonem.
Soudasné jsou i morfismy jisté kategorie, tj. kategorie v§ech funktorii. Obvyklé homo-
morfismy mezi strukturami daného druhu struktur na mnozinich jsou morfismy
néjaké kategorie a tato kategorie pfipousti kanonicky funktor do jisté kategorie
sestavajici ze zobrazeni; je to tzv. zapominajici funktor, tj. funktor, ktery zapomina
struktury a pamatuje si pouze mnoZiny, na nichZ jsou tyto struktury definovany. Tak
napiiklad mame zapominajici funktor z kategorie spojitych zobrazeni mezi topo-
logickymi prostory nebo zapominajici funktor z kategorie homomorfismié mezi gru-
pami.

Zaujmeme-li abstraktné&js$i hledisko, muzZeme dale uvaZovat né&jaky funktor p
z kategorie H do kategorie C. N&aka jednotka (nebo objekt) S kategorie H se pak
bude nazyvat strukturou vzhledem k funktoru p neboli p-strukturou na jednotce p(S)
kategorie C.Kategorie H se tedy uvazuje jako kategorie morfismit mezi p-strukturami.
Prekvapuje, Ze vétSinu vysledki, které byly ziskany pro urcité druhy struktur na
mnozinach, Ize zaglenit do obecné teorie p-struktur, v niZ se definuji a studuji pod-
struktury, faktor-struktury, volné struktury, souciny a soulty systému struktur,
induktivni a projektivni limity funktort atd. V soucasné dobé, kdy je jiz dana tato
definice p-struktury jako pfesného matematického objektu, matematické vysetfovani,
jak v&fim, bude se méné soustiedovat na studium néjaké zadané p-struktury nebo
i zadaného funktoru p; misto toho bude jeho cilem definovat takové t¥idy funktorii
D, aby pro odpovidajici p-struktury platila jista véta, ktera byla dfive ziskana pro
né&jaky specialni funktor p. Jakmile jednou porozumime pravym diivodim pro plat-
nost této véty, pak zpravidla nahlédneme, Ze jen nékolik malo z jejich pfedpokladi
je opravdu nezbytnych, takze tfida funktorii p, na néZ lze ideu této vé&ty rozsifit,
obsahuje mnohé dalsi funktory vedle funktoru piivodniho. Napiiklad véta o kompak-
tifikaci topologického prostoru, o Giplném obalu uniformniho prostoru, konstrukce
volné grupy, volného modulu nebo obecnéji volné algebraické struktury generované
danou mnoZinou jsou vesmés specialni pfipady abstraktni existenéni véty o volnych
p-strukturéch.

Je pfirozené, Ze prave popsané schéma je pouze hrubé. Fakticky je to pouze tvofiva
sila kazdého matematika, kterd mu umoZiiuje odhalovat nové zajimavé tfidy funk-
tort. Jak jsme vid€li, jeden z charakteristickych tviréich procesii v matematice spoéi-
va v tom, Ze tfidu dfive definovanych objektli uzndme za novy objekt. Tim, Ze zadi-
name studovat tfidy a funktory, dospéli jsme viastné do stadia stejného druhu, ale
vy$siho stupné, a aZ se tato nova teorie opét dostateéné zamota a ztrati svoji pfiroze-

124



N

nou jednoduchost, nebude nezbytné objevit né&jaké sjednoceni vyssiho stupné?
Nehodlame se pokouset o zodpovédéni této otazky. Nahlizime ted stale ¢im dale
tim vice, Ze matematika je nikdy neukondena tvorba, ktera nemusi ospravedliiovat
svoji existenci duleZitosti a rozsifujicim se poc¢tem svych aplikaci; matematika neni
jen ,,buldozerem pro fyziku*“. Miize poskytovat kli¢ k pochopeni celého vesmiru
ve snaze sjednocovat vSechno lidské mysleni od pfirodnich véd az po filosofii.

Prelozil Ivan Koldr

DOSLOV I.

O AUTOROVI

V pfedchozim €lanku podava Ch. Ehresmann na pomérné malém prostoru hlu-
boky a zasvéceny pohled na nékteré obecné otdzky soucasné matematiky. Pokud
se Gtenafi zda tento pohled pfili§ jednostranny, mé&l by znovu uvazit, Ze autor si
neklade za cil hovofit o souasné matematice viibec, ale Ze se zaméfuje na ty tendence,
které vyrazné piispivaji k jednoté matematiky. A protoZe podstatna zasluha na prak-
tickém usili o sjednocovani matematiky pfislusi pravé N. Bourbakimu (tj. skuping
pievainé francouzskych matematikii, kterd se oznaila timto pseudonymem), je
pfirozené Ze se v &lanku objevuji mnohé tzv. ,,bourbakistické ideje. Nechci oviem
nikterak tvrdit, Ze n€které Casti ¢lanku nevyjadfuji autorovy subjektivni néazory
a stanoviska (ostatn& hovofit objektivn& o souasnosti byva nesnadné). Aby si &tenaf
pfipadné mohl snadnéji utvafet vlastni nidzor na tyto otazky, pfipojuji na zadost
redakce nékolik informaci o autorovi a o charakteru jeho védecké Cinnosti.

Charles Ehresmann (* 19. 4. 1905), patii k pfednim soucasnym francouzskym
matematik@im. Studoval v PafiZi, pak piisobil na université ve Strasbourgu (za valky
kratkodob& v Clermont-Ferrandu) a od r. 1955 je profesorem na pafizské universitg.
Ufedné je uvadén jako profesor algebraické topologie, ale rozsah jeho védecké &in-
nosti je znané 8ir§i. Tuto ¢innost lze zhruba rozdélit do tii obdobi, pfiCemZ v prv-
nim obdobi se autor zabyva prevazné algebraickou %opologii, v druhém zaklady
diferencialni geometrie a ve tfetim teorii kategorii. Ehresmann byl ¢lenem bourba-
kistické skupiny (je napf. autorem kapitoly o multilinearni algebfe v druhé knize
zakladni fady). Obecny charakter Ehresmannovy v&decké prace Ize nejlépe charak-
terizovat jeho vlastnimi slovy z pfedchoziho ¢lanku. Plati o ni vskutku, Ze ,,jejim
cilem neni vyfeSeni n&jakého pfedem vybraného problému, ktery vznikl v Cisté
nebo v aplikované matematice, a to navic jesté ,,jakymikoliv prostfedky, které jsou
k dispozici a se snahou vyhnout se co mozno nejdale zavadéni novych pojmii®, ale je
opravdu motivovana snahou ,,nalézt v duné situaci jeji pravou strukturu a studovat
tuto abstraktni strukturu samu o sob&“. JistéZe to neni béZny obraz o typické praci
matematikové (pokud oviem piedstava ,,typického matematika“ by viibec m&la pravo
na existenci). Pichlédneme-li vS8ak Ehresmannovo védecké dilo, nelze neuznat, Ze
tuto koncepci realizuje na vynikajici urovni a imponujicim zptisobem, P¥i tomto
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pojeti badatelské prace nachdzime oviem v jeho pracich spiSe definice nez teorémy.
Avsak jeho vysledky vyznamné pfispély k vytvofeni obecného pojmu fibrovaného
prostoru, Ehresmann podal pfesnou definici konexe na hlavnim fibrovaném pro-
storu, zavedl jet (vyslov ,,dZet* nebo ,,iet“) jako zakladni pojem diferencialni geo-
metrie vy$$iho fadu, vyjasnil pojem Lieovy pseudogrupy, poukazal na moZnost
obecnéjsi definice druhu struktur v rdmci teorie kategorii a o né€kterych dalSich jeho
idejich z této oblasti se 1ze docist pfimo v pfedchozim ¢lanku. Takovato Cinnost nejen-
Ze podstatné pfispiva ke sjednocovani matematiky, ale oviiviiuje vyznamné i rozvoj
konkrétnich matematickych teorii.

V Ehresmannovych védeckych pracich najdeme téZ mnohé konkrétni projevy jeho
pfesvédéeni o spfiznénosti matematiky a uméni. Pro studované pojmy rad voli
obrazné (moZno fici i ,,poetické*) nazvy, soubor svych separatii nazval Esquisses
d‘un folklore de géométrie différentielle, do pfedmluvy ke své knize Catégories
et structures zafadil 1 sonet, atd.

Zavérem bych jesté uvedl poznadmku k autorovu zpiisobu citace znamé Cantorovy
véty, Ze nadale ,,matematika je zcela svobodna ve svém rozvoji a...*. Tuto svobodu
nelze ovSem chépat jako libovili; ostatné jiz zbyvajici €ast této véty fakticky fika,
Ze matematicka teorie musi byt poslu$na zakont logiky, v kterych se v nejobecnéjsi
formé& obrazZeji zakonitosti objektivni reality. A jestlize se v tviréim matematickém
procesu pravé tvorba novych pojini asto projevuje jako dilezity néstroj pro feSeni
danych problémil i jako piiprava udinnych prostfedki k FeSeni dalsich podobnych
problémi, sv€déi to jen o aktivnim charakteru nafeho pozndvaciho procesu a ne
o né&jaké ,,absolutni“ svobod€ védeckého badani v matematice. Podrobny vyklad
zakladnich otazek spojenych s pfedmétem a metodou matematiky najde &tenaf
ve 2. vydani Velké sovétské encyklopedie v heslu ,,Matematika*, které napsal vy-
znamny sovétsky matematik A. N. Kolmogorov.

Ivan Koldr

DOSLOV II.

NEKOLIK POZNAMEK O TEORII KATEGORII

Byl jsem poZdddn, abych pFipojil k pfedchozimu ¢ldnku Ch. Ehresmanna néko-
lik slov o zdkladnich principech a pojmech teorie kategorii. Na nékolika mdlo
strankdch neni mozno podat ani velmi strucny prehled vysledkii a aplikaci tak
rozsihlé teorie. Mohu se tedy jen pokusit naznacit, o jde. Ctendr, ktery md jiz
o teorii kategorii jakési predstavy, zde sotva najde néco nového.

,,Podivejte se na zobrazeni!*“ je motto, kterym jeden ze zakladatelii tohoto oboru
S. EILENBERG*) vyjadfil zakladni mys$lenku teorie. O¢ zde v podstaté jde? Stojim-li

*) Prvni prace vénovana teorii kategorii byla publikovana S. EILENBERGEM a S. MACLANEM
vr. 1945.
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pfed tlohou tykajici se né&jakych matematickych objektii a zobrazeni mezi nimi,
byva vyhodné podivat se pfedevs§im na to, co se da zjistit jiZ ze struktury pfitomnych
zobrazeni — ptipadné i pfeformulovat danou ulohu na ulohu o zobrazenich — dfive
neZ se zaéneme zabyvat prvky danych objektt. (Napf. problém zjistit barevnost grafu
muiZeme pfevést na otazku, jak velky musi byt uplny graf bez smycek, aby do ného
bylo jiz moZno zobrazit dany graf zobrazenim zachovavajicim hrany.)

Ilustrujme si to na tomto piikladu:

Vezmé&me kartézsky soutin X = X,; x X, dvou mnozin. Plati:
Existuji zobrazeni p,X do X; (i = 1, 2) takova, Ze ke kazdé mnoZing Y a kaz-
(P) dym dvéma zobrazenim f; mnoZiny Y do X; (i = 1, 2) existuje pravé jedno
zobrazeni f Y do X takové, Ze p.f = f; (i = 1, 2)

(p; jsou déana pfedpisem py(x;, x,) = x;; f je potom dano pfedpisem f(y) = (f1(»),
f2(»))). Snadno vidime, Ze touto podminkou (P) je jiz kartézsky soucin aZ na vza-
jemné jednoznacné zobrazeni charakterizovan. Pfitom se vibec nemluvi o prvcich
mnozin X, X,, X. Kdyby nam 8lo jen o kartézsky soudin mnoZin, mnoho bychom
neziskali, nebof popis X; x X, jako mnoZiny dvojic je jednodussi a navic urcitéjsi.
Vezmé&me viak podminku (P) a nahradme v ni slovo mnoZina slovem grupa, slovo
zobrazeni slovem homomorfismus. Dostaneme aZ na izomorfismus charakteristiku
obvyklého sou€inu grup. Dosadime-li za slova mnoZina a zobrazeni vyrazy topo-
logicky prostor a spojité zobrazeni, dostdvdme charakteristiku obvyklého soucinu
topologickych prostorti. Nyni jiz zadina byt vyhoda takové charakteristiky patrng&jsi,
a to hned ve dvou smérech:

a) Je Casto pohodIn&jsi pracovat tfeba se soucinem topologickych prostorit jako
s prostorem, k némuz existuji spojitd zobrazeni vyhovujici nasi podmince, nez ho
popisovat jeho vnitini strukturou. Jesté vyrazngj§i je to v piipad€ sou€inu mnoha
prostorti (pak sta¢i nahradit dvojici indext v (P) pfislusnym potfebnym po&tem).

b) Objevi se souvislost mezi pojmy a konstrukcemi z riiznych obori.

Tento druhy aspekt véci mozna lépe vynikne na dal§im jednoduchém pfiikladu:
Retraktem topologického prostoru X se nazyva, jak znamo, jeho podprostor A4,
k né€muz existuje spojité zobrazeni X do A, ponechévajici prvky z A na mist&. Snadno
vidime, Ze aZ na homeomorfismus je tato situace charakterizovana tim, ze

(R) existuji spojitd zobrazeni j prostoru A do prostoru X a r prostoru X do
prostoru A takova, Ze r . j je identicky homeomorfismus A.

Nahradme zde slovo prostor vyrazem Abelova grupa, vyraz spojité zobrazeni slovem
homomorfismus, homeomorfismus slovem izomorfismus. AZ na izomorfismus dosta-
vame charakteristiku toho, Ze A je direktnim s€itancem X. Toto jednoduché pozoro-
vani nam pfinejmen§im napovid4, Ze mezi chovanim retraktd v topologickych uvahéich
a chovanim direktnich s¢itanci v uvahach o Abelovych grupach budou jakési analogie.

Uvedené ptiklady maji spoleény rys. Stoji zde na jedné strang jakési schéma, na
druhé strané utvary sestdvajici z objektli a vyznaénych zobrazeni néjaké teorie
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(prostory a spojita zobrazeni, grupy a homomorfismy), které se do tohoto schématu
vkladaji. Takovym utvarm se ¥ika kategorie. Pfesnéji, kategorie R sestava ze dvou
tiid R, a R,, (prvky prvni z nich se nazyvaji objekty, prvky druhé morfismy), ke
kazdému morfismu je urena uspofddana dvojice objektil, nazyvanych jeho definic-
nim oborem a oborem hodnot (v obvyklé symbolice se skuteénost, 7¢ morfismus a
ma defini¢ni obor 4 a obor hodnot B, zapisuje formulia: A — B)ana R,, je definova-
na Caste¢na operace skladani (obvykle zapisovano o . B, nebo prost€ of) tak, Ze plati

(i) proa: A > Ba p: C » D ma B.osmysl, prave kdyz B = C
(ii) skladani je asociativni _
(iii) ke kazdému objektu A existuje morfismus 1, takovy, Ze 1,.ua = «,
o .1, = o kdykoli je skladani definovano.

Tedy napf. mame kategorie
mnozin a vSech jejich zobrazeni,
topologickych prostori a jejich spojitych zobrazeni,
grup a homomorfismi,
uspofadanych mnoZin a monotonnich zobrazeni,

topologickych grup a spojitych homomorfism?l.

Nemusi tomu ovSem byt vZdy tak jako v uvedenych piikladech, kde objekty jsou
mnoZiny s néjakou strukturou a morfismy néktera zobrazeni mezi nimi. Velmi
dulezity je tento piiklad: Vezm&me Eastedn& uspofddanou mnoZinu (X, <) a poloZzme
R, = X, za morfismy vezm&me dvojice (x, y) : x — y takové, Ze x < y, skladani
definujme pfepisem (y, z) . (x, y) = (x, z). (VSimn&te si téZ, Ze schéma (P) zde cha-
rekterisuje infimum dvojice prvki.) Jinym pfikladem kategorie je pologrupa s jed-
notkou (ma jediny objekt) a opét jiného razu je tfeba kategorie topologickych pro-
stortl a t¥id vzadjemné& homotopickych zobrazeni, ktera je velmi dtlezita v algebraické
topologii.

V uvodu ke knize Abelian categories poznamenava P. FREYD velmi vystiznég, Ze
podobné jako v topologii jde vice o spojitd zobrazeni neZ o prostory, jde v teorii
kategorii vice o funktory a jejich transformace nez o kategorie. (Ostatné Ch. Ehresman
hovofi o teorii kategoriia funktori.) Seznamme se v rychlosti s témito dvéma pojmy.
Kovariantni (resp. kontravariantni) funktor z kategorie R do kategorie € je dvojice
zobrazeni R, do £,a R,, do L,,, oznadovanych obvykle stejnym symbolem, zde tfeba
F, pro ktera plati

(i) pro a: 4 — B je F(x): F(4) — F(B) (resp. F(B) —» F(A))
(i) F(Ly) = Lec
(iii) F(x.p) = F(a). F(B) (resp. F(B). F(a)).

Tak napf. pfifazeni mnoZiny X x X mnoZin& X a zobrazeni f x f (definovaného
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predpisem (f x f)(x, y) = (f(x), f(y))) zobrazeni f, je funktor z kategorie mnoZin
do téze kategorie, vytvafeni dualnich vektorovych prostorii a konjugovanych zobra-
zeni je (kontravariantni) funktor z kategorie vektorovych prostort a linearnich
zobrazeni do sebe, pfifazovani homologickych grup prostortim a indukovanych
homomorfismit spojitym zobrazenim jsou funktory z kategorie topologickych
prostort do kategorie Abelovych grup, funktory mezi &iste¢n& uspofadanymi
mnoZinami, pojimanymi jako kategorie (viz vy3e), jsou prost€ monotonni zobrazeni.
K dulezitému pfipadu zapominajicich funktort, o nichZ hovofi Ch. Ehresmann, se
jesté za okamzik vratime.

Jsou-li F a G funktory z R do &, transformaci t: F — G rozumime systém (TA)Aegno
morfisml z € takovy, Ze pro kazdy morfismus o: A — B z R plati

™ F(a) = G(a) . 4.

Pojem transformace zachycuje kromé& jiného pfedstavu ,,zobrazeni, kde kazdy vi,
o co jde, 1 kdyz defini€ni obor a obor hodnot nejsou specifikovany* — napf. vezméme
identicky funktor I kategorie mnoZin do sebe a dfive popsany funktor kategorie
mnozin do sebe pfifazujici X x X k X, oznaéme ho Q. Je patrné, Ze ,,diagonalni
zobrazeni* je vlastné transformace I do Q. Ale nejde jen o to. Kdo se jen chvili zabyva
teorii kategorii, brzy zjisti, Ze se s transformacemi setkava v matematice pfi vhodném
uhlu pohledu na kazdém kroku (napf. homomorfismy algeber jsou vlastn& transfor-
mace mezi funktory).

Jesté k zapominajicim funktorim, o nichZ se zmifiuje Ch. Ehresmann. Jde o funk-
tory pfifazujici tfeba topologickym prostortim nebo algebram jejich nosné mnoZiny
a spojitym zobrazenim nebo homomorfismiim nosna zobrazeni, tedy funktory z té
které kategorie do kategorie mnoZin a vSech zobrazeni, ale téZ o funktory zapomina-
jici ze struktury jen ¢ast, jako napf. funktor z kategorie topologickych grup do kate-
gorie grup zapominajici spojitost nebo tfeba funktor z kategorie uniformnich pro-
stort do kategorie topologickych prostorli zapominajici stejnomérnost. DuleZitou
&asti teorie kategorii je teorie tzv. konkrétnich kategoril, v niZ se zkoumaji kategorie
spolu s pevné danymi zapominajicimi funktory.

Na zavér bych chtél jesté pripojit dvé pozndmky. Bourbakiho pfistup k definici
struktury na mnozin€, o némZ mluvi Ch. Ehresmann, se dnes jiz zda byt zastaraly.
Je jej moZno nahradit Gi¢inn&j§im a nadto jednodus¥im, vyuZije-li se pravé kategoric-
kych metod. Dalsi v&c, o niZ se chci zminit, je skuteénost, Ze teorie kategorii se u nas
velmi intenzivné péstuje a Ze seminaf teorie kategorii na Université Karlové dosahl
svymi pracemi (zv1a3t& z teorie struktur a konkrétnich kategorii) zna¢ného mezina-
rodniko uznani.

Ales$ Pultr
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