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Aproximace a abstraktni hranice*)

Heinz Bauer, Erlangen - Norimberk

Uvod: Weierstrassova a Korovkinova véta o aproximaci

Weierstrassova véta o aproximaci polynomy byvd obvykle uvadéna jako typicky
zastupce mnoha vét o aproximaci. Véta fikd, Ze pro kazdou spojitou redlnou funkci f na
kompaktnim intervalu [a, b] na redlné ose R existuje posloupnost (p,) realnych polyno-
mi (jedné proménné), kterd konverguje k f stejnom&rn& na [a, b]. Z mnoha dikazt
této vty si vybereme takovy, v ném¥ je aproximujici posloupnost (p,) explicitné defino-
vana pomoci polynomi zavedenych S. BernStejnem.

Sta&i uvaZovat jednotkovy interval [0, 1] = R. Pro spojitou funkci fan = 1,2, ... je
n-ty BernStejniv polynom definovan pfedpisem

(1) Pl = % (k> f(f) (1= xpk

Mwr

Odchylime se od ptivodniho BernStejnova dikazu [8] a ov&fime tvrzeni Weierstrassovy
véty o aproximaci pro t¥i velmi jednoduché funkce: konstantni funkci 1, funkci f(x) = x,
kterou budeme znagit id (= identita) a pro jeji druhou mocninu id?, tj. funkei f(x) = x2.
Pomoci binomické véty a jednoduchého vypoétu dostaneme pro kazdé n = 1,2, ...

pr=1;
(2 pl =id;
g 1. -1,
pie = Lig yn=1iee
n n

Tyto rovnosti dokazuji, Ze pro kaZdou ze t¥i funkci f = 1, id, id? konverguje pcsloupnost
(p!) stejnomérné k f na [0, 1].

Podle jedné Korovkinovy véty (viz [15], [16]) — tzv. véty o tfech funkcich — timto
jednoduchym testem je okamZit& dokonden dikaz stejnomérné konvergence (p/) k f pro
kaZzdou spojitou redlnou funkci. Abychom to objasnili, musime vhodné interpretovat
posloupnost polynomi (pf) v kontextu linedrniho prostoru ([0, 1]) viech spojitych
realnych funkci na [0, 1]. Pro kaZdé pfirozené &islo n ptitazujeme funkci f polynom
p! a tim dostdvame zobrazeni

*) HEINZ BAUER: Approximation and abstract boundaries. American Mathematical Monthly Vol. 85,
No. 8, October 1978, pp. 632—647. Pielozili IvAN NETUKA a JIRf VESELY.
Copyright © The Mathematical Association of America 1978.
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(3) B, : ¢([0, 1]) » «([0, 1])

prostoru %([0, 1]) do %([0, 1]). Tedy pro f € %([0, 1]) nabyva B, hodnotu B,f = p},
tedy n-ty Bernitejniiv polynom odvozeny od funkce f. Z definice (1) je ihned vidét, Ze B,
je dokonce linearni, a je to tedy linedrni operdtor na %([0, 1]), ktery je navic také
nezdporny. To znamend, 7e kaZzd4 nezdporna funkce f € %([0, 1]) se zobrazuje na ne-
zapornou funkci B, f. Po této interpretaci nasi ptivodni situace lze aplikovat Korovkino-
vu vétu o tfech funkcich, aby se tak nas test stal dikazem Weierstrassovy véty o aproxi-
maci. Mame na mysli vétu, kterou zformulujeme presnéji:

Prvni Korovkinova v&ta. Necht [a, b] je kompaktni interval v R a necht (L,) je
posloupnost nezdpornych linedrnich operdtori L, na prostoru ([ a, b]). Predpoklddej-
me, Ze posloupnost (L,,f) konverguje k f stejnomérné pro tfi testovaci funkce f = 1,
id, id%. Potom (L,f) konverguje k f stejnomérné na [a, b] pro vSechny funkce fe€
e 6([a. b))*)

V&tu Ize rychle dokdzat pomoci triku. Kazda funkce f € % ([a, b]) je omezena;
existuje tedy y tak, Ze

|f/(x)] £y pro viechna xe(a,b].

Funkce f je déle stejnomérng& spojita na [a, b]. Je-li ¢ > 0, pak existuje & > 0 tak, Ze pro
viechna x, y € [a, b] plati

I\
o

[x = y[ £ Vo =[f(x) = fO)
neboli

(x=pP=é=f(x) - S =e

Trik spodiva v tom, Ze piSeme \/ ¢ na misté, kde obvykle stoji 6. To vede pro kazdé dva
body x, y € [a, b] k nerovnosti

[f(x) = fO)] = & + ox = »)

kde a = 29571, coZ se hned odvodi uvaZenim ptipadi (x — y)> < a (x — y)® > 6.
Méme tedy pro kazdé y € [a, b] tuto nerovnost:

If — f(0)] € & + ofid — y)*.

ProtoZe operator L, je linedrni a nezdporny**), vyplyva odtud

*) Obraz funkce f pfi zobrazeni L, znagime L,f, zatimco L,f(x) znamena hodnotu funkce L, f
v bod& x. Na druhé stran& L,(f(x)) je obraz konstantni funkce f(x) pfi zobrazeni L,, tedy z linearity
plyne L,(f(x)) = f(x) L,1.

**) Kazdy nezdporny linearni operator L : €([a, b])— €([a, b)) je neklesajici, nebot pro f, g€
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|L.f — f(») L,,l[ <eL,1 + «L,id* — 2yL,id + yL,1).
Po dosazeni x = y dostavame
|L.f — fL,1| < eL,1 + o(L,id> — 2idL,id + id*L,1).

Z predpokladu o (L,f ) pro tfi funkce f = 1, id, id? a z trojihelnikové nerovnosti vyplyvé,
Ze funkce L,f konverguji stejnomérn€ k f. Dokonce dostivame explicitné odhad pro
supremovou normu

|Lof = 7]l = sup |Lf(x) = f(x)]

xe[a,b]

pokud jsou znamy odhady pro tfi testovaci funkce. Tak je tomu se zietelem na (2)
i v pfipad& pivodni posloupnosti operatori (B,).

Je zcela pfirozené, Ze Korovkinova véta vedla ke snaze o hlubsi pochopeni role, jakou
hraje zminény test pomoci tfi funkci. VySe uvedeny dlikaz, zaloZeny na chytrém uZiti
stejnomérné spojitosti, neddva vSak naptiklad odpovéd na fadu otdzek. Lze nahradit
tfi funkce 1, id, id? jinymi testovacimi funkcemi? Vystali se se dvéma testovacimi
funkcemi? Existuje podobna véta ve vysSich dimenzich?

Abychom takové otdzky mohli pfirozenym zpuisobem zodpoveédét, odvodime a podro-
bime rozboru zobecnénou verzi prvni Korovkinovy véty.

1. Testovaci prostor a odpovidajici afinni funkce

Otazky, o nichZ jsme se zminili, budeme vySetfovat v kontextu dostate¢né Sirokém
pro zajimavé aplikace. Kompaktni interval [a, b] nahradime libovolnym kompaktnim
metrickym prostorem X.*)MnoZina {1, id, id?} pavodnich tfi testovacich funkci bude
nahrazena libovolnou (kone&nou nebo nekone&nou) podmnoZinou 7 linedrniho prosto-
ru %(X) spojitych redlnych funkci na X. (VSechny funkce z ¢(X) jsou omezené, nebot X
je kompaktni.) O mnoZing¢ J budeme pouze pfedpoklddat, Ze obsahuje konstantni
funkci:

(4) le T **%)

€ ¢([a, b]) nerovnost f < g implikuje g — f= 0, tedy Lg— Lf = L(g— f)= 0 neboli Lf < Lg.
Specialngé je nerovnost |Lf|= L|f| dasledkem nerovnosti —|f|< f= |f|, kde |g| je funkce
x > |g(0)|.

*) NezkuSeny &tenaf by si za X mé&l vybrat napf. omezenou uzavienou podmnozinu prostoru R?,
p=1,2,...Vétsina nasledujicich uvah plati dokonce pro libovolné kompaktni topologické prostory.

**) Po formdlni strance by bylo slabsi predpoklddat existenci kladné testovaci funkce 5 € .
Nasledujici transformace pievddi tento pfipad na situaci vySetfovanou nahofe. Volme J * = {(t/to);
te I } jako novou mnozinu testovacich funkci a kazdy linearni operator L : ¥(X)— €(X) nahradme
linearnim operatorem L* definovanym rovnosti

L*f = (1/ty) L(tof) -
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Mnozinu  budeme nazyvat mnoZzina testovacich funkci nebo testovaci mnoZina.
Posloupnost (L,),=; ... nezdpornych linearnich operatort

L,: 4(X) > €(X)

se nazyva J -pripustnd, jestlize posloupnost (L,t) konverguje k ¢ stejnomérn& na X pro
vSechny testovaci funkce t € 7, tj.

(5) lim [L,t — t]| =0 proviechna teJ ;
zde
71 = sup /(9]

je tzv. supremova norma omezené realné funkce na X. Funkce f e %(X) se nazyva
Korovkinova funkce (vzhledem k ), jestlize posloupnost (L,f) konverguje k f stejno-
mérn& na X pro viechny Z -pfipustné posloupnosti (L,) nezdpornych linedrnich operato-
rit na ¢(X).

Pomoci téchto definic lze hlavni problémy, které chceme v tomto ¢lanku vySetfovat,
formulovat takto:

Problém 1. Které funkce f € ¢(X) jsou Korovkinovy funkce vzhledem k dané testo-
vaci mnoZiné I ?

Problém 2. Za jakych podminek kladenych na I jsou vSechny funkce fe(g(X)
Korovkinovy funkce?

Na zidklad€ linearity operatorii L, si hned pov§imneme, Ze kaZd4 linearni kombinace
h=).,1t1 +"'+}’ktk (il,...,;ukER)

testovacich funkci ¢y, ..., t, € 7 je Korovkinova funkce pro J . Trojuhelnikova nerov-
nost totiz davd pro vsechna n

© Lk = b [l Wty = 6]+ L2 [t = ]

Vsechny funkce z linearniho obalu lin  mnoziny  jsou tedy Korovkinovy funkce.
Poznamenejme jesté, Ze ,,Korovkinova funkce vzhledem k J“ a ,,Korovkinova funkce
vzhledem k lin 7 znamen4 pro pfipad funkce z %(X) totéZ. V dal§im nazyvame lin 7
testovaci prostor piislusny testovaci mnoZing 7.

Jako odpovéd na problém 2 bychom ocekavali, ze J nebo lin by mély byt ,,dosta-
teéné velké“. MéEli bychom se tedy snaZit méfit ,,velikost J nebo lin . V pfipadé
Korovkinovy véty se 7 rovna {1, id, id?}, tedy lin 7 je mnoZina viech redlnych polyno-
mi x — a + fx + yx? stupné <2. Jako linedrni prostor dimenze 3 je lin J maly
podprostor prostoru #([a, b]). Ale lin 7 je velky v tom smyslu, Ze libovolna funkce
fe%([a,b]), je infimem viech funkci h € lin 7, pron&z h = f a supremem v3ech funkci
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zlin 7 lezicich pod f. Z geometrického ndzoru je to ptijatelné. Je t¥eba si povSimnout, 7e
grafem polynomu x >« + Bx + yx* stupné 2 (tj. y # 0) je parabola s osou symetrie
rovnobéznou s y-ovou osou.

A Obr. 1.

IR

Jak dale uvidime, pravé toto chovani zasahuje do samotné pcdstaty problému a vede
k adekvatnimu pojmu dostate¢né velikosti mnoZiny 7. K vysvétleni tohoto konstatovani
budeme definovat pro kaZdou funkci f € #(X) dv& obecn& nespojité funkce f* a f, na X
tak, Ze poloZime pro kazdé x e X

(7) fXx)=inf{h{x); h2f, helnT},
folx) =sup{h(x); h<f, helinT}.

Tato definice ma smysl, nebot f je omezend na kompaktnim metrickém prostoru X
a v dasledku (4) jsou konstantni redlné funkce prvky lin 7. Plati

(8) fe« SFESSf*.

Supremova norma ||f* — f,| nezdporné funkce f* — fy v jistém smyslu méfi, jak
dobfe ¢i jak $patné se f pfizplsobuje ,,tvaru* funkci z testovaciho prostoru lin .

Ptiklad 1. UvaZujme situaci jako v Korovkinové vét&: Bud X = [a, b] kompaktni
interval v R a 7 = {1, id, id*}. KdyZ pfijmeme geometrické zdavodn&ni uvedené pied
obr. 1, dostaneme fy = f = f* pro viechna fe %([a, b]). (Pfesny dikaz poddme
pozdgji.)

Ptiklad 2. Nechf opét X = [a, b], nyni viak uvaZujme J = {1, id}. Testovaci
prostor je tvofen viemi afinnimi fukcemi x - o + fx. Pro viechny funkce f € %([a, b])
je /* nejmensi konkdvni (nutn& spojitd) funkce =f; podobné je fi nejvétsi konvexni
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(nutn& spojitd) funkce <f na [a, b]. Rovnosti fy = f = f* tedy plati, pravé kdyZ f je
afinni a je tedy prvkem prostoru lin 7.

Inspirovani timto pfikladem zavedeme nékteré pojmy, opét v kontextu nasi obecné
situace. Funkce fe‘g(X) se nazyva J-afinni, jestlize plati fy = f*(=f). Mnozinu
viech 7 -afinnich funkci budeme znacit 7 *. Viechny funkce testovaciho prostoru jsou
zfejmé J -afinni; plati proto

) T cling <« J* c 6X).

Snadno se ovéfi, Ze I * je linedrni podprostor ¥(X); je tfeba si pouze povSimnout, 7Ze
pro viechny funkce f, g € 4(X) a kazdé redlné &islo 4 = 0 je

(10) (f+ 9 S f*+g%, (W) =i* (=)= ~fu.

Nyni musime rozhodnout, zda novy pojem J -afinni funkce ma skute¢né spravny
vztah k problému 1. Zagnéme s pfedb&Znou tvahou. Necht f je funkce z ¢(X) a (L,) je
J -pfipustnd posloupnost nezdpornych linedrnich operatordi na 4(X). Pro g, helin 7
spliiujici nerovnosti ¢ < f < h mame L,g < L,f < L,h pro vSechna n. Uvazime-li,
Ze (L,g), resp. (L,h) konverguji stejnomérné a tedy bodové ke g. resp. k h, dostaneme
odtud

g(x) < liminf L,f(x) < lim sup L,f(x) < h(x).

n—x n—>wo

ProtoZe to plati pro vechny takové funkce g, h € lin 7, odvodime ze (7)

(11) f(x) £ liminf L, f(x) < limsup L,f(x) < f*(x).
Jestlize pro dané x platif,(x) = f*(x), konverguje L,f(x) k f(x). Zejména jsme dokazali,
7e pro J -afinni funkci f konverguje posloupnost (L,f) k funkci f alespoii bodové.
Odtud je jiz jen kricek k této Castecné odpovédi na nas problém 1:
Tvrzeni 1. KaZdd T -afinni funkce je Korovkinova funkce.

Diikaz. Pokusime se modifikovat duikaz provedeny pro pfipad bodové konvergence.
Nejprve poznamenejme, Ze pro f € J * a ¢ > 0 existuje kone¢né mnoho funkci 4, ...,
..o hga hi, ..., hy zlin 7 takovych, Ze pro jejich odpovidajici obalky

h=sup(hy,...,h) a h=inf(hy,..., hy)
plati

hsf<h a h-—h<e.

Skutedng, z rovnosti f4(x) = f(x) = f*(x) a ze (7) vyplyva, Ze pro kazdé x € X existuj
funkce h, a hy z lin I tak, Ze

hy < f<hl a h)(x)— h(x)<e.
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Existuje tedy oteviené okoli U, bodu x v X takové, Ze pro vSechny body y € U, plati

h(y) — By) <e.

Ziejmé je (U,).x oteviené pokryti prostoru X. Podle definice kompaktnosti kone&ng&
mnoho okoli U,, ieknéme U, , ..., U, , staCi k pokryti prostoru X. Potom funkce
hj=h,, a hj=hy (j=1,..,k)
maji v§echny pozadované vlastnosti.
Necht nyni (L,) je J-pfipustnd posloupnost nezapornych linedrnich operatord na
4(X). Je-li ¢ > 0, existuje pfirozené &islo n, tak, Ze

|Lh; =R <e a |Lh]—h <e

pro viechna n = ng a viechna j = 1, ..., k. ProtoZe viechna zobrazeni (L,) jsou nekle-
sajici, plati pro vSechnanaj=1,..,k

th_;' é Lnf é Llh"/ .

1

Maéme pro viechna n = n, tedy

h;—e<Lfshi+e (j=1,..,k),
a proto

h—e<Lf<h+e.
UZijeme-li nerovnost h < f £ h, dostaneme kone&né
L —f|Sh—h+e<2e

pro viechna n > n, a odtud stejnomérnou konvergenci (L, f) k f. Kazda J -afinni funkce
je tedy Korovkinova funkce.

Poznamka. Na rozdil od dikazu prvni Korovkinovy véty, kde jsme podstatnym
zplsobem vyuzivali linearitu operatorti L,, vySe uvedeny dikaz nevyuZivd explicitné
linearitu. UZiva se pouze toho, Ze operdtory L, jsou neklesajici, coz je dusledkem li-
nearity a nezapornosti. Jestlize tedy J je linedrni podprostor prostoru %(X), tj. 7 =
= lin 7, plati véta 1 obecné&ji pro posloupnosti (L,) neklesajicich (ne nutn& linedrnich)
operatori na %(X), pfi¢emz konvergence je vyjadiena pomoci (5).

Miizeme shrnout, Ze ve vété 1 je obsaZena prvni odpovéd na problém 2. JestliZe totiz
viechny funkce z ¥(X) jsou J -afinni, pak kaZd4 funkce z ¥(X) je Korovkinova funkce.
Podle ptikladu 1 je toto pfipad prvni Korovkinovy véty.

Nyni Ize formulovat nutnou podminku, aby platila rovnost 7* = %(X): mnoZina I
musi oddélovat body. To znamend, Ze pro libovolnou dvojici x,, x, riznych bodii z X
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existuje testovaci funkce t € 7~ splitujici #(x 1) * 1(x,). Jist& totiZ existuje funkce f € %(X),
pro kterou f(x,) # f(x,), napt. x i d(x, x;), kde d je metrika na X. V dasledku rovnosti
T * = ¢(X) a vztaht (7) potom také existuje funkce helin 7 takovd, Ze h(x,) +
% h(x,). Tim je dikaz dokonden, nebof h je linedrni kombinace testovacich funkci.
Podminka odd€lovani bodit oviem nepostacuje pro platnost rovnosti 7 * = €(X), jak
je vidét z prikladu 2.

2. Testovaci mnoZina a Choquetova hranice

Zdali je vySe uvedend prvni odpovéd na problém 2 prakticky pouZitelna, zavisi hodné
na obtiZnosti dikazu rovnosti J* = %(X) v daném konkrétnim p¥ipadé. PopiSeme
nyni metodu vhodnou ke zdolani tohoto problému. Tato metoda je zaloZena na poznat-
ku, Ze podle (10) v daném bodé& x € X plati

lim L,f(x) = f(x)
pro viechna f e €(X) a viechny 7 - pfipustné posloupnosti (L,), pokud
fe(x) = f*(x) pro viechna fe%(X).
To je motivaci k hlubSimu zkoumani mnoZiny
(12) 07X = {xeX; fux) = f*(x) pro viechna fe%(X)}.

V ptikladu 1 se tato mnoZina rovna [a, b]; v pfikladu 2 obsahuje pouze krajni body
a, b. Abychom si to uvédomili, v§imnéme si, Ze pro konkavni spojitou funkci

X —a, agxgajb
f(x) = )
b—x,a;béxgb

plati f* = fa f, = 0. Tedy f*(x) = fi(x) nastava pouze pro x = aa x = b.

V téchto dvou pripadech je zifejmé, ze kazda funkce z testovaciho prostoru lin 7
nabyva svého globdlniho maxima a minima na X v nékterém bodé z ¢,X. Poznamena-
vame bez dikazu, Ze to plati obecné. (Dikaz viz [2], str. 96.) Vzhledem k formalni
analogii s hraniénim principem maxima z teorie funkci komplexni proménné a teorie
potencialu se 0,X nazyva abstraktni hranice, ptesnéji Choquetova hranice mnoziny X
vzhledem k J.

Ze samotné definice této hranice vyplyvd, Ze rovnost 7 * = %(X) plati, pravé kdyz se
Choquetova hranice d,X rovna X. Budeme-li schopni ur¢it jinym zptsobem Choquetovu
hranici, poskytne tato tautologie kritérium pro platnost rovnosti 7* = %(X). Toho lze
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dosdhnout pomoci pojmu miry a v mnoha duleZitych specidlnich pfipadech pomoci
chovani nulovych bodi funkci z testovaciho prostoru.

Jak je obvyklé, bude podle definice nezipornd Radonova mira x na X znamenat
nezdporny linedrni funkciondl na %(X), tj. nezdporné linearni zobrazeni u: ¢(X) —» R.
(Podle Rieszovy véty o reprezentaci lze na u pohliZet jako na reguldrni borelovskou miru
o = 0 na X. Ve skute¢nosti existuje pravé jedna mira p, takovd, Ze u(f) = [f dp, pro
viechny funkce f e %(X).) Pro kazdy bod x je f i— f(x) Radonova mira; budeme ji
znadit ¢, a nazyvat jednotkovd mira (nebo Diracova ml'ra) v bod€ x. V dal§sim budou
mit zvlastni daleZitost ty miry, které na testovaci mnoZinu pisobi stejné jako Diracova
mira. Nezdporna Radonova mira x na X se nazyva testovaci mira vzhledem k J~ (nebo
T -reprezentujici mira) pro bod x € X, kdyz

(13) u(t) = t(x) pro viechna teJ .
Takovou mirou je zfejmé vzdy ¢,. Obecné€ v§ak pro dany bod x existuje mnoho testova-

cich mér. V pfikladé 2, kde X = [0, 1], je pro x = } pfikladem testovaci miry rozné
od ¢, Lebesgueova mira, kterd je definovdna jako linedrni funkcional

xf) = j Q) de (£e9(x)

a také miry e, + 4¢,_,, 0 < a < 1. Brzy vSak ukaZeme, Ze Choquetova hranice 0,X
je pfesné mnozina téch bodt x € X, pro nézZ je ¢, jedind testovaci mira. Diivodem k tomu
je nasledujici uzka souvislost obalek definovanych v (7) a testovacich mér.

Lemma. Pro kaZdy bod x € X a kaZdou funkci f € 4(X) plati rovnost

(14) [fe(x), f*(x)] = {u(f) ; pJje testovaci mira pro x} .
Dikaz. Nechf u je testovaci mira pro x. Potom u(f) padne do intervalu [f4(x),

f*(x)]. Abychom se o tom pfesvéd¢ili, uvazujme funkce g, h €lin 7 vyhovujici ne-
rovnostem g < f < h. Pak podle (13) plati

9(x) = u(g) = u(f) = u(h) = h(x),
nebot g a h jsou linedrni kombinace testovacich funkci. Podle (7) dostdvame
f+(x) £ ulf) S 1*(x).

Obraceng necht o je redlné ¢islo z intervalu [ f4(x), f*(x)]. Na linedrnim podprostoru
{Af; A e R} prostoru %(X) generovaném funkci f definuje zobrazeni

M- la
linearni funkcional po, ktery je majorizovén.funkci p(9) = g*(x) definovanou na %(X).
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Pro 2 = 0 totiz mame

wo(if) = < Af¥(x) = (4f)*(x) = pS)
aprol<0
ko(if) = 2o < 2ulx) = =A(—F)() = () = p()

Podle (10) je p sublinearni funkciondl na €(X), tj. p(g, + 92) < p(91) + p(92) @ p(A9) =
= Ap(g) pro libovolné funkce g, g2, g € ¢(X) a libovolna ¢isla 4 = 0. Hahnova-Bana-
chova véta ([13], str. 212) ¥ikd, Ze po lze rozsifit na linearni funkcional u definovany na
%(X) a majorizovany viude funkci p. Funkciondl u je nezdporny, nebot z pfedpokladu
fe®(X),f =0, plyne

w(f) £ p(f) =f*(x) 0.

(Poviimn&me si, Ze konstantni funkce 0 patii do lin 7~ a majorizuje f.) Tedy u je nezi-
pornd Radonova mira na X. Je-li helin 7, plati hy = h = h*, takZe u(h) < h*(x) =
= h(x) a také —p(h) = p(—h) < (—h)*(x) = —hs(x) = —h(x). Nasli jsme tedy testo-
vaci miru g pro bod x; z jeji konstrukce vyplyva, Ze u(f) = po(f) = «. Tim je dikaz
dokoncen.

Jak jsme jiZ naznadili, dospivame nyni k tomuto zdsadnimu poznatku:

Tvrzeni 2. Bod x € X leZi v Choquetové hranici, prdvé kdy? ¢, je jedind testovaci
mira pro X.

Ditkaz. Podle definice (12) je x € 07X, pravé kdyZ pro viechna f € 4(X) plati fu(x) =
= f*(x). Podle pfedchazejiciho lemmatu to znamené, Ze libovolna testovaci mira u pro x
splituje rovnosti' u(f) = fu(x) = f*(x) = f(x) pro viechna f e #(X). S tim je ekviva-
lentni podminka, Ze ¢, je jedina testovaci mira pro x.

Pravé tato ekvivalence pfevadi tautologii

T*=6(X)=0,X = X

v nasledujici netrivialni tvrzeni.

Korolar. Kadd funkce z €(X) je T -afinni, prdvé kdy? pro kaZdy bod x € X je ¢,
jedind testovaci mira.

Koneéné se dostavame k rozhodujici odpovédi na nase problémy 1 a 2.

Véta 1. Je-li I < €(X) testovaci mno¥ina, pak systém I -afinnich funkci splyva
se systémem Korovkinovych funkci.

Véta 2. Necht 7 < %(X) je testovaci mnoZina. Potom vSechny funkce z 6(X) jsou
Korovkinovy funkce, prdvé kdyz pro kaZdy bod x € X je ¢, jedind testovaci mira.

Se zfetelem na pfedchdazejici korolar je druha véta bezprostfednim diisledkem prvni
véty. Mame tedy dokdzat pouze vétu 1.

Ditkaz. Vzhledem k tvrzeni 1 je tfeba pouze dokdazat, Ze libovolna Korovkinova funkce
f € 4(X) je nutn& J-afinni. Podle na§eho lemmatu je toto ekvivalentni s vyrokem, Zc
plati u(f) = f(x,) pro vSechny body x, € X a viechny testovaci miry u pro bod x,.
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Necht tedy x, € X a nechf u je testovaci mira pro x,. Oznacme d metriku na prostoru X.
Pro kazdé pfirozené ¢islo n uvaZujme uzavienou mnozinu A, viech bodii x € X majicich
od bodu x, vzdélenost d(x, x,) = 1/n. Je zndmo, Ze pro neprazdnou A, je funkce
x = d(x, A,) (kterd m&fi vzddlenost mezi x a A,) spojitd a a, = d(x,, A,) > 0. PoloZime-li

1 pro A,=0,

q.(x) = {

min ((1/a,) d(x, 4,),1) pro A, =+ 0,

dostdvame posloupnost (g,) spojitych redlnych funkci na X s témito vlastnostmi:
(15) 0<¢q,=1, qx)=1, gq(x)=0 na A,

pro viechna n. Pro g € 4(X) je rovnostmi

Lg=u9)dg,+ (1 —4q,)g

definovana posloupnost (L,) nezdpornych linedrnich operatorti na %(X). Tato posloup-
nost je J -pfipustna, nebot pro t € J a x € X plati

|Lat(x) = (x)] = [t(x0) = 1(x)] gu(x) »
a proto podle (15)

Lt — 1] < sup {|i(xo) — #(x)|; xeX \ 4,}.

Prava strana je vSak libovolné mala pro dostate¢né velka n, nebof ¢ je spojita funkce
a X \ A, je oteviend koule o stfedu x, a poloméru 1/n. Pro Korovkinovu funkci f kon-
verguje posloupnost (L,f) stejnomé&rné k f, specialng

lim L,f(xo) = f(xo) -

Podle nasi konstrukce je viak L,f(xo) = u(f), a tedy u(f) = f(x,). Tim je dokdzéno,
Ze funkce f je  -afinni.

O tom, zda bod x patfi do Choquetovy hranice d,X, 1ze v mnoha pfikladech rozhod-
nout na zaklad¢ duikazu existence funkce h = 0 z testovaciho prostoru lin Z, pro nizZ je x
Jjedingm nulovym bodem, tj. 0 = h(x) < h(x') pro viechna x' € X, x' + x.

Tvrzeni 3. Necht funkce h = 0 z lin  mad jediny nulovy bod x € X. Potom je ¢,
jedind reprezentujici mira pro x, tj. x je bodem Choquetovy hranice 045X.

Diitkaz. Uzijeme-li néco mélo z teorie miry, je dikaz skoro trividlni. Pro kazdou
testovaci miru pu pro bod x z rovnosti u(h) = h(x) = 0 odvodime, Ze mnoZina viech
x" € X spliiujicich h(x’) > 0, tj. komplement {x}, md miru 0. Potom v3ak u = &,, nebot
konstatni funkce 1 je testovaci funkce.

Ptimy dikaz lze provést takto: Uvazujme funkci f e %(X) takovou, Ze f(x) = 0.
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Funkce f je omezend, tedy pro jisté realné &islo y > 0 je f < y. Funkce f je spojitd v bo-
d¢ x, proto k danému ¢ > 0 existuje oteviené okoli V bodu x tak, Ze f(y) < ¢
pro viechna y € V. Na uzaviené a tedy kompaktni mnoZiné X \ V je funkce h kladna,
takZe je odhadnuta zdola jistym ¢islem n > 0. Proto

f<e+Lh,
n
a tedy

1(f) < en(l) + nzu(h) =¢

pro libovolnou testovaci miru g pro bod x. K tomu je tfeba pouze si povSimnout, Ze 1
a h jsou funkce z testovaciho prostoru a plati u(1) = 1 a p(h) = h(x) = 0. ProtoZe
¢ > 0 bylo zvoleno libovolng, dostdvame p(f) < 0 pro vSechna f e %(X) vyhovujici
podmince f(x) = 0, a tedy vlastn& u(f) = 0, nebot takové funkce tvofi podprostor.
Pro libovolnou funkci f € #(X) je funkce f — f(x) vySe uvedeného typu. Tedy mdme

= WF = F()) = W) = 1(x) . (1),

neboli u(f) = f(x). Tim je dokdzano, Ze u = &,.

3. Aplikace

Nyni ukdZeme uZite¢nost nasich vét a tvrzeni 3. Nejprve se vratime k prvnimu pfikladu.

Pfiklad 1. AZ do tohoto mista jsme zdmérn€ vynechali pfesny dukaz intuitivniho
poznatku, Ze viechny funkce z 4([a, b]) jsou -afinni. Ted to lze snadno ukdzat. Stadi,
abychom si uvédomili, Ze pro kazdy bod x, € [a, b] je funkce

X x = x)?

z testovaciho prostoru lin 7. Tato funkce je nezdpornd a ma v x, jediny nulovy bod.

Véta 2 spolu s tvrzenim 3 vede tedy k novému diikazu prvni Korovkinovy véty, ktery
je zcela odlisny od diikazu uvedeného v uvodu. V této souvislosti odkazujeme Ctenafe
na poznamku v ¢asti 1.

P¥iklad 3. Necht X je nyni kruZnice
T={zeC;|z| = 1}
v komplexni roving C. Pomoci zobrazeni x — ¢'* Ize topologicky ztotoZnit T s intervalem

[0,2n], kdyZ se provede identifikace koncovych bodit 0 a 2m. Za testovaci mnozinu
zvolime

T = {1, Re, Im} ,
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kde Re (resp. Im) znamend redlnou (resp. imagindrni) &ast identického zobrazeni, tj.
= — Re z (resp. z = Im z). Po vy3e zmin&né identifikaci to znamen4 za testovaci mno-
zinu uvaZovat {1, cos, sin}.

Testovaci prostor lin J se pak sklada z funkci

x o+ fsin(x +y)

s realnymi koeficienty «, §, y. Pro x, € T je

h(x)=1+sin(x+:—jn—x0>

nezaporna funkce z lin 7, ktera ma v x, jediny nulovy bod na T. Jako dusledek véty 2
tak dostivame jiny Korovkiniv klasicky vysledek.

Druhd Korovkinova v&ta. Pro kruznici T a testovaci mnoZinu J = {1, Re, Im}
je kaZdd funkce z €(T) Korovkinova funkce.

Véta mé tuto p&knou aplikaci. Pfifadme kaZdé funkci f e €(T, C), tj. komplexni
spojité funkci na T, jeji formalni Fourierovu fadu

s koeficienty
1

2r
c, = — f(t)e_i"'dt (n=0, £1,...).
2w Jo

Pro kaZdé ptirozené n definujme operator L, : 4(T, C) - 4(T, C) takto:

So + ... + Sp—1
n

L,f = (fe%4(T,Q),

kde s, je n-ty ¢asteCny soucet

si(x) = i ¢, e™  (xe[0,2n])

V=—n

Fourierovy fady. Zfejmé je L, linearni operator. Podle klasického Fejérova vyjadieni
(srv. [13], str. 292) je pro x € [0,2n] a f € 4(T, C)

L) = 1 [Tt o [0 a

Nezéporné funkce se tedy zobrazuji na nezaporné funkce, takze L, je nezdporny opera-
tor. Restrikci L, na %(T) dostivime posloupnost nezdpornych operitori na (6(T)
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Pro funkci f, = 1 jsou vSechny Fourierovy koeficienty rovny nule az na ¢, = 1. Pro
fi(x) = €' je jediny nenulovy koeficient ¢, = 1. Dostivime tak

LnfO :fO,

n—1
Lnf1=

fls

n
a tedy po rozepsani e na redlnou a imaginarni &4st plati pro viechna n

n—1 . n—1
L,cos = ——cos, L,sin =
n n

sin .

Posloupnost (L,) je tedy 7 -pfipustnd a druhd Korovkinova véta davé stejnomérnou
konvergenci (L,f) k f na T pro viechny funkce f € %(T), a proto dokonce pro viechna
fe¥%(T, C).

To je klasicka véta o stejnomérné cesarovské s€itatelnosti Fourierovych fad spojitych
funkci. Odtud lze ddle pokracovat snadno k Fejérové vét& o L! - cesarovské s&itatel-
nosti Fourierovych fad L!-funkci.

Ptiklad 4. Nechfnyni X je kompaktni podmnoZina R*. Pfedpoklddejme, Ze pro kazdy
bod x € X existuje alespoii jedna opérna nadrovina protinajici X pravé v x, tj. existuje
alespoii jedna linedrni forma I na R*, pro kterou

(16) I(x) < I(x") pro viechna x'eX,x #+ x.

Za testovaci mnozinu zvolime

9—={1,p1,...,pk},

kde p;: X - R je j-t4 soufadnicovd funkce (restringovand na X), kterd kazdému
x € X pfifazuje jeho j-tou soufadnici x; (j = 1, ..., k).

Kazda linearni forma na R* je linearni kombinace funkci p,, .. ., p;. TudiZ podminka (16)
vyjadfuje, Ze kazdy bod x € X je jedinym nulovym bodem jisté nezaporné funkce z testo-
vaciho prostoru. Podle tvrzeni 3 miiZeme znovu aplikovat vétu 2 a dostavame: Vsechny
funkce z €(X) jsou Korovkinovy funkce.

Tento vysledek zahrnuje druhou Korovkinovu vétu, nebot kazdym bodem kruznice T
v C(=R?) prochazi pravé jedna opérna pfimka, kterou je te¢na.

Ptiklad 5. Necht X je libovolny kompaktni metricky prostor a # < %(X) je mnozina
spojitych redlnych funkei, kterd odd&luje body (srv. s koncem &asti 1). Vezmeme-li
za testovaci mnoZinu

F =NV UF Ul feF)
T =lluvFu ffeF;,

tedy mnoZzinu mocnin f7, j = 0, 1, 2. funkci z &, pak vSechny funkce z €(X) jsou Ko-
rovkinovy funkce.

318



Abychom se o tom pfesvédcili, uvazujme libovolnou testovaci miru p pro x € X.
Funkee (f — f(x))? je pro kaZdé fe # z testovaciho prostoru; déle

w(f = 1(x))?) = 0.

UZitim zndmé uvahy z teorie miry (srv. [6], str. 225 a véta 2.5.2) dostavdme pro nosi¢
S, miry u inkluzi

S, e N{xeX; f(x)= f(x)}.

feF
Oddélovani bodii pak dava
S, = {x}

a kone¢né u = ¢,, nebot (1) = 1. (Pfimy, ale del3i diikaz Ize provést elementdrn& na
zakladé myslenek uzitych v dikazu tvrzeni 3.)

Je-li specidlné X kompaktni podmnozina R*, k = 1, 2, ..., mGZeme za & volit mnozi-
nu {py, ..., i}, kde py, ..., p, opét znamenaji soufadnicové funkce. Tedy J je pak
mnoZina

{19 P1’ ey pk’ pf’ ] plf} *

Dokonce Ize redukovat pocet testovacich funkci a uvaZovat testovaci mnozinu

'9— = {1, pl’ LERE] pk, P% + e + Pi} .

V obou pfipadech staci aplikovat tvrzeni 3:

b= 30 - 2o

je nezaporna funkce z lin 7, kterd ma v x jediny nulovy bod.
Prvni Korovkinova véta je specialni pfipad tohoto vysledku. Pro X = [a, b] = R
je py = id a tak se tedy dostdvame k testovaci mnozZing {1, id, id*}.

4. Geometricka interpretace

Budeme se nyni zabyvat nejdalezitéj$im ptrikladem Choquetovy hranice a jeho vztahu
ke studované problematice.

Uvazujme kompaktni konvexni mnozinu C v R*. Pak C obsahuje s kazdymi dvéma
body usecku, kterd je spojuje. Jako v ptikladu 4 uvaZujme testovaci mnozinu

‘a/-C = {1’ | STRERY pk} .
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Potom testovaci prostor lin I ¢ je prostor A(C) restrikci na C afinnich funkci na R,
tedy vSech funkci tvaru

k
= (X450 Xk) = % + Zl“jxj
j=

s redlnymi koeficienty.
Nechf a, b jsou body mnoZiny C a necht x je bod GseCky spojujici body a, b. Potom x
lze psat ve tvaru

x=2la+(1—-A)b,
kde A je realné Cislo z jednotkového intervalu. Tedy
=2+ (1 —2)e

je nezdporna Radonova mira na C spliiujici pu(r) = #(x) pro vsechny testovaci funkce
t € I ¢, takZe u je testovaci mira pro x. Je rovna ¢, pravé kdyz x = anebo x = b. Bod x
neni proto bodem Choquetovy hranice ¢, .C, pokud a # b a 0 < 2 < 1. To nastdva,
kdyz x je bodem useCky v C, ne vsak jejim krajnim bodem. Body z C, které mohou byt
jenom koncovymi body tuseCek v C, se nazyvaji extremdlni body mnoziny C. Jsou to
pravé ty body x € C, pro né&Z je mnozina C \ {x} konvexni. Ozna¢ime-li ex C mnozinu
vSech extremalnich bodti mnoZiny C, dokazali jsme pravé, ze d,.C je podmnozina
ex C. Dokonce viak plati rovnost:

Tvrzeni 4. Pro kaZdou kompaktni konvexni mnoZinu C = R a testovaci mnoZinu
'ng = {13 Pis-evs pl\} plati

(17) 07.C=exC.

Tento vysledek zde nebudeme dokazovat, étendfe vSak edkazujeme na Choqueta [9],
§ 29 ¢i Phelpse [19], § 6, kde je tvrzeni 4 uvedeno ve vétsi obecnosti. Elementdrni uvod
do studia ex C lze nalézt v Jacobsovi [14].

Vratme se nyni k obecné situaci kompaktniho metrického prostoru X a testovaci
mnoziny 7 < %(X). Kromé& podminky (4), Ze konstantni funkce 1 patfi do 7, budeme
nyni poZzadovat, aby J byla koneénd mnoZina oddélujici body:

18 T ={1,1t, ..., 4,}.
1 ki
(P¥ipad 7 = {1} je nezajimavy, nebot rovnost ¢;X = X muiZe nastat pouze v piipadé,

kdyZ 7 oddéluje body, tedy X obsahuje jediny bod.) Testovaci prostor ma pak kone¢nou
dimenzi. Koneénost 4 umoziiuje definovat spojité zobrazeni @ : X — R* vztahem

(19) d(x) = (1,(x), ..., 1,(x)) .
Jako spojity obraz X je ®(X) kompaktni mnoZina. Navic @ je prosté zobrazeni, nebot 7~
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oddéluje body mnoZiny X. Podle zndmé véty je tedy @ homeomorfni zobrazeni X na
&(X). Vnotili jsme tak X homeomorfné do k-rozmérného euklidovského prostoru R*.

Vztah mezi nasi novou situaci a pfipadem uvaZovanym v tvrzeni 4 se ozfejmi, budeme-
-li uvaZovat konvexni obal C kompaktni mnoziny ¢(X) v R*. Tento konvexni obal je
také kompaktni (srv. [24], v&ta 3.10, str. 40), takZe dostdvime kompaktni konvexni
mnozinu v R¥, kterd je (X, 7) pfifazena velmi pfirozenym zptisobem. Pomoci této mno-
ziny C muzeme dat novou a snadnéji pochopitelnou interpretaci Choquetovy hranice
07-X.

Tvrzeni 5. Pro kaZdou testovaci mnoZinu I = {1, t, ..., tk} oddélujici body mno-
Ziny X plati

(20) P(C,;X)=exC,

kde @ : X — R* je zobrazeni (19) a C je konvexni obal mnoZiny ®(X).

Jinak feCeno: Bod x e X patii do Choquetovy hranice 05X, pravé kdyZz je @(x)
extremalni bod mnoziny C.

Omezime se na naznak dikazu. Pomoci @ miZeme pievést testovaci funkce t, = 1,
ty, ..., ty na ¥(X): funkce u; = t; o #~' na $(X) odpovida funkeci t;. Pak je u, kon-
statni funkce 1 a u; je j-t4 soufadnicova funkce na ®(X), j = 1, ..., k, nebot pro kazdy
bod y € #(X) a jeho vzor x = @~ '(y) plati podle (19)

u(y) = t)(x) = p(o(x)).

Testovaci mnoZina J se tedy pfevadi na restrikci na @(X) testovaci mnoZiny J ¢
2 tvrzeni 4. Homeomorfismus @ : X — &(X) také pfevadi pfirozenym zpisobem kazdou
testovaci miru pro x (vzhledem k ) na testovaci miru pro @(x) (vzhledem k 7¢), kterd
viak je nesena mnoZinou ¢(X). Dale Ize tvrzeni 4 zesilit tak, Ze ex C je mnozina viech
bodii y € C, pro néZ je ¢, jedind testovaci mira pro y (vzhledem k ¢), ktera je nesena
mnozinou @(X). Odtud plyne tvrzeni 5. Podrobnosti je moZno nalézt v [2] a [9].
UtZiteCnost tvrzeni 5 pro nasSe problémy spociva v tomto dusledku:

Korolar. Za situace z torzeni 5 jsou viechny funkce z (X) Korovkinovy funkce
vzhledem k , prdvé kdy?

(21 ?(X) =exC.

Staci si poviimnout, Ze 0,X = X je ekvivalentni s #(0,X) = &(X), a tedy podle (20)
s rovnosti ®(X) = ex C. Vysledek pak vyplyva z véty 2.

Rovnost (21) ndm v konkrétnich pfipadech umoZiiuje rozhodnout na zakladé geo-
metrickych uvah, zda pro danou testovaci mnoZinu jsou viechny spojité funkce Korovki-
novy funkce.

Pfiklad 6. Necht X je kompaktni interval [a, b] v R a J = {1, t} je testovaci mno-
%ina o dvou prvcich. Kdy? kazd4 funkce v 4([a, b]) je Korovkinova funkce vzhledem
k 7, funkce t musi oddélovat body. Odpovidajici zobrazeni @ : X — R se rovna t.
Jako spojity obraz kompaktniho intervalu je také &(X) = #(X) jisty kompaktni interval
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[c, d] v R; je to tedy konvexni mnoZina rovna svému konvexnimu obalu C. Extremalni
body intervalu [c, d] jsou koncové body c, d. Tedy &(X) = ex C plati, pravé kdyz
@(X) a tim X obsahuje pravé jeden bod.

Pravé jsme dokdzali, Ze na kompaktnim intervalu [a, b], ktery se neredukuje na jediny
bod, neexistuje Zadnd testovaci mnoZina J = {1, t} sestdvajici z pravé dvou prvka
tak, Ze viechny funkce z %(X) jsou Korovkinovy funkce. To ukazuje, Ze pocet t¥i testo-
vacich funkci v prvni Korovkinové vét€ je minimalni. Tento vysledek se oznaduje jako
tfeti Korovkinova véta.

Pfiklad 7. Necht X je kompaktni interval [a, b] v R takovy, Ze a < b. UvaZujme
testovaci mnoZinu

I ={1,id, u},
kterd vznikne z testovaci mnoziny v prvni Korovkinové vété¢ zdiménou funkce id? za

zatim libovolnou funkci u € %([a, b]). MnoZina J oddéluje body, protoZe jiz pod-
mnozina {id} odd&luje body, takZze maZeme uZit zobrazeni @ z (19). Dostaneme

d(X) = {(x, u(x)); xe[a, b]},

coZ je graf funkce u. Pfejdeme-li od mnoZiny ®(X) k jejimu konvexnimu obalu, dostava-
me situaci znazornénou na obr. 2.

Obr. 2.

X

Pouze tu¢né vyznalené &isti grafu jsou tvofeny extremalnimi body mnoZiny C.

Nyni je intuitivng jasné, kdy graf ¢(X) funkce u splyva s mnoZinou ex C viech extre-
madlnich bodd mnoZiny C. To nastdva, pravé kdyz je u bud ryze konvexni, nebo ryze
konkévni. Jako obvykle, u € €([a, b]) se nazyva ryze konkdvni, jestlize nerovnost

u(x) + (1 — D u(y) <u(@@x + (1 —2)y)
plati pro vSechny body x, y spliiujici podminku a £ x < y £ b a v8echna A, pro néz
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0 < A < 1. Funkci u nazyvame ryze konvexni, kdyZ —u je ryze konkavni. Dostavime
se tak k tomuto tvrzeni:

Tvrzeni 6. Necht u je spojitd redlnd funkce na kompaktnim nedegenerovaném
intervalu [a, b] v R. Vechny funkce z 4([a, b]) jsou Korovkinovy funkce vzhledem
k mnoziné I = {1, 1d, u}, prdavé kdyZ je u ryze konkdvni nebo ryze konvexni.

Diikaz (ne pfili§ obtizny) pfenechdvdme C&tendfi a spokojime se s geometrickym
nazorem.

Vysledek objasiiuje roli funkce id? v prvni Korovkinové vét€. Tato funkce je ryze
konvexni. Podle tvrzeni 6 by mohla byt zaménéna jakoukoli jinou ryze konvexni funkci,
napf. exponencidlni funkci x — e*. Dikaz prvni Korovkinovy véty ptedloZzeny v uvodu
samoziejmé po této zameéne selZe.

Pfiklad 8. Uvazujme kompaktni konvexni mnoZinu C, v R* majici uzavienou
(tj. kompaktni) mnoZinu extremélnich bodd X, = ex C,. Podle (19) je ®: X, —» R*
identické zobrazeni, pokud volime za testovaci mnoZinu

={1,pg, .0 D} -

Zde p; je opdt restrikce j-té soufadnicové funkce na X,. Konvexni obal mnoZiny X, =
= @(X,) (dtive oznatovany C) splyvé s C,. To plyne z klasické Minkowského véty nebo
z Krejnovy-Milmanovy véty (srv. [9], [13], [19], [24]), podle niZz je C, konvexnim
obalem mnoZiny svych extremalnich bodd. Plati tedy ®(X,) = X, = ex C,. Korolar
za tvrzenim 4 pak dava: Viechny funkce z €(X,) jsou Korovkinovy funkce.

Tento pfipad zahrnuje pfiklad 4 jako specialni pfipad. Jestlize bodem x € X prochazi
opérnd nadrovina, tj. existuje linedrni forma I na R tak, ze

I(x) £ I(x’) proviechna x'eX,

potom X, a tedy také konvexni obal C mnoziny X jsou obsaZeny v konvexnim polo-
prostoru tvofeném viemi x’ € X_spliiujicimi /(x') = a, kde « = I(x). Nadrovina

H={xeR; I(x')=a},

je tedy opé€rna nadrovina mnoZiny C. Takov4 nadrovina vZdy obsahuje alespoii jeden
extremalni bod, nebot — jak jsme se zminili v &4sti 2 v souvislosti se zavedenim Choque-
tovy hranice — I nabyvd svého minima « na C v nékterém bodé z 0,.C = ex C. Avsak
v ptikladu 4 nadrovina H protne X pouze v jediném bod¢€; totéz je pravda, kdyZ X nahra-
dime mnozinou C. Proto x musi byt extremalnim bodem mnoiiny Caplati X c ex C.

Dokonce plati rovnost, nebot kazdy bod c € C lze psat Jako c= Z Ajx; pro ruzné body
Xy, ... X, € X a koeficienty 4, = 0, ..., A, = 0 spliiujici Z Aj = 1 Jednoduchy vypocet

ukazuje, Ze ¢ mize byt extremdlnim bodem mnoZiny C, prave kdyZ A; = 0 pro viechny
indexy j € {1, ..., r} s vyjimkou jednoho.
Pfiklad 9. Poslednim pfikladem chceme ukdzat, Ze tvrzeni 5 vede za sloZitéj$ich
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situaci k jednoduchému uréeni Choquetovy hranice. Uvazujme X =[—1,1] v R
a J = {1, id, id’} jako testovaci mnozinu. Pfiklad 7 ukazuje, Ze ®(X) je grafem funkce
x > x3, dobfe znamé kubické paraboly. V tomto ptipadé je tfeba obr. 2 nahradit obr. 3.
Extremélni body C = conv ®(X) jsou viechny body (x, x*) e R?, kde xe [— 1, —3] U
u 4, 1]. Podle tvrzeni 5 je pak [—1, —3] U [4, 1] Choquetova hranice mnoziny
[—1, 1] vzhledem k .Cist& analyticky dikaz zaloZeny na tvrzeni 2 nebo dokonce na
vztahu (12) je mnohem sloZit&jsi.

Obr. 3. A

5. Bibliografické poznimky

Proslavené tfi Korovkinovy véty se poprvé objevily v [15] a ponékud pozdgji v knize
[16]. Aparét uZivany v tomto Eldnku — zejména zavedeni prostoru J * viech J -afinnich
funkei (p@ivodné byly nazvany J -harmonické funkce) a rovnéZz vlastnosti Choquetovy
hranice v&etn& geometrické interpretace — pochdzi z autorova &lanku [2], kde byl
zaveden v souvislosti s problémy teorie potencidlu. Uvadi se tam jiz pfiklad 1, ale bez
vztahu k teorii aproximace. Sagkin [20] jako prvni zkoumal pro p¥ipad kone¢né mnoziny
testovacich funkci na kompaktnim metrickém prostoru X podminky zarudujici, Ze
viechny funkce z €(X) jsou Korovkinovy funkce. Tam se implicitn& objevuje souvislost
s Choquetovou hranici. Explicitné se tato souvislost vyskytuje ve Wulbertové ¢lanku
[27], kde se podobn¢ jako u Saskina [21] uvaZuji posloupnosti (L,) (ne nutné neza-
pornych) kontrahujicich operatord L, : %(X) —» %(X). Vyznam prostoru J* viech
T -afinnich funkei rozpoznali Saskin [22] a Baskakov [1], i kdyZ jen pro obdobny ptipad
bodové konvergence. Metody tohoto €lanku byly rozvinuty v autorové &lanku [3]

324



a nezavisle v prakticky stejné dob& Berensem a Lorentzem [7]. Tam zejména lze nalézt
vétu 1. Jiny jeji diikaz pochazi od Saskina [23]. Vétsina piikladd v tomto &lanku pied-
stavuje Cast folkloru okolo Korovkinovych vét.

Dalsi zkouméni této problematiky lze nalézt v [3], [4], [7] a rovnéZ v t&chto pracich:
Donner [10], [11], Grossman [12], Kutateladze [17], Leha [18] a Wolff [25], [26].
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Poznamka piekladateli

Na zadatku lofiského roku udélila Americkd matematicka spole¢nost H. Bauerovi za tento ¢lanek
Chauvenetovu cenu za obdobi tii let (1976—1978). Je to cena za nejlepsi anglicky psany matematicky
¢lanek piehledného charakteru — vloni byla udélena jiZ po osmadvacaté od r. 1925. Jejim hlavnim
cilem je stimulovat tvorbu prvotfidnich, hezky a srozumitelné napsanych ¢lanka toho typu, ktery si
s chuti pfe¢tou vSichni matematici. Mezi nositeli Chauvenetovy ceny je fada zndmych odbornikd,
napf. P. R. HaLMos, M. Kac, F. TREVES, P. D. LAx a dalsi. Ocenény ¢lanek je v podstaté prekladem
[5] a byl oti$tén v The American Mathematical Monthly 85 (1978), 632—647. Clanky ocen&né dfive
Chauvenetovou cenou byly vydany v r. 1978 ve dvojdilném sborniku ,,The Chauvenet Papers*‘.

Profesor H. Bauer se narodil r. 1928 v Norimberku. Studoval v Erlangenu a v Nancy a po ziskani
doktoratu v r. 1953 plsobil nejprve v Erlangenu jako asistent a pozdéji v Hamburku jako docent
a profesor. Od r. 1965 je profesorem na univerzité v Erlangenu-Norimberku.

H. Bauer pUsobil na fad€ zahrani¢nich univerzit a je ¢lenem mnoha védeckych instituci. V minulém
roce byl na kratké navs$tévé na MFF UK v Praze.

Védecka aktivita prof. Bauera je velmi rozsahla. Je autorem vice neZ 50 praci, jejichZ spektrum se
pohybuje od teorie integralu pfes funkciondlni analyzu (konvexita, teorie aproximace) k teorii po-
tencialu a markovskych procesti. Napsal uCebnice z pravdépodobnosti a teorie miry, z teorie integralu
a o abstraktni teorii potencialu.

J. C. Maxwell
a dovrSenie klasickej elektrodynamiky

Rudolf Zajac

Pred 150 rokmi, 13. jina 1831, sa narodil v rodine Johna Clerka Maxwella v Skétskom
Edinburgu jeden z velikdnov fyziky James Clerk Maxwell. Pokroky matematiky, fyziky
a astrondmie uverejnili pred dvomi rokmi ¢lanok o Zivote a diele J. C. Maxwella pri
prileZitosti 100. vyrogia jeho smrti [6]. (J.C. Maxwell zomrel na rakovinu zalidka 8. no-
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