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Novy pohled na algoritmickou matematiku

Ldszlé Lovdsz

Uvod

Rozvoj pocitacit je asi jediny zdsadni technicky pievrat tohoto stoleti. Je pfirozené,
Ze se dotkl i tak izce souvisejicich odvétvi v&dy, jako je matematika a jeji vyuka. Je také
pfirozené, Ze ve vSech oborech, které se dostaly do styku s rozvojem pogitacti, se zacalo
bouilivé diskutovat. Diskutujici m&li nejrizn&j$i ndzory: extrémni i umirnéné, progre-
sivni i konzervativni. M4 algoritmickd matematika v&étsi cenu neZ klasickd strukturng
orientovand matematika typu véta — ditkaz? Nebo jenom zakryvéd podstatu v&ci tim,
Ze je d€ld komplikovan&jsi, neZ je tfeba ? Vede vyuka algoritmi k lep§imu pochopeni

Preklad pfednasky Algorithmic Mathematics: An Old Aspect with a New Emphasis, pfednesené
na plenarnim zasedani ICME 6. P¥eloZila HELENA NESETRILOVA.

Autor, L. LovAsz (1947), je profesorem na E6twosové univerzit€ v Budapesti a na Princetonské
univerzit€. Je autorem fady vyznamnych vysledki v matematice i computer science. Jeho hlavnimi
obory jsou kombinatorika, teorie grafli a teorie sloZitosti.
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podloZené struktury nebo se toho spiSe dosdhne abstraktngjs§im a elegantn&j§im vykla-
dem ? Je algoritmicky zpiisob Zivota nejlepsi (Maurer 1985) nebo je aplikovand matemati-
ka prost& $patnd matematika (Halmos 1981) ? Maji se pogitate zavést do vyuky mate-
matiky na zékladnich (stfednich) skoldch ?

Nebudu se snaZit odpov&det na viechny uvedené otdzky. Mym cilem bude pokusit se
ukdzat, Ze algoritmickd matematika (na kterou se diky pocita¢iim soustfedila pozornost,
ale kterd existovala a méla vyznam i pied rozvojem poé&itacii!) nepfedstavuje antitezi
ke klasické matematice typu ,,véta — dikaz‘. Naopak, algoritmickd matematika obo-
hacuje n&kterd klasickd odv&tvi o novy pohled, nové druhy problémi a nové zptisoby,
jak je fesit. Tedy: ne algoritmickd matematika nebo strukturdlni matematika, ale algo-
ritmickd a strukturdIni matematika !

Vzijemné ovliviiovdni mezi algoritmickou a strukturdlni strdnkou matematiky je
rozmanité, zminim se jen o dvou nejdilezitéjSich smeérech. Ndvrhy i analyza algoritmi
a studium algoritmické FeSitelnosti na jedné strané pouZivaji stdle podstatnéj§im zpiso-
bem ndstroje klasické strukturdlni matematiky a na druhé strané algoritmicky pohled md
stdle zdsadnéjsi vliv na mnoho odvétvi klasické matematiky.

Dovolte mi nékolik ptikladi. Ziejmé& prvni p¥ipad, kdy byl pojem ,,algoritmu‘
definovdn natolik presn&, aby bylo moZné ptdt se po ,,algoritmické Fesitelnosti‘, byl po-
jem geometrické konstrukce pomoci pravitka a kruZitka, formulovany feckymi geometry.
Na tomto pfipadu je z matematického hlediska zajimavé to, Ze existuji konstrukéni
tlohy obojiho typu, feSitelné i nefesitelné.

Névrhy konstrukénich algoritmi motivuji geometrii uz dlouhou dobu, pfispély i k roz-
voji dileZitych ndstrojii (které jsou uZitetné také nezdvisle na konstrukénich dlohdch),
jako je inverze nebo zlaty fez. Diikaz nefesitelnosti zékladnich konstrukénich tdloh
(trisekce hlu, konstrukce &tverce, jehoZ plocha je rovna plose daného kruhu, konstrukce
krychle s dvojndsobnym objemem, konstrukce pravidelného sedmithelnika atd.) viak
tento vliv ilustruje dramatiétéji. Takové negativni vysledky byly pro feckou matematiku,
a jesté dlouho po ni, nedostupné. Dokédzat nebo jenom formulovat tyto tlohy tak presné,
aby byly pfistupné matematickym metoddm, vyZadovalo totiZ pojem redlného &isla
a podstatnou ¢dst moderni algebry. Moderni algebra byla vlastné inspirovdna snahou
dokdzat takové negativni vysledky; mimoto podstata toho, Ze nelze zkonstruovat jisté
obrazce a nefeSitelnost rovnic alespoii 5. stupné, je stejnd.

Jako daldi ptiklad uvaZme pojem prvodisla. Stafi Rekové studovali také tato &isla
a dokdzali n&které jejich zdkladni vlastnosti. Také teorie prvodisel, krdsnd, ale velice
t&7kd, byla b&hem vyvoje moderni matematiky jednim z hlavnich smé&ri (i inspiraci
pro mnoho sméri dal§ich). Zdkladni algoritmickd tloha se vSak dostala do popredi
zdjmu aZ s rozvojem pocitatl nebo spiSe se vznikem teorie vypocletni sloZitosti. Jde
o ulohu zjistit, je-li dané ¢islo prvocislo a v pFipadé, Ze neni, najit jeho prvociselny
rozklad. (UZ matematici v 18. a 19. stoleti, zvld5t& Gauss, provdd&li rozsdhlé vypolty
tykajici se prvodisel a nalezli vtipné triky, kterymi si v prdci pomdhali. Své algoritmy
viak zjevn& nepovazovali za matematické V)'/slcdky.)

Ve vypodétech maji tyto otdzky velmi duleZité aplikace a jednoduché elementdrni
postupy, jak je fesit, zdaleka nejsou uspokojivé (v praxi je tfeba uvaZovat &isla az s ng-
kolika sty ciframi). P¥ibliZn& b&hem poslednich 10 let se k vyfeSeni téchto otdzek pouZi-
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vaji stdle ndroénéjsi iseln& teoretické metody, pomoci kterych se navrhuji stdle dimysl-
néjsi a vykonnéjsi algoritmy.

Vsimnéte si, Ze vzdjemnd interakce mezi matematikou a algoritmy se v téchto dvou
piikladech li§i. V prvnim piipadé mdme jisty pojem ,,algoritmu* (konstrukéni postup)
a chceme dokdzat, 7e nestadi k FeSeni jistych tloh. Takové problémy mohou byt velice
t&7ké a jak ukazuje i nd§ priklad, jejich dikaz miiZe vyZadovat netrividlni matematiku
nebo dokonce vznik zcela novych oborii. Teorie vypoétii je dnes plnd nevyfeSenych
problémi podobného druhu. Je k dispozici jen velmi mdlo metod, pomoci kterych lze
dokazovat negativni vysledky o algoritmické FeSitelnosti problémi, zvld§té tam, kde
jsou na algoritmus kladena rtiznd omezeni, napiiklad na spotiebu vypocletniho casu.
Informatika*) je v takovych pfipadech ,externim‘ uZivatelem matematiky: doddvd
téZké problémy, které je tteba modelovat a fesit podobné jako téZké problémy v mecha-
nice nebo astronomii.

Ve druhém ptikladé pronikd informatika do klasické matematiky tak, Ze klade staré
otdzky z nového zorného tihlu. Casto tim zpiisobem, 7e poZaduje konstrukci tam, kde
klasickd teorie dodala ,,Cisty* existenéni diikaz. Jindy se poZaduje efektivni metoda tam,
kde je k dispozici ,,teoreticky koneénd‘‘ analyza vSech pfipadii (jako v tloze testovdni
prvodiselnosti). N&kterym oboriim (nap¥. teorii grafit) vtiskl tento vyvoj zcela novy ré-
mec (viz Lovdsz 1986). Ve své pfednd3ce bych se chtél soustfedit na vyvoj v tomto sméru.

Novy pohled na né€které zdleZitosti v klasické matematice vyvoldvd jisté i vyzvu
k matematické vychov&. Zavedeni po&itatit do vyuky (na jakékoliv urovni) je jen velmi
Sdstedné Fedeni. Chtél bych uvést nékolik svych poznimek o tom, jak lze nahlizet na
uvedené otdzky. Jsem viak presvédlen, Ze bude tieba jesté hodn& experimentdlni i teore-
tické préce, neZ budou hlavni rysy vhodného feSeni jasné.

1. Novy pohled na nékteré staré vysiedky

Aproximace iraciondlnich &isel pomoci &isel raciondlnich méd dlouhou historii.
Predpoklddejme, 7e mdme redlné &islo «, které chceme aproximovat raciondlnim Cislem
s malym jmenovatelem. Prvni, triviélni zpiisob je zaokrouhlit: vezmeme libovolné celé
kladné ¢&islo g a souéin qa zaokrouhlime na nejbliZsi celé ¢islo p. Potom p/ q je pfijatelnou
raciondlni aproximaci «, presnéji

a—gsg

q

1
2q '

Lze tento vysledek zlepSit v tom smyslu, e 2 nahradime néjakym celym kladnym
dislem Q ? Presnéji fe€eno, miiZzeme pro dané redlné Cislo a a celé kladné &islo Q nalézt
raciondlni &islo p/q takové, Ze |« — p[q| < 1/Qq? Je ziejmé, Ze v tomto pripad® uz
nelze g zvolit libovolné; jaké v§ak musi byt ?

Dirichletova véta tvrdi, Ze pro kazdé dané redlné ¢&islo « a celé kladné Cislo Q lze

*) V anglickém originalu ,,computer science*‘ (pozn. prekl.).
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najit celd cisla p a q takovd, 2e 0 < g £ Q a |« — p[q| £ 1/Qq. Jinymi slovy, Ze
gz — p| < 1/0.

Toto fundamentdlni tvrzeni md dva zdkladni dukazy, které bych zde chtél rozebrat,
abych ilustroval rozdil mezi algoritmickym a nealgoritmickym pfistupem.

Prvni dukaz: Uvazme Q + 1 disel

G — [Oc], 1 — [1o], ..., Qu — [Qu].

Viechna tato Cisla leZi v intervalu [0, 1), takZe rozdil mezi n&jakymi dv€ma z nich,
feknéme ke — [ka] a lo — [la], (0 < k < I < Q), je mensinez 1/Q. Necht g =1 — k
ap=[la] — [ka]. Pakg < Qa

lgo = p| = (1 = k)« = ([Ie] — [ka])| = |(kee = [ka]) = (loc = [Ia])] < 1] .
Raciondlni &islo p/q tedy dokazuje Dirichletovu vétu.

Druhy dikaz (ndstin): Je dobfe zndmo, Ze ka7dé redlné &islo o Ize vyjddFit ve tvaru
Fetézového zlomku

a=ao+
a1+
a, +

1

as + ...

Tento rozvoj miiZe byt konedny (je-li & raciondIni) nebo nekonedny (je-li o iraciondlni).
Jako priklad uvedme rozvoj

18—1=1+§=1+21;=1+ 11
+3 2 +
1+14
a
1 1 1
2=1+(2-1)=1+ =14 — =14
v M ) J2 41 2+ (W2-1) 1
, 2.,.______1_
2+
2 4...

Ukongime-li rozvoj do tvaru fetézového zlomku v k-tém kroku, dostaneme raciondlni
dislo
1
- .
9k a + —
1

a, + ... + —
ay

Toto raciondlni ¢islo se nazyvd k-té pfibliZeni o a lze o ném dokdzat ¥fadu zdkladnich
tvrzeni. Zde budeme potfebovat to, ze pk/qk je velmi dobrou aproximaci «,
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Pl o 1
dx 4Q
tzn. 7e raciondlni &islo pi/dx Vyhovuje podminkdm Dirichletovy véty.

Ktery z obou dtikazil je ,,lepsi“? Prvni diikaz je nepochybné mnohem jednodusii;
je nejenom kratsi, ale nevyuZivd ani Zddnd dalSi tvrzeni, zatimco druhy dikaz se opird
o tvrzeni z teorie fetézovych zlomkd.

Ale dejme tomu, Ze chceme zmin&né raciondlni &islo také majit. NeZ zaCneme tuto
otdzku rozebirat, musime si ujasnit, jak je zaddno a. Ted chceme dostat algoritmus, bude
proto vyhodné&jsi piedpoklddat, Ze « je zaddno v n&jakém koneéném explicitnim tvaru.
Predpoklddejme, Ze a je raciondlni, fekndme o = a/b. Musime pFirozen§ pfedpoklddat,
Ze Q < b, protoZe jinak by byla aproximace trividlni.

Jaky algoritmus se dd odvodit z prvniho ditkkazu ? Prvni dikaz fikd, Ze je tfeba utvofit
viechna &isla ka — [ka], nalézt dv& z nich, kterd jsou blizko sebe, ... Ale kdyZ uZ budeme
chtit v§echna takovd éisla skuteéné vytvofit, dd ndm stejnou préci zjistit, které z nich je
mensinez 1 / Q. Proni ditkaz tedy neposkytne 2ddny netrividlni algoritmus, pomoci které-
ho by bylo mozné najit raciondlni ¢islo, jehoZ existenci zarucuje; v tomto smyslu je to
,,Gisty existen¢ni diikaz.

(Lze namitnout, Ze strukturdlni vhled, ktery ziskdme z prvniho diikazu, lze rozvinout
dale tak, abychom ziskali efektivni algoritmus. To vSak vyZaduje hlubsi pochopeni
a dalsi préci.)

Je druhy diikaz z tohoto hlediska lepsi? Kolik préce dd vypodet rozvoje do tvaru
fetézového zlomku ? UkdZeme, Ze ziskat tento rozvoj je nejenom jednoduché, ale také
to, Ze na jeho pouZiti v aproximaéni iloze neni nic nepfirozeného.

Predpoklddejme, Ze chceme najit dobrou raciondlni aproximaci néjakého d&isla a.
V prvém pkibliZeni bychom mohli pouZit raciondlni &islo a,/1, kde a, = [a]. Abychom
ziskali lep$i aproximaci, musime aproximovat chybu x; = « — a,. Nahradme tuto chy-
bu pfevrdcenou hodnotou a tu aproximujme celou &ésti a; = [1/x,]. Vzhledem k tomu,
Ze x, je Gislo mensi neZ 1, je tato myslenka velmi pfirozend. Druhd aproximace je zatiZena
chybou x, = (1/x;) — a;. Vezm&me opét pfevracenou hodnotu, atd. Celd kladnd &isla
ag, Ay, ..., kterd timto zplisobem dostaneme, jsou pravé koeficienty rozvoje « do tvaru
fetézového zlomku.

Je-li @ = afb, dostaneme a, tak, Ze a délime b se zbytkem, pak a, je podil a je-li
r zbytek, chyba x; = r[b. 1/x; je tedy raciondlni &islo b/r, pro které zopakujeme cely
postup provdd&ny v prvnim kroku pro a/b. Je jasné, Ze tento postup md konedny podet
krokt a rozvoj a do tvaru fetézového zlomku je tedy moZny. Zbytek dikazu ddvd jedno-
duchy ndvod, jak najit raciondlni &islo, které je hledanou aproximaci.

(MozZnd si n&ktefi moji &tendfi v tomto mist& viimli, Ze pro to, abychom ziskali rozvoj
raciondlniho &isla do tvaru fetézového zlomku, provddime zcela stejné aritmetické ope-
race jako v eukleidovském algoritmu, ktery se pouZivd k vypoltu nejvétsiho spole¢ného
délitele a a b.)

Druhy ditkaz je tedy pouze analyza velmi prFirozeného iterativniho algoritmu
k hleddni lepsich a lepSich aproximaci néjakého cisla.

o —

IIA

’

Je v8ak tento algoritmus lep$i neZ trividlni algoritmus, odvozeny z prvniho dikazu ?
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Odpovéd zni: je mnohem lepsi. Podet krokd v rozvoji a/b do tvaru fetézového zlomku
(nebo ekvivalentng: pocet krokt eukleidovského algoritmu pi¥i vypodétu nejvétsiho spo-
leéného délitele (a, b)) je tm&rny podtu cifer a a b; potet krokii prvniho, trividlniho algo-
ritmu je umérny Q, které miZe byt i tak velké jako b. Jsou-li a, b a Q stocifernd Cisla,
potiebuje prvni algoritmus 10'°° kroki, zatimco druhy algoritmus mén& neZ 500.

B&iny zplsob, jak méfit rychlost algoritmu, je srovndvat podet bitovych operaci
s poStem bitii potfebnych k zdpisu vstupu. k-bitové celé &islo (&islo, které md v bindrnim
zdpisu k bit) zv&tiuje tedy délku vstupu o k. V uloze diofantické aproximace je délka
vstupu rovna poctu bitl a, b a Q, coZ je v podstaté log,a + log,b + log,Q. V tomto
vypoétovém modelu ovliviiuje délka Cisel také ¢as potfebny k provedeni jedné aritme-
tické operace. Napriklad ndsobeni dvou k-bitovych celych &isel metodou, kterd se vyucuje
na $koldch, vyZaduje zhruba k? bitovych operaci, takovd operace tedy prodluZuje dobu
vypodtu o k2.

Mezi algoritmy, pro které Cas potiebny ke zpracovdni vstupnich dat roste s délkou
vstupu polynomidlné nebo rychleji, je podstatny rozdil. Polynomidlni algoritmy byvaji
po matematické strdnce zajimavé a obvykle — i kdyZ ne vZdy — také prakticky pouZi-
telné. Metoda ,,hrubé sily*, kterd spocivd v uvdZeni viech moZnosti, vede ¢asto k expo-
nencidln& mnoha p¥ipadiim, které je tieba probrat (vechny podmnoZiny dané mnoZiny,
atd.), a tedy také k exponencidlng rostoucim &asovym ndrokiim. Algoritmus zaloZeny
na prvnim diikazu pracuje v exponencidlnim ase, algoritmus zaloZeny na druhém
diikazu je polynomidlné ¢asové omezen.

Lze tedy Fici:

Proni ditkaz je existencni ditkaz. Je elegantni a krdtky, ale neddvd algoritmus pro
nalezeni aproximace. ,,Dotdhnout ho do efektivniho algoritmu pfedpoklddd nové nd-
pady a dal$i prdci.

Druhy dikaz neni nic jiného neZ analyza elegantniho, pfirozeného a efektivniho
algoritmu pro konstrukci dobré aproximace. Zjistit kvalitu aproximace vSak pred-
poklddd dalsi prdci.

Prvni dikaz Ize snadno zobecnit pro pfipad simultdnni aproximace nékolika C&isel
raciondlnimi &isly se spolenym jmenovatelem. Pro tento pfipad Ize n€kolika zplsoby
zobecnit také algoritmicky dikaz (fetézové zlomky). Z4dné z téchto zobecnéni viak neni
tak elegantni a neddvd tak dobrou aproximaci jako zobecnéni prvniho ditkazu. Pro
tlohu simultdnni diofantické aproximace nebyl dosud nalezen algoritmus, ktery by
v polynomidlné omezeném Case dokdzal najit raciondlni &isla, kterd pfedstavuji hledané
aproximace a jejichZ existence je zarufena pomérné jednoduchym zobecn€nim prvniho
dtkazu.

2. Nahlédnuti do teorie sloZitosti
VétSina z nds uZ se setkala s problémem formulovanym néjak takto: ,,Charakterizujte
mnoZiny (&isla, ), které maji tu vlastnost, Ze ***¢ a také se studentem, ktery provoka-

tivn€ odpovedél: ,,MnoZina m4d vlastnost ***, pravé kdyZ md vlastnost ***“, Je takovd
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odpovéd v porfddku? Co se stane, kdyZ bude student zastirat trividlni tvrzeni tim, e
trochu pfeformuluje vlastnost ***? Kdy zacind byt jeho odpoved netrividlni, a tedy
pfijatelnd ? Nebo jsou takové tivahy prost€ nesmyslné ?

Jeden z velkych usp&chi teorie vypodetnich procesti*) spoivd v tom, Ze je schopna
(alespoii pro velkou t¥idu struktur a vlastnosti) matematicky presné definovat, které
charakterizace jsou ,,dobré“ a které jsou viceméné jenom preformulovdnim pivodni
otdzky. V této predndSce neni pfirozen€ dost prostoru na vybudovdni této teorie.
Chté&l bych se viak pokusit ilustrovat uvedenou myslenku na jednom dileZitém piikladu.

UvaZme soustavu nerovnosti

agXy + ag2x, + ...+ A1pXy é b1
(1) AyXy + 5%, + .o + Aypx, S b,

Am1Xy + AmaXy + oo+ AppX, = bm .

ProtoZe nds zajimaji algoritmické aspekty, budeme predpoklidat, Ze nerovnosti maji
raciondlni koeficienty
Kdy md (1) fe3eni ? Zkoumejme ndsledujici dv& odpovédi:

Véta A. Soustava nerovnosti (1) md Feseni, prdvé kdy# soustava

au(ul b 1)1) + alz(uz - Uz) + ven + al,,(u,, - Un)

by
)] azi(uy — v4) + ay,(uy — v) + ... + ay(u, —v,) b

IA 1IA

2

Ay(uy — 1) + ay(uy — 0,) + oo + apy(u, — v,) £ by,
md nezdporné reSent.
Vé&ta B. Soustava nerovnosti (1) md feseni, prdvé kdy¥ soustava

a1 yr+ayy, + ...+ GpYn =0
Q12Y1 + A9, + oo F 2V =0
(3) :
A1a)1 + a2nY2 + .0+ AmnYm = 0
biyr + by, + .o+ bpym = —1
nemd nezdporné reSeni.
(Vsimn&te si, Ze na feSeni (3) se Ize divat jako na linedrni kombinaci nerovnosti v (1)
s nezdpornymi koeficienty (v;), kterd ddvd trividlng nefegitelnou nerovnost 0x; + ... +
+ 0x, £ —1.)
Obg véty vyjadfuji nutnou a postadujici podminku pro FeSitelnost (1). V&ta A je viak
v podstaté jednoduchy trik, jak ukdzat, Ze feSitelnost lze snadno pfevést na nezdpornou
felitelnost, zatimco vita B pfedstavuje dileZity vysledek (nazyvany Farkasovo lemma).
V &em je rozdil ?
Predstavte si, Ze jako priklad soustavy feSitelnych linedrnich nerovnosti chci v této
pfednd¥ce pouZit konkrétni pfipad (1). Jak vds mohu p¥esv&diit, Ze soustava je skutednd
fesitelnd ? Jednoduse, prosté vdm FeSeni ukdZu. Déle si pfedstavte, Ze chci pouzit jiny

*) V originalu ,,theory of computing** (pozn. prekl.).
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konkrétni ptipad (1), abych ilustroval nefesitelnou soustavu. Jak vds mohu presvédeit
o tom, Ze je skuteéné nefesitelnd ? Tim, Ze vyzkous§im v§echny moZné hodnoty pro viech-
ny proménné ? Tady Z4dny jednoduchy zpiisob neexistuje.

Pomohou mi nutné a postadujici podminky formulované ve vétdch A a B ? PouZiji-li
vétu A, musim ukézat, Ze (2) nemd nezdporné feleni, to viak neni o nic jednodussi nez
ptvodni tloha. PouZiji-li viak vé&tu B, stadi dokdzat, Ze (3) md nezdporné feleni a to
mohu udélat tak, Ze vdm jedno feSeni ukdZu. Podminka véty B md tedy tpln€ jinou lo-
gickou strukturu neZ ptivodni vlastnost a neZ podminka uvedend ve vété A.

Je tedy patrné, Ze velkd Cdst teorie grafli, optimalizace, teorie &isel, atd. md podobnou
strukturu. Dulezité vlastnosti grafi, éisel, ... jsou takové, Ze ma-li graf, Cislo, ... tuto
vlastnost, existuje jednoduchy zpisob, jak to dokdzat (napf. slozend &isla, &tyfbarevné
grafy, ...). Podstata je v tom, Ze tyto vlastnosti jsou definovdny existenci ur¢itého objektu
(Zislo je sloZend, jestlize md vlastniho d&litele, graf je Styfbarevny, jestliZe md dobré
obarveni Styfmi barvami, ...). Budu-li vds chtit presv&dcit, Ze &islo

617532176011725742711064069114397791170668109866281
je sloZené, staci, kdyZ vdm ukdZu délitele
7858321551080267055879091 .

(Musite si samoziejmé jesté ovéfit, Ze je to skuteéné délitel, ale k tomu, jak vime, staci
polynomidlné omezeny éas.)

Takové vlastnosti se nazyvaji NP-vlastnosti; byly pojmenovdny podle technické defi-
nice, ve které se hovoii o Nedeterministickych Turingovych strojich s Polynomidlng
omezenym Casem; presnou definici tu neni tfeba uvddét. Negace NP-vlastnosti je n€kdy
(ale ne vZdy!) zase NP-vlastnost. V&ty, které maji tvar takovych ekvivalenci, dasto pat¥i
k nejdalezit&jsim vysledkm v pfislu§ném oboru (jako napiiklad vyse uvedené Farkaso-
vo lemma). N&kdy se o nich mluvi jako o dobrych charakterizacich.

Tato klasifikace vlastnosti tizce souvisi také s algoritmy. VéEtSina vlastnosti, pro které
bychom chtéli najit algoritmus s polynomidlné omezenym casem, abychom je mohli
rozhodnout, patfi pfirozenym zpiisobem mezi NP-vlastnosti. Je-li vlastnost rozhodnutel-
nd polynomidlnim algoritmem, pak zdroveii tato vlastnost i jeji negace jsou NP-vlast-
nosti, tzn. Ze maji dobrou charakterizaci. Opa¢né tvrzeni platit nemusi: neni zndmo,
je-li kaZda dobre charakterizovana vlastnost rozhodnutelnd v polynomidlné omezeném
dase (pravdépodobn ne, ale jak uZ jsem uvedl, v této oblasti nejsou k dispozici prostfed-
ky, jak takové negativni vysledky dokdzat). Nalézt dobrou charakterizaci viak obvykle
znamend dileZity krok ke konstrukci polynomidlniho algoritmu. Tuto situaci dobfe
ilustruje priklad Farkasova lemmatu: polynomidlni algoritmus k rozhodovdni, m4-li
(1) FeSeni, byl nalezen témgF sto let po ditkazu lemmatu (Chagijan 1978, zndm4 elipsoido-
vé metoda).

V tomto &ldnku neni samoziejm& moZné zabyvat se teorii algoritmit podrobnéji.
Struéné jsem se zminil jenom o tom, co jsem potfeboval, abych zdiivodnil sviij ndzor
na to, jak bude asi vypadat novy rimec mnoha matematickych disciplin. (Pro ivod do
teorie algoritmé viz napf. Sedgewick 1983.)
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3. Co z toho vyplyva pro vyuku matematiky ?

Af uZ z toho vyplyvd cokoliv, mélo by se k tomu pfistupovat velmi uvdzlivé a umirnéné.
Myslim si, Ze vyuka matematiky by se mé&la (alespoii do jisté miry) orientovat tim smg-
rem, kterym se ubird matematicky vyzkum. Zvld§té v téch (vzécnych) pripadech, kdy se
od zdkladl méni cely rdmec oboru. Algoritmickd matematika k nim patii. Rozsah uplat-
néni algoritmického pohledu v klasické matematice vSak zatim vibec neni jasny a pod-
statng se 1i8i p¥ipad od p¥ipadu (a také od jednoho pfednéSejiciho k druhému). Napfi-
klad teorie grafli a optimalizace byly z hlediska vypodetni sloZitosti celé duikladn& pre-
pracovény; teorie Cisel a Gdsti algebry se prdavé z tohoto hlediska studuji, mnoho z4-
kladnich otédzek je vSak zatim bez odpovédi; v analyze a diferencidlnich rovnicich muZe,
ale nemusi, mit tento p¥istup tispéch, a zd4 se, Ze teorie mnoZin nemd s algoritmy mno-
ho spole¢ného.

Zkusenost s ,,Novou matematikou®, ipravou mnozinove teoretickych zdkladi ma-
tematiky pro niZ8i stupeti $kolni vyuky, nds varuje, Ze pfili§ ndsilné zmény mohou
vést ke $patnym konctim, a to i v takovém pfipadé, Ze je novy systém dobie zavedeny
ve vyzkumu i ve vysokoskolské vyuce. Dovolte mi proto jenom naznacit n€které myslen-
ky o vyuce algoritmi, i kdyZ — zdtlraziiuji — pred jakymkoliv pokusem o jejich zavedeni
v §irokém méfitku je nutné je diikladné prodiskutovat a vyzkouset.

V zdsad€ by bylo mozné vyucovat nékteré algoritmy a jejich analyzu pfiblizné ve
stejné dobg, kdy se ve vyuce poprvé objevi véty a jejich dikazy, tedy asi ve 14 letech. Jsou
samoziejm jisté algoritmy (pro ndsobeni, d€leni, atd.), které se v udebnich osnovdch
objevuji velice brzy. To jsou viak spiSe ndvody neZ algoritmy, jejich sprdvnost se ptiro-
zen& nedokazuje, ani se nezkoumd, jak jsou efektivni. Zdci se musi naugit (a procvidit si),
jak tyto jednoduché algoritmy provddét. Je to stejné jako vyudovat véty (axiémy) bez
diikazu nebo vyuCovat empirické védecké poznatky bez experimentil: je to sice nutné,
ale nevede to k opravdu hlubokému pochopeni.

Podle mého ndzoru zacind vyuka ,,algoritmiky* tam, kde se studenti uci algoritmy
navrhovat a ne je provddét. (Tato mySlenka je rozvedena napf. v Maurer 1984.) Na-
priklad eukleidovsky algoritmus je takovy, Ze ho mohou ,,objevit* sami studenti. Tak
jako dnes existuji rozsdihlé sbirky tiloh a cvifeni na algebraické identity, geometrické
konstrukce a elementdrni geometrické diikazy, vznikne ¢asem sbirka ,,uloh na ndvrhy
algoritm@‘. Kromé konkrétnich algoritmi by se studenti mé&li sezndmit také se zdklad-
nimi pojmy teorie algoritmil: vstup — vystup, spravnost a diikaz sprdvnosti, analyza
dasové a paméfové ndronosti, dobrd charakterizace, kterd je disledkem algoritmu,
algoritmus zaloZeny na dobré charakterizaci, atd.

Neékteré typy tloh na ndvrhy algoritmii, které by mohly pfichdzet v ivahu uZ na Grovni
stfedni §koly: enumera¢ni problémy, pro které neexistuje pfedpis v kompaktnim tvaru,
jednoduché optimaliza¢ni problémy v teorii grafii (napf. maximdlni nezdvislé mnoZiny
stromil, nejkratsi cesty, vytvofeni seznamu vsech klik, kruZnic, atd.), tfidéni a vyhleda-
véni, jednoduché (i kdyZ neefektivni) metody k ov&fovédni prvodiselnosti, rozkladu na
prvodisla a mnoho jinych tloh z teorie ¢isel, Gaussova eliminaéni metoda a dalii Glohy
z linedrni algebry, konvexni obal a dal3i jednoduché geometrické konstrukce v roving.

Pfechod k algoritmiCt&ji orientovanému vykladu na vysoké 3kole by pak mél byt
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snazsi a rychlejsi. UZ v soudasné dobé se na fadé& vysokych §kol vyuéuji:n‘ékteré predméty
(napf. teorie grafi) v podstaté algoritmicky. Souddsti vétsiny kursi z teorie grafii jsou
uz standardné algoritmy pro hleddni minimdlni kostry grafu, uréeni maximdlniho toku
v siti nebo maximdlniho pdrovdni. Vzhledem k tomu, Ze teorie vypoletni sloZitosti
sjednocuje pohled na mnoho zdkladnich tloh v teorii graft, je to zcela pfirozené. V ostat-
nich oborech je v souasné dobé situace trochu jind, i kdyZ né€které ulohy, jako je ovéfo-
véani prvodiselnosti nebo kryptografické protokoly, piedstavuji hezké aplikace pro velkou
édst klasické teorie &isel.

4. Pocitace a algoritmy

Chtél bych se nyni zamyslit nad pouZitim pocitadt pfi vyuce uvedenych témat. Je
pfitom tieba rozliSovat mezi algoritmem a jeho implementaci ve formé€ pocitacového
programu. Samotny algoritmus je matematicky objekt; program zdvisi na pocitadi
a/nebo na programovacim jazyce. Jistg, je tfeba, aby studenti poznali cestu od algoritmu
k programu, ktery lze spustit na po&itadi, ale neni nutné, aby vSechny algoritmy, o kte-
rych se udi nebo které navrhnou, byly implementovdny. Tato situace je (zase) obdobnd
jako v pripad€ geometrickych konstrukci pomoci pravitka a kruZitka: student musi né-
jaké konstrukce skute¢né narysovat, ale u dalSich miiZe stadit, kdyZ uvede matematické
feseni (protoZe smyslem neni naudit ho rysovat, ale dit mu moZnost aplikovat riizné
geometrické pojmy a vysledky).

Tady bych chtél varovat pfed nedostatky algoritmického jazyka. Neexistuje (dokonce
ani v odborné literatufe) jednotny zpiisob zdpisu algoritmii. Pokud je mi zndmo, jsou
v tomto smyslu stfedoskolské udebnice informatiky je¥t& mén& jednotné a &asto dokonce
vystfedn&jsi neZ odbornd literatura. Praxe se pohybuje od zcela neformdlniho popisu
aZz k programiim v konkrétnim programovacim jazyce. Ob¢ feSeni lze podpofit divody,
které mluvi v jejich prosp&ch, ji osobné& se viak pfikldnim k neformdlnimu popisu, pro-
toZe si myslim, Ze podrobnosti vlastni implementace ¢asto zakryji matematickou podsta-
tu véci. Chtél bych to ilustrovat dvéma pfiklady.

Algoritmus miiZe napfiklad obsahovat krok ,,Vyberte libovolny prvek mnoZiny S*.
V implementaci je vSak nutné specifikovat, ktery prvek se vybird. Tento krok se tedy
musi zménit na néco jako ,,Vyberte prvni prvek mnoZiny S“. MiZe viak existovat
jiny algoritmus, pro ktery je podstatné, Ze vybirdme prvni prvek. Pfevedeme-li oba
algoritmy do programi, zakryjeme tim tento duleZity rozdil. (MiiZe se také stdt, Ze je
vyhodné vybrat posledni prvek S. Pfi neformdlnim popisu nechdvdme n}oinost volby
otevienou, pfevedeme-li viak algoritmus do programu, tuto moZnost ztratime.)

NezZ uvedu druhy ptiklad, pfipomenu, Ze Fibonacciova ¢isla jsou definovdna rekurent-
nim vztahem

Fiyy = Fp + Fioy

(a Fo =0, F; =1). Tento rekurentni vztah vyjadfuje jednoduchy algoritmus, jak
poditat Fibonacciova ¢isla. PrepiSeme-li ho do programu, bude vypadat asi takto:
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je-li F aktudlni Fibonacciovo &islo a G &islo pfedchozi, pak (s pouZitim pomocné pro-
ménné H)
H:=F, F:=G+F, G:=H.

Je tedy patrné, Ze program obsahuje fadu podrobnosti, které k metod€ vypocétu Fibo-
nacciovych Gisel matematicky nepatfi: program uklddd Fy,, do stejného registru, kde
bylo ptedtim uloZeno F,, aby to v§ak mohl udglat, musi uchovat F,, protoZe bude jeho
hodnotu v pfistim kroku potiebovat, ale k tomu je tfeba pouZzit ,,pomocnou promén-
nou®, atd.*) :

Abychom vSak ukdzali také druhou stranu mince: hlavni problém neformélniho
popisu algoritmti je v tom, Ze je obtiZzné definovat ,,éasovou ndro€nost* nebo ,,pocet
krokd* (uZ jsme na to narazili vj3e). To vie bohuZel zdvisi na podrobnostech implemen-
tace (a to aZ pod uroveil programovaciho jazyka; zdvisi to na pouZité reprezentaci dat
a na datové struktufe). Nekdy to lze vyfesit tak, Ze piesné uvedeme, které kroky se
zapoditdvaji (napf. porovndni v t¥idicim algoritmu nebo aritmetické operace v algebraic-
kém algoritmu). To je viak ,,podvod* v tom smyslu, Ze nezapogitdvime &as potiebny
k manipulaci s daty a ten miiZze byt tak dlouhy nebo dokonce delsi nez ¢as potfebny
k provedeni ,,matematicky podstatnych‘ krokti. Mél bych jesté dodat, Ze polynomialita
algorimu je ,,robustni*, tzn., Ze nezdvisi na implementaci (pfestoZe riizné implementace
mohou byt asové omezeny riiznymi polynomy).

Cesta od matematické predstavy algoritmu k poéitaovému programu je dlouhd.
Zatind pedlivym ndvrhem algoritmu a vede pres analyzu ¢asové a paméfové spotfeby
a jejich zlepSovéni, vyb&r datovych struktur (ktery miZe byt po matematické strance
velmi ndro¢ny) aZ k programovdni. Pro vysokoskolské studenty je velmi poutné projit
celou cestu. Ale i ve stiedoskolské vyuce by se mélo rozlifovat alespoii mezi matema-
tickou strdnkou algoritmu a jeho implementaci.

Pred pedagogy, ktefi vyufuji matematiku na vysokych a sttednich $koldch, stoji dile-
Zity Gkol: vypracovat v blizké budoucnosti jednotny a adekvdtni zplisob popisu a analy-
zy algoritml. Zpisob, ktery ukdZe matematické pozadi ndvrhu algoritmu, ktery umoZni
jeho analyzu a ktery bude struény a elegantni. Velmi by to pomohlo pfekonat pohrdéni,
které v soucasné dobg citi k algoritmim obé& strany, tj. ucitelé i studenti.
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