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vyucovani

POZNAMKA K ANALOGII

,STACIONARNI KVANTOVY STAV —
STOJATA VLNA NA STRUNE“¥)

Ales Lacina, Brno
1. Uved

Pii kvalitativnich vykladech jev mikro-
svéta se délaji mnoh4 zjednoduseni. Redlna
situace se nahrazuje jednoduchym mode-
lem, na némZ lze zhruba vyloZit zakladni
vlastnosti studovaného systému. Charakte-
ristické rysy chovani objektu, jehoZ pohyb
je omezen na konecnou oblast prostoru se
nejéastéji demonstruji na piipadu castice
vazané na useéce (v jednorozmérné ne-
koneén& hluboké pravotihlé potencidlové
jamg). Jednim z nejzajimavéjsich vysledkd,
k nimZ vede uvéznéni Castice, je kvantovani
jeji energie. P kvantov€ mechanickém
popisu vychazi tento efekt jako dusledek
standardnich podminek kladenych na
vinovou funkci ziskanou feSenim Schro-
dingerovy rovnice. V popularné védecké
literatufe a udebnicich niZsich typt $kol se
gasto uZivd analogie mezi stacionarnim
stavem uv&znéné Castice a stojatou vinou
na strun& — napf. [1—7]. Tento postup
vychazi z de Broglieovy hypotézy a existen-
ci diskrétni posloupnosti stacionarnich
stavii (kvantovéni energie) vysvétluje jako
diisledek vInovych vlastnosti &astice. Ve
tvaru, v ném# je b&Zné pouZivan, viak dava
krom&n&kterych spravnych vysledk (ener-
giové spektrum) i celou fadu nespravnych
pfedstav o uvéznéné Castici.

2. Ukdzka standardniho postupu vykladu

Podle de Broglieovy hypotézy je kazdé-
mu objektu pfifazena vlna, jejiz délka A
je jednoznalné spojena s velikosti jeho
impulsu p

(1)

Pro &astici, jejiZz pohyb je omezen pouze
na tseCku délky L,vSak mohou byt stabilni
(stacionarni) jen takové stavy, kdy se na
tuto usecku uloZi pravé celistvy podet
pulvin.

(2)

Situace je zcela analogicka stojatym mo-
nochromatickym vlndm na struné délky
L — viz obr. 1.

n=1273,...

- 2L
NES

/\ )\1= 2
L

Obr. 1.

Zkombinovanim vztahi (1) a (2) dosta-
vame pro velikost impulsu &astice v téchto
stavech

*) Vénovano k Sedesatindm doc. dr. M. Cernohorského, CSc.
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Tomu odpovidaji energie
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Castice, ktera je vazana na usecku délky L
ma tedy diskrétni energiové spektrum.

Logicka struktura pfedvedeného postu-
pu je pfehledné uké4zana v nasledujici tabul-
ce.

stacionarni
kvantovy stav

l i
Cisty harmonicky kmit
(stojata monochromaticka

vlna)
1 I

diskrétni (kvantované)

hodnoty 4,
l 11
kvantované
hodnoty p,
l v
kvantované
hodnoty E,

Tabulka I (pfevzato z [6]).

3. Kiritika standardniho postupu vykladu

Na prvni pohled vypada pfedchazejici
ukazka bezchybné. Abychom uvidél,

v ¢em jsou jeji slabiny, projdeme § 2 znovu
a budeme pfi tom uZivat pfesn&jsich for-
mulaci.

3.1. Podle de Broglieovy hypotézy je
kazdému objektu pohybujicimu se s im-
pulsem p ve sméru osy x pfifazena rovinna
monochromatickd postupna vlna

()

1 i -—
@, 1) = — /lP/Mx=(Em1

x€(—o0, + o),

jejiz délka je spojena s velikosti jeho im-
pulsu vztahem (1) [9]. De Broglieova vina
(5) je vlastni funkci operatoru impulsu
pfisluSnou vlastni hodnot& p. Superponu-
jeme-li tuto vlnu s vlastni funkci téhoZ ope-
ratoru pfisluSnou vlastni hodnot& —p,
dostaneme stojatou monochromatickou
vinu

(6a) ¥(x,1) = \% cos _;Z x e~ {EME

xe(—o0, +),

resp.
2 . p .
6b ‘I’x,t = —sin=xe l(E/n)t’

x€(—o0, +00).

(Tyto funkce ji¥ nejsou vlastnimi funkcemi
operatoru impulsu, jsou vSak vlastnimi
funkcemi operdtoru kvadratu impulsu.)
PoZadujeme-li vynulovdni téchto funkci
na koncich uvaZované tuselky (podatek
soufadnic je zvolen v jejim stfedu), dosta-
neme z (6a)

2k — 1) nh
(73) Pa-1 = (“)n s
L
k=1,2,3,...
a z (6b)
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2knh
=——,k=123,...
D2k L

(7b)
Dosazenim takto vybranych hodnot do (6)

(59)

Y’zk-l(X, t) =

= 2 cos (2k — 1) mx e~ iEm-1Mt

Jh

Yulx, 1) =

(8b)

= 2 g 27X iEame ,

Jh

xe(—o0, +),

k=1,23,...

To je stejny vysledek, jaky se dostava pro
vlastni kmity struny délky L (po&atek
soufadnic je umistén ve stfedu struny)
[10], [11] — srv. obr. 1. Neshoda v inter-
valech, na nichZ jsou funkce (8) a funkce
popisujici vychylky struny definovany, je
pouze zdénliv4, nebot na strunu kone&né
délky se pohliZf jako na souddst struny
nekone&né (viz napt. [10], str. 68).

Stojaté viny (8) jsou — jako viechny
monochromatické vlny — vlnami neko-
nenymi. Nepopisuji tedy stavy &astice
vizané na Usetku xe{—L[2, L[2), ale
stavy volné &astice, které vyhovuji pod-
mince

) ‘P(—é’,t)=?(—§,t>=0.

Jsou spoleénymi vlastnimi funkcemi opera-
toru kvadritu impulsu a hamiltonidnu
volné &astice (V(x) = const., xe(—oo,
+ 0)), nikoliv viak hamiltonidnu &éstice
uvéznéné v oblasti x € {—L/2, L[2). Diky
tomu lze v pfipadé volné &astice uZit
vztahu (4) spojujiciho vlastni hodnoty
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kvadratu impulsu s pfislusnymi vlastnimi
hodnotami hamiltonidnu.

Volna &astice, jejiZz vinova funkce vyho-
vuje podminkdm (9), méZe tedy mit jen
zcela urgité hodnoty velikosti impulsu p,
(7), resp. (3) a energie E, (4).

Pivodré jsme vSak cht&li studovat
energiové spektrum &astice uv€znéné v ob-
lasti délky L. Jak jsme se viibec dostali
k vySetfovani volné &astice? Na zadatku
§2 jsme z hlediska klasické mechaniky
zcela samoziejmé& predpokladali, Ze uva-
Zovana &astice ma urdity impuls. V kvanto-
vé mechanice viak tento pfedpoklad tri-
vialni neni. Ostrou hodnotu impulsu (resp.
kvadratu impulsu) lze naméfit pouze ve
vlastnich stavech operatord té€chto veli€in,
tj. u volné &astice. Tim, Ze jsme pfipsali
studované &astici urditou hodnotu veli-
kosti impulsu (tj. urditou de Broglicovu
vinovou délku), jsme tedy vlastn& uvaZo-
vali o &astici volné. (Komentéfe v §2,
které hovofi o omezeni jejiho pohybu na
ohranienou oblast, jsou proto zavadgjici.)

3.2. VInové funkce popisujici stacionarni
stavy &astice, kterd je uzavfena v oblasti
x € {—L[2, L|2) jsou vn& tohoto intervalu
nulové.

Obr. 2.



(10a) Yoo (%, 1) =

2 cos (2k — 1) nx ¢~ iEm= /Mt
AR L

xe{ — Lf2,L[2)

1

\,

AN L L
0 - =
,x¢< 2,2>

k=1,23,...
Youlx, 1) =

2 gin 2KX o= iEuame
, L L
s

xe{ — L2, L[2)

Dol b
T < 2’2>

k=1,23,...

(10b)

Na rozdil od funkeci (8), popisujicich stavy
volné &astice, nejsou funkce (10) mono-
chromatickymi vlnami, ale vlnovymi klub-
ky. Nejsou tedy vlastnimi funkcemikvadra-
tu impulsu, ale jejich superpozicemi. Ve
stavech popsanych funkcemi (10) proto
nema kvadrat impulsu urcitou hodnotu.
Abychom zjistili spektrum impulsu, popf.
velikosti impulsu vazané Castice v jejim
staciondrnim stavu, musime rozvinout
funkci (10) do vlastnich funkei operatoru
P (5), popt. operatoru p? (6). Vzhledem
k tomu, Ze rozkladana funkce (10) neni
periodicka v intervalu (— o0, + 00), nebude
timto rozvojem Fourierova fada (diskrétni
spektrum p, tesp. A), ale Fouriertv integral
(spojité spektrum p resp. 1) (napf. [10],
[12]) — viz obr. 3. Tim padé hlavni argu-
ment diskutovaného postupu pro kvanto-
véni energie (kvantovany impuls). Vztahu
(4) ostatné rovnéZ nelze pouZit pro
vypolet energiového spektra, ponévadz
(celkova) energie a kvadrat impulsu nejsou
soucdasné presné méfitelné.

Postup vyloZeny v §2 je tedy spravny

jen pro volnou &astici (pro niZ jsou pfede-
psany ,.kvantové podminky“ (9)). Pfi
studiu &astice, jejiz pohyb je omezen na
kone¢nou oblast prostoru se s nim ro-
zejdeme hned v kroku I (viz tab. I).

3.3. Obsah §2 tedy nelze pfijmout jako
vysvétleni kvantovani energie vazané Casti-
ce. Jeho logick4 struktura je totiZ ve sku-
tecnosti tato:

Stacionarni stav &astice, jejiZz pohyb je
omezen na usetku délky L (klubko stoja-
tych monochiomatickych vin) je pfifaze-

Obr. 3. Hustota pravdépodobnosti naméreni
riznych hodnot impulsu pro &astici nachazejici
se v n-tém stacionarnim stavu ¥, (11) v jedno-
rozmérné nekoneén& hluboké potencialové jamé
délky L. Impuls je udavan v nasobcich zn#/L.
S rostoucim n klesa relativni velikost rozmyti
impulsu  p/Pnejpravatpodobngjsi- Prislusny vy-
pocet je proveden v priloze.
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Zadny z téchto|
stavl neni
vlastnim staverry
operatoru

a2

P ruznych

hamiltonianu.
\U/ Prislusné
tvlastni hodnoty
splyvaji; viechny

tyto stasy maji

Viastn stavy

>

nelze pouzit
vztahu (4).

stejnou energii

2

= _2n|I

n. L=nl —= (volna éastice)

Viastni stav §2
\/\/V\A/ oy
vztahu (4). ]
X

Obr. 6a. Vinové funkce staciondrnich stavi
&astic uzavienych v nekoneén&€ hlubokych po-
tencidlovych jamach s riznymi délkami L. (Fro
energii n-tého stacionarniho stavu &astice uzavre-
né v jednorozm&rné nekone&n€ hluboké poten-
cialové jamé& délky L plati

E—u2ﬁ2 E2
" 2m \L) "

nim urtité de Broglieovy vinové délky (tj.
urtité hodnoty velikosti impulsu) prohla-
Sen stojatou monochromatickou vlnou.

Tento pfechod, kterym se vlastné déla
krok I v tabulce I, odpovida, jak jiz bylo
feéeno, ,,uvoln&ni &astice z vazeb*. Viech-
ny nasledujici ivahy jsou tedy spravné
jen pro &astici volnou, jejiZz vinova funkce
je ve dvou zadanych bodech nulov4 (obr.
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Obr. 6b. Hustota pravd&podobnosti namé&feni
ruznych hodnot impulsu ve stavech diskutova-
nych v obr. 6a. Impuls se m&fi v nasobcich ni//.
(Ptislu¥ny vypodet je proveden v priloze
S.) rostoucim n se toto rozd&leni zosttuje;

fi
lim w,(p) = 1o (P + ﬁ) + 40 (P — '"—)
n-+ow / l

5). Vysledky se viak vydavaji za platné
pro &astici vazanou (obr. 4). Za ,,matema-
tickou jednoduchost* takového popisu se
plati celou fadou nesprdvnych pfedstav
o uv&znéné &astici. Kromé jiZ zmin&ného
nespravného tvaru vlnové funkce vné uva-
¥ované Gsetky se viemi jeho diisledky*)

*) Zdarazn€me, Ze pro uUsp&ch této metody



je to pfedpoklad o urcité hodnoté velikosti
impulsu ¢astice, kvantovani impulsu a sou-
Casna méfitelnost kvadratu impulsu a (cel-
kové) energie. Zv1ast nepfiznivym dojmem
pusobi skute¢nost, Ze ziskani zavérecného
spravného wysledku — diskrétniho ener-
giového spektra — je pfimo zaloZeno na
téchto scestnych predstavach.

Je zajimavé, Ze hodnoty energie vycha-
zeji zcela presné. To vSak nemiiZe slouZit
za ditkaz spravnosti postupu. (Vzpomefime
na podobny pfipad s Bohrovym modelem
atomu vodiku.) Pfi¢inou této shody je
rovnost energii stacionirniho stavu volné
&astice popsaného vinovou funkci (8) a sta-
cionarniho stavu vazané &astice, ktery je
zadéan vlnovou funkci (10) — viz obr. 6.

4. Zavér

VyloZili jsme, Ze metoda urceni ener-
giového spektra Castice uvéznéné na tsecce
zaloZenid na analogii mezi stacionarnim
stavem a stojatou monochromatickou
vlnou mé zavaZzné nedostatky. NemuZe
byt proto povaZovana za vysvétleni kvan-
tovani energie, ale nanejvys za mnemotech-
nickou pomucku umoZiujici snaz§i smi-
feni s timto zajimavym efektem. Jeji pouZi-
ti pfitom v sobé& skryva nebezpeti: nesprav-
né mezivysledky postupu vytvareji fyzi-
kalné€ pochybenou piedstavu o studované
¢astici. Z tohoto hlediska situace silné pfi-
pomina vSeobecné znamy pifipad s Bohro-
vou teorii atomu vodiku, ktera je rovnéz

vykladu je Zivotn& dulezité udrZet pozornost
pozorovatele uvnitf nekoneén& hluboké jamy
modelujici povolenou oblast. Jinak by totiZz
priSel na to, Ze &astice, o niZ jsme prohlasili, Ze
je uvdzn€na (a kvantovani jeji energie jsme
,»Vysvetlili jako dusledek tohoto uv&znéni) se
muZe ve skute€nosti nachizet i vn& této oblasti
(dokonce s mnohem vé&t$i pravdépodobnosti neZ
uvnitk).

nespravnou cestou ke spravnému vysledku.

Oblibena analogie byla postavena do
velmi Spatného svétla, ale Zadny alterna-
tivni, stejné jednoduchy a pfitom korektni,
postup navrZen nebyl. Autor pfiznava,
7e nevi o Zadném takovém vysvétleni,
které by se hodilo do elementarnich vy-
kladl. Zastava vSak nézor, Ze pfi prvnim
seznamovani se zakladnimi idejemi kvan-
tové mechaniky neri tfeba ,,vysvétlovat®
kvantovani veli€in. Spise by se méla prefe-
rovat vychova ke spravnému fyzikalnimu
mySleni. Napf. na podrobném rozboru
difrakénich pokusi presvédCivé ukazat
omezeni platnosti klasické mechaniky
[13]. I uvedena analogie zde miZe vyko-
nat dobré sluzby. (Pfechod od klasického
nazirani ke kvantové mechanickému je
pfijetim de Broglieovy hypotézy jiZ Castec-
né& proveden.) Nesmi se vSak pouZit v kri-
tizovaném tvaru

,,staciondrni stav — stojat4d monochro-
maticka vlna‘‘,
ale ve tvaru

,,stacionérni stav — stojata vlna (vlnové

klubko)*.
Fourierovou analyzou (viz pfiloha) —
tfeba jen naznadenou [14] — se dostaneme
k predstavé neur&itého impulsu. (Nesprav-
né ivahy § 2jsouztohoto hlediska krokem
zpét ke klasickému pohledu.) K energiové-
mu spektru vSak tudy cesta nevede.

Je nepochybné, Ze n&ktefi autofi uZivaji-
ci kritizovany postup si byli védomi uve-
denych nedostatkd a zafazuji jej pouze
z pedagogickych divodi. V jejich vykla-
dech se totiZ objevuje zpravidla aZ tésné
pred probiranim vlastnosti atomu, k jejichZ
objasnéni je tfeba mit spravnou kvalita-
tivni pfedstavu o energiovém spektru
elektronti. Na tomto misté je jiZ tedy nutné
o kvantovani energie promluvit a je jist&
didakticky vhodnéjsi takovou novou sku-
teCnost ,,n&jak pfirozené vysvétlit* neZ ji
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jenom konstatovat. Pokus$eni je zde o to
v&t§i, Ze posluchaé, pro né&jZ je vyklad
urlen, miZe jen stéZi na své Grovni néjaké
rozpory odhalit.

Ponechiavame diskusi, zda se maji na-
zornosti vykladu — byf uvodniho — délat
tak velké ustupky. Nebezpeci upevnéni
nespravného pohledu na mikrosvét by se
v8ak nemé&lo podceiiovat. Dobrym pfikla-
dem toho, kam aZ muZe vést zafixovana
nespravna predstava, je § 8.3 ve vysoko-
Skolské ugebnici [8].

Piiloha. Vypoclet impulsového spektra Castice
uvéznéné v oblasti xe (—L/2, L[2)

Hustota pravdépodobnosti naméfeni riznych
hodnot impulsu w,(p, 1) v uréitém stavu nje ddna
kvadratem absolutni hodnoty vinové funkce
tohoto stavu v impulscvé reprezentaci @,(p, t).
Transformaci funkci (10) vyjadfenych v sovtad-
nicové reprezentaci podle obecného vztahu

+ oo
D,(p, 1) :‘j ¥, (x, 1) op(x, 1)dx

- 0

(zdepy(x, t) = 1// () exp [i/fi(px — (p2[2m) 1)]
je vlastni funkce operatoru impulsu v soufadni-
cové reprezentaci (5)) se dostane

Dyp—1(p, 1) =
- [ek—=1n= p]L
sin) ——— 4= |—

z\/i | L ﬁ2+

Lh Q@k—D=m p
L #
. QRk—1H=n p|L
sin] ——— = | -
L fi|2
X
+ @k— L p
L fi
. 2
i p
X — = Ey_1— )],
(DZk(Pat):
|2k p | L
inl 22 2=
Sn[L+ﬁ:|2
NLE| 2% p
L fi
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v |~

2
X exp |:— (Ez,‘— p_) t],
- 2m
pe(—w,+ ®), k=1,2,3,...

Odtud
wu(p, 1) = |®,(p, )]* =

2
Lh nmt p
.—+_
L A
. lnt p|L 2
sin] —— = |z
L #|2
*ﬁ(__])n+1 ,
nmo_ P
L fi
pe(—«,+w), n=12,3,...

Pro nékteré stacionarni stavy byla tato funkce
pocitana numericky na stolnim kalkulatoru
HP 9825A. Vysledky té€chto vypo&tl jsou shrnuty
v obrazcich 3 a 6b.
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ZEMREL PROFESOR DR. MIROSLAV
V. JIROUSEK

V den uditelu, dne 28. bfezna 1983, odeSel
neocekavané na$§ profesor a zaslouZzily uditel,
dr. Miroslav Vaclav JirouSek. V profesoru Ji-
rouSkovi ztrdcime nejen dlouholetého <lena
Jednoty Ceskoslovenskych matematiku a fyziku,
skv&lého stfedoSkolského a posléze vysokoskol-
ského ucitele matematiky a fyziky, ale i v§yznam-
ného hudebniho teoretika, skladatele, sbormistra
a Clovéka velkého ducha i srdce. U néis je znim
jako vysokoSkolsky uditel matematiky, zejména
algebry a numerické matematiky na ptfirodov&-
decké fakult€ Univerzity Palackého v Olomouci;
z velkych americkych encyklopedii hudebnich
skladatelu je znam jako esky skladatel, sb&ratel
a harmonizator narodnich pisni; podrobnosti
o jeho Zivoté& se 1ze dov&d&t z dvoudilného slovni-
ku &eskych hudebnich skladatelu. JiZ sama tato
fakta naznaduji, Ze jde o osobnost mimofadnou,
v duchovnim prostoru mnoharozmeérnou.

Vnéjsi ramec Zivota profesora JirouSka vyme-
zuji data 25. Fijen 1903 Jindtichuv Hradec aZ
28. brezen 1983 Olomouc. Narodil se v uditelské
rodin€ a po absolvovani gymnazia v rodisti
a Karlovy univerzity v Praze r. 1926 se stava
profesorem matematiky a fyziky v Jihlavg, stejné
Jjako profesorem hudby; k tomu ho opraviiovalo
absolutorium v oboru hudebni skladby na kon-
zervatofi u Jaroslava KFi¢ky a Rudolfa Karla.

V osudném roce 1939 prechézi na Slovanské
gymnazium v Olomouci a posléze v roce 1954
na olomouckou univerzitu. B€hem pul stoleti
své Cinnosti vychoval né€kolik generaci sttedo-
$kolaku a vysokoskolaku, jako hudebni kritik
ovlivnil kulturni Zivot na Moravé€ a jako sklada-
tel komorni a symfonické hudby i jako harmoni-
zator a sbératel pisni se trvale zapsal do d&jin
Ceské hudby.

Zivotni draha stfedoSkolského profesora
ovSem nebyla tak primocara, jak se zpravidla
jevi ze zkracenych Zivotopisu; u profesora Ji-
rouska k uctyhodnému vzd€lani matematickému,
fyzikdlnimu a hudebnimu pFistupuje znalost
fady jazyku klasickych, i modernich, ale také
aprobace z prirodopisu a chemie, s niZ se musel
rovnéZ jako ucitel ,,vyporadat‘.

U profesora Jirou$ka v¥ak byla nejsympa-
tiét€jSim rysem skuteénost, Ze jeho vysoké vzdéla-
ni budici respekt nas malych i velkych zaka vzdy
jasn& prevySovala dobrota srdce. Snad i proto
zustal duSevné mlady do poslednich dnu svého
krasného, praci i starostmi plného Zivota. Mnoho
zaku a pratel dnes upfimn& Zeli ztraty tohoto
mimofradného C&lovEka, ktery jim byl pritelem
a vzorem.

Viadimir Malisek

SEDESATINY CLENA KORESPONDENTA
MILOSE MATYASE

Dne 16. 8. 1983 se doZil Sedesati let Elen ko-
respondent Milo§ Matya$, vedouci optické sku-
piny odd&leni polovodi&i Fyzikalniho dstavu
CSAV a v§znamn§ organizator fyzikalniho
vizkumu v Ceskoslovensku i v mezinarodnim
méFitku.

Narodil se v Praze v rodin& ufednika mini-
sterstva financi a po maturité na realce absolvo-
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