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Kvadratura kruhu ve dvacatém stoleti*)

Stanley Wagon

JiZ sto let je zndmo, Ze Cislo © je transcendentni. Odtud plyne, Ze mdme-li sestrojit
étverec o stejném obsahu, jako md dany kruh, pravitko a kruzitko ndm k tomu nestadi.
(Né&co z historie tohoto problému lze nalézt v [7].) UkdZeme ddle, jak bliZsi zkoumdni
pocdtka problému kvadratury kruhu lze uZit k motivaci jeho jiné verze pochdzejici
od Alfreda Tarského. V této nové verzi neni problém dosud Fesen, i kdyZ je zndma Fada
ddsteénych vysledkii. S nékterymi z nich se sezndmime a ukdzeme, jak se dd jeden z nich
pouZit v dnesni dobé k charakterizaci Lebesgueovy miry.

Geometricka kvadratura kruhu

Recké geometrie dovedla Fesit problém kvadratury v ramci svych pravidel (tj. pouze
kruzitkem a pravitkem) pro Fadu obrazci jinych, neZ je kruh. Obr. 1. ilustruje metodu
kvadratury obdélniku, ktera se da pouZit i pro pfipad trojuhelniku. Pythagorova véta
umoZiiuje kvadraturu sjednoceni dvou (a tedy i kone&n& mnoha) nepfekryvajicich se
&tvercl; protoZe se da libovolny mnohouhelnik rozloZit na trojuhelniky, plyne odtud
postup kvadratury pro jakykoli mnohouhelnik.

Kruh je limitnim pfipadem pravidelnych mnohouhelnikt a od doby Eukleidovy bylo
dobfe znamo, jak Ize informace o aproximujicich obrazcich vyuZit k ziskani informaci
o limitnim obrazci. Zmin&n4 (exhaustivni) metoda byla uZita ke zjiSténi, Ze pomér obvo-
du kruhu k jeho poloméru nezavisi na jeho velikosti, tj. stru¢né fe€eno k diikazu existence
gisla @ (vyuZiva se vlastnosti pravidelnych mnohothelnikir). Proto byli Rekové vyvedeni
z miry tim, Ze neuméli zvladnout kvadraturu kruhu, pfestoZe znali feSeni pro mnoho-
thelnik. Z dne$niho moderniho hlediska samoziejmé vime, Ze limitni pfechod Casto
nezachovava &iseln& teoretické vlastnosti: limita algebraickych &isel (nebo &isel, kterd jsou
sestrojitelna) nemusi byt algebraické &islo.

Jin4 pfeména takového typu byla studovana v 19. stoleti (jeji kofeny leZi také ve
starovékych metodach uréovani obsahti). Dva mnohotihelniky se nazyvaji geometricky
shodné rozloZitelné (n&kdy téZ budeme fikat rozkladové kongruentni), jestliZe 1ze jeden
z nich kone&n& mnoha pfimkami rozdélit na &asti, z nichZ lIze sloZit (samoziejm& bez
pfekryvani) druhy. V této definici se zcela zanedbavaji pfimky, podél nichz vedeme fezy,
tj. hranice viech mensich mnohothelnikii. Naptiklad rovnoramenny pravotihly trojihel-
nik Ize rozdélit vyskou na dva trojithelniky a sestavit z nich &tverec (viz obr. 2). Geo-
metricky shodné rozloZitelné mnohotihelniky maji ziejmé stejny obsah. To vyZaduje
pouze koneénou aditivitu obsahu, spocetna aditivita zde neni potfeba. Rovnost obsahi

*) S. WAGON: Circle-Squaring in the Twentieth Century. The Mathematical Intelligencer, Vol. 3,
No. 2, 1981, pp. 176—181. PreloZili I. NETUKA a J. VESELY.
Copyright © Springer-Verlag, Berlin— Heidelberg— New York, 1981.
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je ve skuteénosti postadujici podminkou pro rozkladovou kongruenci. Tento vysledek
se obvykle pfipisuje F. Bolyaiovi a P. Gerwienovi, ktefi k nému nezavisle dospéli kolem

r. 1832 (viz [3], str. 50), fundamentalni myslenky diikazu Ize viak nalézt jiz u Williama
Wallace v r. 1807 (viz [8]).

Obr. 1. Nékteré z kroku pfi konstrukci
Stverce o stejném obsahu, jaky ma dany G
mnohouhelnik.

Kvadratura obdélnika A

ES

Prodluz ABk E tak, aby platilo BE = BC.
Necht F je stted AE a G pruselik pfimky
urlené body C a B s obloukem kruZnice
o poloméru FE a sttedu F. Potom plati D Cc
BG? = AB . BC.

A
Kvadratura trojuhelnika / \
*
Sestrojte kolmice BD a CE k BC tak, aby D E
BD = CE=1/2 v, (viSka ptisluina ke 1
strané BC). Potom BCED a ABC maji "\
stejnou plochu. Obdélnik BCED lze na

Ctverec prevést stejn& jako v pfedchozim
pripadé&.

Kvadratura dvojice Ctvercii
C2 — a2 + b2

Obr. 2. Geometricky shodna
rozlozitelnost rovnoramenného )
pravouhlého trojuhelniku se @
Stvercem.
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Vi&ta (Wallace-Bolyai-Gerwien). Dva mnohouhelniky o stejném obsahu jsou geo-
metricky shodné rozloZitelné; proto je tedy kazdy mnohotihelnik geometricky shodné&
rozloZitelny se ¢tvercem o stejném obsahu.

Diikaz neni téZky a pouZiva stejné myslenky jako fecka metoda kvadratury mnoho-
tthelniku. (Podrobngji viz [11], str. 334 nebo [3], str. 49; poznamenejme, Ze obr. 1. ne-
ukazuje, jak lze rozkladem dostat z obdéInika tverec.)

Obecny dikaz predchazejici véty nevede nutné k obzvlast zajimavym rozkladim
ani k rozkladu na minimélni podet potiebnych &asti. V 5. kapitole Evesovy knihy [5]
lze nalézt mnoho zajimavych rozkladi; jednim z nich je napf. rozklad rovnostranného
trojuhelniku na &tyfi ¢asti, z nichz lze sloZit ¢tverec — pochazi od Dudneye a je znazor-
nén na obr. 3.

Obr. 3. Kvadratura rovnostranného trojuhelniku
rozkladem na &tyfi Gasti. Necht D je stfed AB
a E stted AC. Volte F na BC tak, aby EF? byla
plocha ABC, tj. EF=1/2*/(34B)= 0,658
AB. Potom najdéte G tak, aby platilo FG =
= 1/2 AB a sestrojte kolmice zbodu D a G
na EF. Vysledné Ctyfi Styfuhelniky 1ze pteskupit
tak, Ze tvofi Ctverec.

B F i G c

PiestoZe zjistujeme podobnost s metodami Fecké matematiky, je zde pfece jen urcity
filozoficky rozdil. Pfedesly vysledek ukazuje, jak pfevést na ¢tverecnapi. pravidelny
sedmithelnik. V fecké matematice by se tento problém vyskytl teprve tehdy, aZ by byla
znama konstrukce pravidelného sedmithelniku — nyni vime, Ze takové konstrukce
neexistuje.

Uvedené pojmy vedou ke kvadratufe kruhu jiného typu, modifikujeme-li trochu proces
rozkladani. Lze si napf. poloZit otazku, zda lze kruh rozloZit na ¢4sti pomoci ,,Jordano-
vych ntiZzek®, tj. rozdélenim podél Jordanovych kfivek tak, aby z obdrZenych &asti bylo
mo#no sloZit &tverec. Jak dokéazali Dubins, Hirsch a Karush (srv. [4]), jsou takové po-
kusy o kvadraturu marné. Jejich ditkaz pouZiva velmi komplikované, nicméné elemen-
tarni topologické metody; existuje viak i mnohem jednodussi diikaz (viz opét [4]) pro
pfipad, kdy jsou Fezy vedeny podél kfivek, které jsou rektifikovatelné.

Obdobné otdzky ve vy$Sich dimenzich jsou mnohem komplikovanéjsi. Tak napf.
Dehn pfi fedeni tfetiho Hilbertova problému ukézal (viz [3] nebo [5]), Ze pravidelny
&tyfstén neni geometricky shodné rozloZitelny s krychli. Jiné vysledky a problémy vzta-
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hujici se k pojmu geometricky shodné rozloZitelnosti ve vys§ich dimenzich a v jinych
geometriich jsou pfehledn& shrnuty v Sahov& &lanku [16], avSak z hlediska dostupného
jen vyspé€lému ¢tenéfi.

Existuji dalsi geometrické variace pivodniho problému kvadratury. Mimofadné do-
slovna a prakticka verze pfedpoklada, Ze kruh leZi na sféfe a ne v roviné. V nékterych
pfipadech ma tento problém feSeni uZitim kruZitka a pravitka — to zavisi na Ciselné
teoretickych relativnich rozmérech kruhu. Podrobnéji: pro n€které kulové vrchliky lze
pouze kruZitkem a ,,sférickym pravitkem* sestrojit pravidelny sféricky &tyfahelnik
o stejném obsahu. Tento mélo znamy vysledek pochazi od Meschkowského [10]; tam
lze nalézt i odkazy na dalsi obdobné neeukleidovské variace tohoto problému.

MnozZinové teoreticka kvadratura kruhu

Novy obrat v rozkladovych problémech nastal s popularizaci teorie mnoZin na po&atku
tohoto stoleti. Vznikl ze snahy nalézt pfesnéjSi popis pro pohyb kazdého bodu. Tak
napf. uvaZujeme-li pfiklad z obr. 2 s rovnoramennym pravouhlym trojihelnikem, neni
ziejmé, co se d&je s jednotlivymi body, chceme-li kaZdému bodu &tverce pfifadit jedno-
znatn& bod trojibelniku; je to proto, Ze vySka trojuhelniku hraje dvoji roli: vytvafi
dvé strany uvaZovaného Ctverce. Samoziejm€, smifime-li se s jakymkoliv prostym
zobrazenim, Zadané pfifazeni existuje, protoZe Ctverec i trojuhelnik maji mohutnost
kontinua. Nas by vSak zajimala formulace zachovavajici geometricky charakter problé-
mu.

Dv& mnoZiny 4, B v R" nazyvime ve shodg s terminologii Banacha a Tarského (ko-
ne&n€) shodné rozloZitelné, existuje-li rozklad mnoZiny 4 na mnoZiny A4, ... A; a mno-
Ziny B na mnoZiny By, ..., B, (kde k < + o0) tak, Ze 4; je kongruentni s B; pro viechna i,
tj. existuji izometricka zobrazeni g; prostoru R takova, Ze g(4;) = By, i = 1, ..., k.

Na rozdil od geometrické shodné rozloZitelnosti tento pojem z teorie mnoZin neklade
Zadna omezeni na typ podmnoZin vznikajicich pfi rozkladu. ProtoZe tyto podmnoZiny
nemusi byt mé&fitelné, neni jasné, zda shodné& rozloZitelné mnohothelniky (nebo mnoho-
stény v prostorech vysSich dimenzi) musi mit stejnou miru (n-rozmé&rny objem). Bez
ohledu na to se podafilo Banachovi a Tarskému dokazat, Ze pro mnohouhelniky P,

Q < R? jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) P a Q jsou shodng rozloZitelné;

(2) P a Q jsou geometricky shodné& rozloZitelné;
(3) P a Q maji stejny obsah.

Nejt&Zi je dikaz implikace (1) => (3). Je k n¥mu potieba véta pochazejici od Banacha
([1]), ktera fika, Ze v R'a R? Ize Lebesgueovu miru rozsifit na kone&ng aditivni mnozi-
novou funkcidefinovanou na vsSech podmnoZinach pfimky nebo roviny, ktera je navic
invariantni vi¢i izometriim. Poznamenévame, ¥e klasick4 konstrukce neméfitelné mno-

M7

¥iny ukazuje, Ze takové rozsifeni nemiZe byt spoletné€ aditivni. Pfedpokladejme, Ze p

je takové roziifeni dvojrozmérné Lebesgueovy miry (takové rozsifeni se n&kdy nazyva
Banachova mira) a Ze P, Q jsou rozkladové kongruentni mnohouhelniky s odpovidajici-
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mi ¢astmi Ay, ... A, a By, ..., B,. Potom s vyuZitim vlastnosti miry u dostavame

obsah (P) = u(P) = Y u(4;) = Y u(B;) = p(Q) = obsah (Q).

Jednoduchym diisledkem Wallaceovy-Bolyaiovy-Gerweinovy véty, o niZ jsme se jiZ
zminili, je, Ze z (3) plyne (2). Dikaz implikace (2) = (1) je vtipny, nicmén& vSak elemen-
tarni. D4 se ukazat, Ze hranice mnohouhelnikli vystupujicich v rozkladu lze zahrnout
do jedné obecné&jsi mnozZiny, ktera miZe vystupovat v ,,mnoZinovém rozkladu*.

Implikace (3) = (1) ukazuje, 7¢ kaidy mnohothelnik je shodn& rozloZitelny se
&tvercem (o stejném obsahu), coZ vede pfirozend k problému, ktery formuloval Tarski
r. 1925 [20]:

,,Un carré et un cercle dont les aires sont égales peuvent-ils étre décomposés en un nombre fini
de sous-ensembles disjoints respectivement congruents?‘
V na3i terminologii: Je kruh v rovin€ shodn€ rozloZitelny se étvercem o stejném obsahu?

Tato otazka zlstava stile nezodpovédéna; jsme ve velice podobné situaci jako pfi
pavodni formulaci kvadratury. Mnohotihelniky opét necCini Zadné velké obtiZe, ale kruh
se zda zcela nezvladnutelny. Navic se zd4, Ze neni k dispozici Zadn4 pfedstava o dikazu
neexistence feSeni v tomto kontextu.

Jediny negativni vysledek pochazi od Dubinse a dalSich a o tom jsme se jiZ zminili.
Jejich véta fika, Ze kruh nelze rozbit na kousky, z nichZ by kaZdy byl vnitfkem jedno-
duché uzaviené (Jordanovy) kfivky nebo &asti takové kfivky tak, aby z t&hto kouski
bylo moZno znovu sloZit ¢tverec. Strucné feCeno, kruh neni ,,niZkové shodné rozloZitel-
ny* se Ctvercem.

V protikladu ke zminénému topologickému problému kvadratury, mnoZinové teore-
ticka verze problému se snze fesi ve vyssich dimenzich, i kdyZ v ponékud zrtidné formg.
To je dusledek jistych zvlaStnich paradoxt objevujicich se ve vysSich dimenzich.

Vi&ta (Banachiiv-Tarského paradox [2]). Je-lin = 3, potom kaZdé dv& omezené pod-
mnoZiny R” s neprazdnymi vnitfky jsou stejné rozloZitelné.

Specialng, jednotkova koule v R? a kaZd4 trojrozmérna krychle, jakkoli velka & mala,
jsou stejné rozloZitelné. Pfipomeiime, Ze €asti v téchto rozkladech nemusi byt lebes-
gueovsky méfitelné a tak tento paradox, pfestoZe svym charakterem odporuje intuici,
neni ve skute¢nosti rozporny. Elegantni ditkaz Banachova-Tarského paradoxu zaloZeny
na jednom Sierpifiského lemmatu lze nalézt v [18].

Kdyby existoval Banachuv-Tarského paradox v roving, Tarského ot4azka by byla zod-
povédéna. JiZ jsme viak naznadili, jak z existence Banachovych mér v R! a R? vyplyva,
Ze shodné rozloZitelné lebesgueovsky méfitelné mnoZiny maji stejnou miru.

Na tomto misté vznikd zajimavy filozoficky aspekt. Banachiiv-Tarského paradox
vyZaduje uZiti axiému vybéru; néktefi to uvadéji jako argument proti zminénému axiému
(zcelanedavno v [9], str. 269). Dikaz existence Banachovy miry v roving viak také uZiva
axiém vybé&ru, a tak se zda, Ze tento axidm je nutny k tomu, abychom se paradoxi
zbavili i je vytvofili. V roce 1949 A. P. Morse [12] ukazal, Ze situace v roviné je vSak
zcela odliSna: Bez uZiti axidmu vybéru dokdazal, Ze shodné& rozloZitelné méfitelné pod-
mnoZiny roviny maji stejnou miru.
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Cela situace byla zadsadnim zpisobem vyjasnéna von Neumannem [14], ktery pouka-
zal na duleZitou souvislost mezi existenci kone¢né€ aditivni invariantni miry a abstraktni-
mi vlastnostmi grupy, vzhledem k niZ se poZaduje invariance. Upozornil, Ze dramaticka
zména pifi prechodu od dvou ke tfem dimenzim nespociva v charakteru prostoru, ale
spiSe ve vlastnostech grupy izometrii. V R! a R? je grupa izometrii feSiteln4 a to je posta-
Cujici k ziskani kone&né& aditivni miry invariantni vii¢i izometriim (v moderni terminologii
se takovym grupam Fika anglicky amenable). V R* a ve vysSich dimenzich grupy izo-
metrii nejsou ovSem feSitelné. Ve skuteCnosti tyto vicerozmérné grupy maji volné
neabelovské podgrupy (coZ v podstaté dokazal Hausforff [6]) a za urgitych podminek
pravé to vede k paradoxalnim rozkladim.*)

Jak déle von Neumann ukazal, zvrat od existence mér k paradoxtim se objevi jiZ pfi
prechodu od R! k R? (misto od R? k R?), pokud se misto izometrii uvaZuji afinni zobra-
zeni zachovavajici Lebesgueovu miru. UvaZovat takova zobrazeni misto zobrazeni za-
chovavajicich délku je pfirozené: pozoruhodnym rysem Banachovy-Tarského konstrukce
je nakonec pravé zvétSeni velikosti pfi uZiti zobrazeni zachovavajicich velikost. Von
Neumann dokazal, Ze libovolné dvé omezené podmnoZiny R? s neprazdnymi vnitiky
jsou shodnérozloZitelné, pokud dovolime pfemistovani ¢asti pomoci zobrazeni zacho-
véavajicich miru. Tato zmé&na nahledu neovlivni jednorozmé&rny ptipad, nebot v R! jsou
zobrazeni zachovavajici miru totéZ co izometrie. Nicméné mohou nastat lineirni para-
doxy jiného druhu a von Neumann [14], str. 115, pfedloZil i na to zaraZejici pfiklad
(viz [17], str. 103).

Vyse popsany rovinny paradox ma urcity vztah k problému kvadratury kruhu, nebot
pfi uZiti nékterych neizometrickych zobrazeni lze kvadraturu kruhu provést. Von Neu-
manniv dikaz byl ponékud obtizny a zavisel na poznatku, Ze grupa linedrnich trans-
formaci R? s determinantem +1 mé nekone¢n& mnoho volnych podgrup splilujicich
jistou komplikovanou soustavu podminek. Existuje uspokojiv€ pfimy dukaz vysledku
dokonce siln&j§iho za pomoci stejné Sierpinského myslenky uZité ke zjednoduSeni
Banachova-Tarského paradoxu. Necht ¢ znamena linearni zobrazeni v R? definované
vztahem o(x, y) = (x + y, y). Zobrazeni ¢ zachovava miru (= obsah), nebot determi-
nant ¢ jeroven 1. Pfidani tohoto jediného zobrazeni ke grupé€ izometrii uZ sta¢i ke vzniku
paradoxu.

Véta. Necht G je grupa generovana zobrazenim o a v§emi izometrickymi zobrazenimi

roviny. Pfipustime-li zobrazeni z G pfi pfemistovani ¢asti, potom jsou kaZdé dvé omezené
mnoZiny v R? s neprazdnymi vnitiky shodné rozloZitelné.

Odtud plyne, Ze ke zvladnuti kvadratury kruhu ve smyslu Tarského problému staci
k izometriim pfidat zobrazeni o. Ale takovad zména grupy dovolenych transformaci
méni problém tak zdsadnim zplisobem, Ze opravdu nemame Z4dné voditko k tomu,
zda je & neni moZné provést kvadraturu kruhu pouze uZitim izometrii.

*) Podrobnosti o tom viz v &lanku L. E. DuBiNse, PMFA 3/1981, str. 151—155. (Poznamka
redakce.)
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Paradoxy a jednoznacnost Lebesgueovy miry

Nedavné vysledky ukazuji, Ze vySe uvedené paradoxy lze interpretovat uZitecnym
pozitivnim zptisobem. Obvykla interpretace je negativni: jestlize pfi uZiti transformaci
z grupy G existuji paradoxy, pak nemuZe existovat Zddna kone¢né aditivni G-invariantni
mira definovana na vS§ech pcdmnozinach jisté mnoZiny. Tarski si v§ak povsiml v sou-
vislosti se starym Ruziewiczovym problémem ([1], str. 8), Ze paradoxii lze uZit k ziskéni
dulezitych informaci o miradch na algebrach mnohem mensich neZ je algebra vSech
podmnozin. Nechf % je algebra vSech omezenych lebesgueovsky méfitelnych podmnoZin
R”. Ruziewicz poloZil otdzku, zda na £ lze definovat konec¢né aditivni miru invariantni
viéi izometriim, ktera by pfifazovala miru 1 jednotkové krychli a pfitom aby to nebyla
Lebesgueova mira. (Lebesgue ukazal, Ze neexistuje jina spocetné aditivni mira.)

Miru tohoto druhu, kterou hledal Ruziewicz, nazveme exoticka mira. Banach dokazal
[1] (viz [13]), Ze exotické miry existuji pro n = 1 nebo 2. A podobné jako vyse zmin&né
vysledky, existence téchto mér spociva na fesitelnosti grupy izometrii. Pro vyssi dimenze
zustala otazka oteviena pres padesat let. Tarski poukazal na to, Ze pro n > 2 se kazda
exotickd mira na % musi shodovat s Lebesgueovou mirou alespoii na mnoZinach Lebes-
gueovy miry nula; jinak fefeno, exotickd mira musi byt absolutné spojitd vzhledem
k Lebesgueoveé mife.

Tarskéhozji§téni predstavuje skuteéné krasnou aplikaci Banachova-Tarského para-
doxu. Necht n = 3, u je exoticka mira a E je omezena mnoZina Lebesgueovy miry nula.
Zvolme krychli I obsahujici mnoZinu E. Podle Banachova-Tarského paradoxu lze I roz-
loZit a pomoci izometrii opét sloZit do krychle s libovolné stanovenym objemem e.
K diikazu, Ze se u shoduje s objemem na krychlich, se nejprve uZije invariance vci posu-
nuti. Tim se uké4Ze, Ze u ma spravné hodnoty na krychlich o délce hrany 1/2, 1/4, 1/8, ...
a pak se uZije té€chto krychli k aproximaci ostatnich. To ale neznamend, Ze p(I) < g
dasti pfi rozkladu I nemusi byt lebesgueovsky méfitelné, a tedy nemusi byt u-méfitelné.
Avsak libovolné podmnoZiny mnoZin Lebesgueovy miry nula jsou vZdy lebesgueovsky
méfitelné, proto priniky nasich ¢asti s mnoZinou E patii do 4%, a jsou tedy méfitelné.
ProtoZe p je kone¢n& aditivni a invariantni vii&i izometriim, je u(E) < e. Pon&vadZ ¢ je
libovolné, u(E) musi byt nula.

V feSeni Ruziewiczova problému nastal nedavno znaény pokrok. Pfitom hralo zasadni
roli Tarskéhozji§téni, a tedy Banachiiv-Tarského paradox. Nejprve Joseph Rosenblatt
[15] dokazal niZe uvedenou vétu. Je pozoruhodna tim, Ze se tyka R2, kde exotické miry
existuji. Nechf ¢ oznacuje linearni zobrazeni R”, o(x, ..., x,) = (x; + X3, ..., X,)-

Véta R. Nechf n = 2 a necht u je libovolna mira na # majici tyto vlastnosti: je
kone¢né€ aditivni, invariantni vii¢i izometriim a vici zobrazeni o, pfifazuje miru 1 jed-
notkové krychli a je absolutn& spojitd vzhledem k Lebesgueové mife. Potom p splyva
s Lebesgueovou mirou.

Tato véta byla zdsadnim zpiisobem zlepSena Dennisem Sullivanem [19]:

Véta S. Je-li n = 5, véta R plati bez pfedpokladu o invarianci viéi zobrazeni o.
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Jak si pov§iml Tarski a jak bylo zndmo Rosenblattovi i Sullivanovi, podminka abso-
lutni spojitosti je zbyte¢na pro n = 3. Véta S tedy znamena feSeni problému jednoznaé-
nosti v prostorech dimenze 5 a ve vy$8ich dimenzich. Problém pro R a R* je stile
otevien.

Zjemnéni von Neumannovy véty, diskutované na konci pfedchazejici ¢asti, ma uzky
vztah k dvojrozmérnému pfipadu. PfestoZe existuji exotické miry, 1ze ve vété R vy-
pustit pfedpoklad absolutni spojitosti také v rovinném pfipadé, nebot paradoxni rozklad
existuje, pfipoustime-li zobrazeni . Tedy v R? je Lebesgueova mira jedind konein&
aditivni mira na %, ktera je invariantni vzhledem k izometriim a k zobrazeni ¢ a pfi-
fazuje miru 1 jednotkovému &tverci.

Pfipojena tabulka shrnuje hlavni vysledky uvedené v tomto ¢lanku. Je pozoruhodné,
Ze sama ,,ANO‘ uvedena v druhém fadku vznikaji ze dvou zasadné€ odliSnych duvodi;
prvni z nich je ve vztahu k ,,ANO* uvedenym o Fadek vyse, zatimco ostatni pochazeji
z ,,ANO“ napsanych o fadek niZe.

Kvadratura kruhu urazila za 100 rokt dlouhy kus cesty.

Tabulka

R! R? R3 R* R.'n=5

VSechny mnohothelniky (mnohostény)
jsou geometricky shodné& rozloZitelné
se ¢tvercem (krychli) ANO ANO NE NE NE

VSechny mnohouhelniky (mnohostény)
jsou mnoZinové teoreticky shodn&
rozloZitelné se étvercem (krychli) ANO ANO ANO ANO ANO

Kazdé dv& omezené mnoZiny
s neprazdnymi vnitiky jsou shodné
rozloZitelné NE NE ANO ANO ANO

Lebesgueova mira je jedina kone&n&
aditivni normalizovana mira na &
invariantni v&i izometriim NE NE ? ? ANO

KaZdé dv& omezené mnoZiny s neprazdnymi
vnitfky jsou shodn& rozloZitelné za pomoci
afinnich zobrazeni NE ANO ANO ANO ANO

Lebesgueova mira je jedina kone&n&

aditivni normalizovana mira na Z

invariantni vudi afinnim zobrazenim

zachovavajicim miru NE ANO ANO ANO ANO
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Poznimky prekladatela

Podle sd&leni autora byl Ruziewicziv problém nedavno pozitivn& vyfefen pro R> a R* G. A.
Margulisem. Misto otaznikl v tabulce ma byt tedy uvedeno ANO. Problém vSak zustava otevien
2 3
pro S“aS”.
Dukaz v&ty uvedené na konci &asti vénované Banachové-Tarského paradoxu lze najit v [21].
Sullivanuv vysledek (véta S) byl nezavislé dokazan G. A. Margulisem v [22].
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