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Nederivovatelné funkce

David Preiss, Praha

V tomto ¢lanku bych rad uvedl nékteré postiehy o vyvoji studia spojitych funkci ne-
majicich nikde derivaci. NecCinim si Zddné naroky na uplnost, proto je téZ seznam
literatury velmi struény a zahrnuje prakticky jen vybrané ukazky praci, které maji velmi
uzky vztah k problémuim, jichZ si v§imdm.

Z hlediska studia derivaci nederivovatelnych funkci (i kdyZ to zni pon&kud nejasné,
je to takika pfesna formulace problému, kterym se zde hodldm zabyvat) lze vyvoj rozdé-
lit do téchto Etyf obdobi:

1. Existuji spojité funkce, které nemaji derivaci na husté mnoZiné

Prvni pfiklad takové funkce pochézi od B. Bolzana. Jeho prace vSak byla vydina
az v dob¢, kdy uz byly zndmy mnohem ,,divocejsi*“ ptiklady; nemohla tedy pusobit
na ty matematiky, ktefi si potfebovali na existenci takové funkce zvyknout. Prvni pfi-
klad, ktery byl matematicky svét donucen uznat, pochazi od B. Riemanna; na n&j pak
navazovaly konstrukce vSude nederivovatelnych funkci, které podle mého nazoru lze
povazovat za druhé obdobi vyvoje problému.

2. Existuji spojité funkce, které nemaji derivaci v Zidném bodé

Zda se, ze v pfedchozim obdobi matematici nevidéli prakticky Zadny rozdil mez
funkcemi, které nemaji derivaci na husté mnoZing, a témi, které nemaji derivaci nikde
Ve skuteénosti uz Bolzanova funkce nema nikde derivaci, to vSak Bolzano nedokazuje
(a asi ani dokazat nemohl). Naproti tomu Riemannova funkce v n&kterych bodech
derivaci ma, ackoliv n&€ktefi autofi tvrdi, Ze Riemann ji uvadél jako pfiklad funkce,
ktera nema nikde derivaci. Za prvni pfiklad spojité, v§ude nederivovatelné funkce se
proto povazuje funkce Weierstrassova. V soucasné dobé mame k dispozici fadu tako-
vych pfikladi pochazejicich od matematikd zvuénych i méné zvuénych jmen. Vyvrcho-
lenim tohoto obdobi je ptiklad sestrojeny A. S. Besicovitchem — spojita funkce, kterd
nema v Z4dném bodg& ani jednostranou derivaci (kone¢nou ani nekone&nou). Jak uvidi-
me dale, je mezi Weierstrassovou a Besicovitchovou funkci podstatny rozdil; ten byl
i jednou z pfi¢in vzniku ,,étvrtého obdobi studia nederivovatelnych funkci‘.

Lze si vibec funkci nemajici nikde derivaci predstavit? Velmi lehce, skoro uZ to je
takova ,,pila“ (viz obr. 1).
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Obr. 1.
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Na této funkci neni podstatné, Ze v n€kterych bodech nema derivaci (rohy miZeme
klidng zakulatit — napt. funkce a cos (bx),ab = 1 je také takovouto ,,pilou*‘), ale to, Ze
ke kazdému bodu x miiZeme najit body u, v, které jsou od x vzdaleny fadové o d a pro
které je rozdil sm&rnic sedek (u,f(u)) (x,f(x)) a (v, f(v)) (x, f(x)) velky (odraZeny od
nuly). Diéle je podstatné, Ze tato vlastnost zlistane zachovéna, i kdyZ ,,pilu“ mélo zde-
formujeme. Z toho je vidét, Ze malou deformaci ,,pily* (napf. pfiGtenim dalii ,,pily*
s mnohem mensim ) Ize ziskat funkci, ktera bude jest& lépe aproximovat nederivovatel-
nou funkci — ,,Spatné*“ body u, v miiZeme najit jednak ve vzdalenosti d; (dané prvni
,»pilou™), jednak ve vzdalenosti d, (dané druhou ,,pilou“). Dalsimi deformacemi dosta-
vame daldi aproximace, jejichZ (stejnojm&rnou) limitou bude spojitd funkce nemajici
nikde kone&nou derivaci (dokonce ani jednostranou). Pro¢ se najednou rozlisila koneg-
nost a nekone¢nost derivace? Prosté proto, Ze o nasi funkci vime, Ze ma od nuly odra-
Zené rozdily pfislu§nych smérnic, coZ vyluCuje existenci konené derivace, nikoliv
vSak existenci derivace nekonetné. Prohlédneme-li si v§ak nd$§ argument podrobnéji,
zjistime, Ze konstrukce funkce nemajici nikde ani kone¢nou ani nekoneénou derivaci je
prakticky stejnd; pokusime-li se v§ak o funkci, kterda nema ani nekoneéné jednostrané
derivace, potkdme se s naprostym nezdarem. Pro€ je tomu tak, to se pokusime objasnit
pozdéji.

Do tohoto obdobi je asi vhodné zafadit fadu praci, vySetfujicich Diniho derivace
nederivovatelnych funkci. (Diniho derivace se n¥¢kdy v na3i literatufe nazyvaji derivo-
vana €isla). Pomoci Diniho derivaci lze totiz klasifikovat typ nederivovatelnosti funkce
v daném bodé€. To je patrné z obr. 2 a z obr. 3, ze kterych je téZ vidét jejich definici.

D.flx)=-oo Dl(x)ino
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Obr. 3 zachycuje pfipad, ktery bude v nasich dal§ich uvahach obzvlast dilezity (obé
horni Diniho derivace jsou + oo, obé dolni jsou — oo); nastane-li, fikame, Ze funkce f
ma v bodé x uzel.

Podrobnéjsi vysSetfovani Diniho derivaci nederivovatelnych funkci vsak spada az do
tietiho, souvislost jejich vlastnosti s chovanim nederivovatelnych funkci pak do étvrtého
obdobi studia funkci bez derivace.

3. Typické spojité funkce nemaji nikde derivaci

a) Typiénost ve smyslu kategorii

Pro nage ucely se zda byt nejvyhodnéjsi tato definice ,,typiénosti ve smyslu kategorii‘‘:
Je-li ¥V néjaka vlastnost spojitych funkci na uzavieném intervalu <0, 1), fekneme, Ze
typicka funkce ma vlastnost V, jestlize v nasledujici hfe ma hra¢ A4 vitéznou strategii.

Hru hraji dva hradi 4 a B. V prvnim kroku voli hra¢ B otevienou neprazdnou mno-
Zinn G, = C{0,1> (v prostoru C{0, 1> vSech spojitych funkci na intervalu <0, 1)
uvaZujeme metriku d(f, g) = max {|f(x) — g(x)|; x € <0, 1>}). V dalsim kroku voli hra¢
A otevienou neprazdnou podmnoZinu G, mnoZiny G,. Pokradovani je snad jasné: pro
licha » voli B otevienou neprazdnou podmnoZinu G,_,, pro suda »n voli takovou mno-
Zinu A. Zbyva nam jesté fici, co znamena, Ze hra¢ A4 vyhraje. To bude tehdy, kdyZ pra-
nik vSech mnoZin G, obsahuje pouze takové funkce, které maji vlastnost V.

Poznamenejme, Ze 74dnéa konkrétni funkce neni typicka (uvaZujeme-li totiZ vlastnost
,,byt rovny dané funkci f*, ma dokonce vitéznou strategii hra¢ B — sta¢i mu volit
v prvnim kroku mnoZinu, kterd neobsahuje f a v dalSich krocich takovou mnozinu G,,
jejiz uzavér je &asti G,_, a jejiz diametr nepfevysi 27"; priunik mnoZin G, je pak, diky
uplnosti prostoru C{0, 1), neprazdny a evidentné neobsahuje funkci f). Piesto viak
miiZzeme (oviem neptesng) Fici, Ze typické funkce existuji; tim minime, Ze ma-li typicka
funkce vlastnost ¥, pak existuje funkce, ktera tuto vlastnost ma (to je vidét z pfedchozi
argumentace, ve které jsme si uvédomili, Ze B ma vZdy moZnost vynutit, aby pranik
mnoZin G, byl neprazdny). Poznamenejme jest&, Ze jednoduchou kombinaci strategii
Ize dokazat: Jestlize pro kazdé pfirozené ¢&islo i ma typicka funkce vlastnost V;, pak
typicka funkce ma souéasné vSechny vlastnosti V.

Podivame-li se znovu na konstrukci nederivovatelné funkce, ihned vidime, Ze typicka
funkce nema nikde derivaci. Hra¢ A totiZz vZdy miZe v neprazdné oteviené mnoziné
G,_, spojitych funkci najit ,,pilu‘ (samozfejmé ne tak uplné pravidelnou jako na obraz-
ku); voli-li pak za G, jeji dostate¢n& malé okoli, jsou vSechny funkce z G, jen malymi
deformacemi ,,pily*‘, a maji tedy ty jeji vlastnosti, které aproximovaly nederivovatelnost.
V priniku mnoZin G, pak mohou leZet pouze funkce, které nemaji nikde kone¢nou
derivaci. Stejné lehce se ukaZe, Ze typickd funkce nema v Zadném bod€ ani nekonetnou
derivaci a Ze v Zadném bodé€ nema konecnou ziddnou jednostrannou derivaci.

Derivaéni vlastnosti typickych funkci ve smyslu kategorii byly velmi podrobné vysetto-
vany fadou autorl (pfesto ziistavaji stale n&které otazky nezodpov&dEny). Neni mym
umyslem rozebirat zde podrobnéji dosaZené vysledky; uvedu zde pouze dvé vlastnosti
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typickych funkci, ke kterym se jesté pozdéji vratime. V. Jarnik dokazal, Ze typicka funkce
ma skoro ve viech bodech intervalu <0, 1> uzel. S. Saks dokazal, Ze typicka funkce ma
aspoifi v jednom bodé& derivaci zprava (nutné nekone&nou).

Pfedchozi vyklad metody kategorii neni ovSem zcela obvykly. VétSina autord doka-
zovala vlastnosti typickych funkci pomoci béZné definice. Nejzndmé;jsi vyjimkou je vyse
uvedena Saksova véta, ktera pokud je mi zndmo, nebyla nikde dokdzana pouze uZitim
klasické definice. O to pfekvapivéjsi se mize zdat jeden z vysledkid &tvrtého obdobi
studia nederivovatelnych funkci: Saksovo tvrzeni je dusledkem Jarnikovy véty! NezZ se
viak k nému dostaneme, zastavme se na chvili u jiného pojmu typi¢nosti.

b) Typi¢nost ve smyslu miry

Na prostoru C{0, 1> mame k dispozici zna¢né mnozstvi mér; pro kazdou z nich se
miZeme ptat, zda typické (tj. skoro viechny) funkce jsou derivovatelné. Ponévadz
tato otdzka je vlastné otazkou po vlastnostech trajektorii stochastickych procest, byla
ji vénovana pozornost téch matematiki, ktefi se trajektoriemi stochastickych procesii
zabyvali. Problematika zde neni jesté zdaleka uzaviena, a to dokonce ani v pfipadé
nejprozkoumanéj§im — v pfipadé Wienerovy miry (tj. pro. trajektorie Brownova pohy-
bu). Je asi dobfe znamo, Ze typicka funkce ve smyslu Wienerovy miry nemé nikde
kone¢nou derivaci, a Ze ma i nékteré dalsi vlastnosti typickych funkci ve smyslu katego-
rii. Nékteré vlastnosti typickych funkci v téchto dvou smyslech se vSak podstatné lisi;
tyto otazky zde nebudu rozebirat podrobnéji, ale pfesto se k nim na zavér alespoi na
chvili vratim,

4. Proc nederivovatelné funkce vypadaji tak, jak vypadaji?

Metodu studia zdkonitosti, jimiZ se nederivovatelné funkce fidi, budu ilustrovat na
dvou prikladech.

a) Pro¢ ma typick4 funkce ve smyslu kategorii aspon v jednom bodé derivaci zprava?

Odpovéd je prekvapivé jednoducha: ProtoZe ma skoro vSude uzel a protoZe plati
tato véta o monotonii:

Je-li f spojitd, D*f(x) = 0 skoro viude, D*f(x) > — co viude, pak f je neklesajici.

ProtoZe typicka funkce spliiuje prvni dvé podminky této véty a nespliiuje jeji tvrzeni,
musi pro ni existovat bod, kde D*f(x) = — o0, coz je oviem totéZ jako f’,(x) = — 0.

Za poznamku snad stoji fakt, Ze dikaz pouzité véty o monotonii neni nijak obtizZny
a 7e tato véta zdaleka nepatii k nejsilné€j$im vétam o monotonii.

Uvahou, kterou jsme pouzili pfi ditkazu toho, e typickd funkce ma nékde derivaci
zprava, miZeme odiivodnit i to, pro¢ se nam nedafi sestrojit Besicovitchiiv pfiklad
jednoduchou metodou. Napf. pfi na$i konstrukci nederivovatelné funkce pomoci
,»pily** jsme chtéli, aby ,,pila* méla vSude Spatné chovani, pokud jde o derivovatelnost
— sestrojovali jsme tedy vlastné co nejhorsi ptiklad. Co vSak muZe byt horsiho z hle-
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diska existence derivace nez uzel? Nelze se proto divit, Ze nase funkce bude mit v hodné
bodech uzel (samozfejmg, Ze ne v§ude, musi také nékde nabyvat maxima!). Aviak Besi-
covitchova funkce diky uvedené vét€ o monotonii nesmi mit uzel v bodech né&jaké
mnoziny kladné miry.

b) Pro¢ ma typicka funkce ve smyslu kategorii skoro viude uzel?

Zde uZ nebude odpovéd tak jednoducha. Prvni informaci ziskdme z Denjoy-Young-
Saksovy véty:
Je-li f libovolnd funkce, pak pro skoro vSechna x nastane jeden z téchto pFipadi:
(i) fmd v bodé x konecnou derivaci,
(if) fmd v bodé x uzel,
(iii) Dy f(x) = D™f(x) je koneéné, D*f(x) = + oo, D_f(x) = — oo (viz obr. 4),
(iv) Symetricky pripad k (ii).

Obr. 4.

PonévadZ typicka funkce nema nikde derivaci, vime, Ze ve skoro kazdém bodé& na-
stane jeden z pfipadil (ii)—(iv). Co viak vylouilo pfipady (iii) a (iv)? Abychom to
mohli Fici, podivejme se podrobnéji na mnoZinu téch bodd, kde nastane (iii). (Nasledu-
jici uvahy budou spravné pouze pro méfitelné funkce; to nas vSak nemusi bolet, nebot
my studujeme dokonce jenom funkce spojité).

Rozdélime-li mnoZinu téch bodd, kde nastane (iii) pfirozenym zpisobem, dostaneme
spotetné mnoho mnoZin, na kterych je funkce neklesajici (pfesngji: stane se neklesajici
po pfidteni vhodné linearni funkce). Neklesajici funkce ma ale skoro viude koneénou
derivaci. Znamen4 to v§ak néco o plivodni funkci? Neukazali jsme totiz, Ze je neklesajici
na intervalu, ale pouze na néjaké (méfitelné) mnozin€. Vime tedy jen, Ze pro skoro
vSechna x z této mnoZiny existuje konecna limita deriva¢niho podilu pfes tuto mnoZinu.
Je-li viak x navic bodem hustoty uvedené mnoZiny (a to jsou skoro viechny jeji body),
vidime, Ze

yox y—Xx
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existuje koneéna, uvaZujeme-li y probihajici pouze né€jakou méfitelnou mnoZinou, ktera
ma x za bod hustoty. Takovouto limitu nazveme aproximativni derivaci funkce f v bodé
X.

Ukazali jsme vlastn€ tento specidlni pfipad Denjoy-Young-Saksovy véty pro aproxi-
mativni derivace:

Je-li f libovolnd méFitelnd funkce, nastane pro skoro vSechna x jeden z ndsledujicich
pripadii:
(i) f mad v bodé x konecnou aproximativni derivaci,
(i) f ma v bodé x uzel.

Nyni uZz zname odpovéd na na$i otazku. Typicka spojitd funkce nemd v Ziadném
bodé kone&nou aproximativni derivaci (dikaz je prakticky stejny jako pro oby&ejnou
derivaci), tedy ma skoro vsude uzel.

Vratme se jesté jednou k Besicovitchové funkci. Pfedchozi vétu miZeme totiZ zkombi-
novat s vétou o monotonii, a tim dostaneme:

JestliZe spojitd funkce nemd nikde derivaci zprava, pak md na mnoZiné kladné miry
konecnou aproximativni derivaci.

Vidime tedy, Ze Besicovitchova funkce se musi v jistém smyslu chovat velmi rozumné.
Soucasné vidime, pro¢ Besicovitch konstruoval sviij pfiklad zhruba nasledujicim zpu-
sobem:

Misto libovolné deformace ,,pily* pfipoustime jenom takové deformace, které s pi-
vodni ,,pilou* splyvaji na mnoZing& velké miry. (Na této mnoZin& pak bude mit vysledna
funkce kone¢nou aproximativni derivaci.) Z Denjoy-Young-Saksovy véty pro obyZejné
derivace dale plyne, Ze deformace ptivodni ,,pily* by z ni méla vyCnivat jen na jednu
stranu (nesmime vytvofit uzel ani konefnou derivaci; musime tedy vytvafet pfipady
(iii) a (iv)). Takto budeme pokragovat dale; limita vytvofené posloupnosti funkci ma
nadéji nemit v Zddném bodé€ jednostranou derivaci.

Na zavér uvedme jesté nékolik poznamek o typickych funkcich ve smyslu Wienerovy
miry. Ani tyto funkce nemaji nikde aproximativni derivaci, tedy nase Gvaha fika, Ze
musi mit alespoii v jednom bodé€ nekoneénou derivaci zprava. Z hlediska aproximativni
derivatelnosti se viak chovaji mnohem hitfe (nebo snad lépe?) neZ typické funkce ve
smyslu kategorii. Ve vSech bodech je totiz aproximativni limita absolutni hodnoty
deriva¢niho podilu rovna + oo! Pfedstavit si takovou funkci se zdd byt mnohem
obtizné&jsi; jeji pfima konstrukce nebyla dosud provedena.
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Stav a koncepce rozvoje
matematické informatiky v CSSR*)

Jiri HoFejs a kol.

1. Charakteristika matematické informatiky (MI)

V tivodu je tfeba podat jisté terminologické vysvétleni. Termin ,,MI* vznikl z nedo-
statku lepsiho nazvu plivodné k oznaceni ,,védy o pocitacich*‘, computer science (CS),
ktery se v n€kterych evropskych zemich pfeklada prosté jako ,,informatika*. Adjekti-
vum ,,matematicky‘‘ mélo nejdfive za kol odlisit CS od informatiky jako oboru zamé-
feného na organizaci a zpracovani dat v knihovnictvi; béhem doby se vZil nazev MI
k oznadeni téch ¢asti CS, které maji vyraznéjsi matematicky charakter. V tomto smyslu
se chape i v této stati, i kdyZ hranice mezi matematickou a nematematickou slozkou CS
neni dosti zfetelnd a tato skute¢nost je jednou z pfi€in, pro¢ matematicka obec pfistupo-
vala — na $kodu véci i na $kodu svou — k otazkam CS s jistou skepsi a vdhavé.

*) Prispévek byl pfednesen autorem na spole&ném zasedani védeckého kolegia matematiky CSAV
a komise pro matematiku SAV konaném ve dnech 27.—28. 9. 1982. Byl sestaven na zdkladé price
komise ve sloZeni: doc. dr. J. Hotej§, CSc. — predseda, &len korespondent CSAV J. Nedoma, prof.
dr. M. Novotny, DrSc., dr. J. Demner, CSc., dr. J. Pelouch, CSc., a na zdkladé konzultaci s fadou
dalsich odbornika.
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