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poloZime &tvercovou sif na prisvitném papife a sestrojime perspektivu této .
sfté. Odhadneme prisedfky kfivky s pfimkami sité a pfeneseme je do per-
spektivy sité (v ptipadé pridelnych &tverci tzv. gratikuld?).

Metoda hloubkového méfitka slouzi k vynaSeni vySek nad zékladnf rovinou .
(obr. 20). U kraje ndkresny sestrojime perspektivy rovmobézek v zikladnf
roving, prochizejicich body méfitka na zakladnici. Perspektivou A,, vedeme

pridelnou ptimku a, || 2 (nahradi ji hrana p¥floznfku), 4a || %, redukce 4,4,
uselky A,A (na obr. 4,6) je taZ jako redukce této délky na pfimce a, a od-
mé&iime ji pfimo na perspektivé rovnobézek.

Ptesnost metody oviem zévisi na podrobném déleni métitka. Vyhodné ie,
%e metoda nevyZaduje konstrukce ve vlastni nakresné.

Perspektivni axonometrie.

U stavebnich objektu, které vykazuji tf¥i navzajem kolmé sméry, lze zvolit
pravouhlou soustavu soufadnic s osami téchto sméri. KaZdy bod je pak uréen
soufadnicemi vzhledem k této soustavé. Sestrojime-li perspektivu os soufadnic,
lze potom nap¥. metodou d&licich bodii os najit perspektivy soutadnic a tim
i perspektivu daného bodu. Na obr. 21 je osa z v prumétné, bod 4 méa sou-
fadnice z,, ¥4, z,. Metoda je pracna a v této podobé se ji nepouziva.

Sestrojme v kaZdé soutadnicové roviné sit étverci a urdeme jejich perspek-
tivu. Tim ziskdme tzv. perspektivni sit, ve které je mozno jiz bez daldich kon-
strukef rysovat perspektivu jak objektu daného ortogondlnimi praméty, tak
také i objektu navrhovaného. Oviem Ze tuto vyhodu zmensuje- nemoZnost
zménit distanci a odchylky os.
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IRACIONALNI GfSLA NA STREDNI SKOLE?)
G. M. FicHTENGOLC

1. Je v8eobecné uznavino, Ze iracionalni &isla jsou slabym mistem ve vyuce
matematice na stfedni 8kole. Je tomu tak pfedeviim proto, Ze iraciondlni-
disla jsou teoreticky i metodicky obtiZznym problémem, a disteéné také proto,
Ze vyklad této otazky v udebnici algebry je Spatny, udebnice geometrie, kters
Sastedné plni dkol vykladu iraciondlnich &isel, nemi%e se této tlohy pln&
zhostit. ' ’

2. Matematikové se: s iraciondlnimi &isly setkdvali jiZ po mnoho stoleti,
piedevsim v souvislosti s odmoctiovanim a déle pti vy¥etfovani poméru nesou-
méfitelnych velidin. Logickéd podstata téchto &isel, jejich vztah k dobie zna-
mym raciondlnim &islim vSak zistdval nevyjasnénym a zédkonitosti podetpich
operaci s iracioné,lnimyisly neodivodnéné.

1) T'. M. ®uxrenronsn, VppanuoHanbHEe 9ucaa B cpefHed miosae, MatSmatideskoje
prosvésbenie, &. 2, 1957.
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Kriticky. smér v matematioe na zatstku tohoto stoleti posta.v:l do poptedi
otdzku vypracovani lqglckého zékladu matematické. analysy & k tomu bylo
nozbytné vyjasnit i pojem redlnych éisel. V sedmdesatych letech vznikly
(téme&F soudasnd) t¥i teorie iraciendlnich é&isel, Dedekindova, Mérayova-Can-
torova a Weierstrassova, které otédzku plné vyéerpaly

Byly nejednou ¢indny pokusy zavést tyto teorie v riiznych zpracovénich
do utiva stfedni Skoly. Je tteba viak uznat, Ze tyto pokusy nemély uspdch.
Uk4zalo se, %e vybudované teorie neodpovidé. ani potfebdm, ani moZnostem
24kt sttednich &kol. Proto i nyni nechceme Fekit otdzku vybudovéni jakési
teorie iraciondlnich &isel pro potfeby stfedni skoly. P¥itom viak jakési mini-
mum ch&péni problému iraciondInich &fsel je na stiedni $kole ‘nezbytné. For-.
muluji toto minimum takto: je tFeba ddt Zdkim stfednich kol jasnou pFedstavu
o iraciondlnich Cislech a jejich tloze v algebfe a geometrii. Toho lze plié dosdhnout
a soubasné to plné' odpovidd ctlam, které si klade stfednt Skola.

Pre]du nyni k vykladu ‘podrobného planu vyuky iracionélnich &sel
nejen 8 ohledem na zavedeni pojmu v 8. t¥id¥, ale i s ohledem na jeho dali
poutiti ve vyuce a na jeho prohloubeni pii opp,kové.ni utiva v 10. t¥ids.

3. Je udelné pristoupit k zavedeni iracionglnich &isel soufasné v algebie
i v geometrii.-Je t¥eba proto vyuku vést tgk, aby otdzka méfeni velidin byla,
v geometrii probirdna tehdy, kdyZ se v algebi"e zabyvéme — po v;’*kla.du p¥i-
blizného stanoveni druhych odmoenin — pojmem pfesné hodnoty “odmocnin
z ¢&isel, které , nejdou odmocnit*. V této dobé je t¥eba spojit hodiny algebry
& geometrie a viemi prostfedky presvddtit Zéky o tom, Ze ¢isla, kterd dosud
znaji) nestadi k popisu viech jevil, sezndmit je s iracionlnfmi éisly a vratit
se k oddélenému vykladu algebry a geometrie aZ si Zdci jiZ osvojili zdkladn{

piedstavy o iraciondlnich &islech.

Roziffen{ &iselného oboru musi byt peéhvé ptipraveno, nebof jiZz sama
my#lenka vyivoFent novych &sel a jejich pfipojeni k &fslim jiZ zndémym miZe
studenty zmédst.

Je tdelné ji¥ d¥ive poukazat na tuto otdzku a pfipomenout Z4ktim, Ze v ]e]wh
praxi jiz dvakrét doslo k tomu, e zndmé ¢isla , nestadila‘ a bylo: ti"eba. zavést

. nové éisla.

Poprvé k tomu doslo v obepné ikole. Zaci tehdy znali jen phrozemi Hsla:
jejich soudet a soudin byl vidy proveditelny, ale délenf nikoli. Jinymi slovy
soudet a soudin libovolmych dvou pfirozenych éfsel bylo vidy mozZno stanovit
(v oboru ptirozenych &sel), ale u podilu tomu tak nemuselo byt. Byly zave-
deny zlomky, nové &sla, a déleni se stalo proveditelnym ve viech. pi'xpa.dech

V rozsifeném éiselném oboru  bylo mo¥no bez prekétek provadét sditéni,
nésobenf a déleni, aviak ne vidy bylo moino provést odediténi. Po druhé byl
¢iselny obor rozéifen v 6. t¥d¥ zavedenim novych &isel — &sel zdpornych (a
nuly) & nyni se jiz véechny &ty¥i zAkladni operace staly proveditelnymi?).

Je dilezité, aby- Zéci- pochopili, Ze skuteénd viechna jim znémé &isla —
pFirozend éisla zlomky i &sla z4porné — byla vytvorena lidmi na zdkladd
praktickych poti'eb (véetné potieb matematické praxe). Zatim co piirozena-
a racionalni éfsla byla zavedena jiz pfed tisiciletimi, zdporns &fsla se stala

- . pot¥ebou matematiky teprve pfed nékolika stolétimi. \

4. Je tfeba zduraznit, Ze v obou uvedénych p¥tpadech z di"ivé]éi zkuSenosti
zaku ,,pHéinou* vytvoreni novycl &sel byly inversni operace — dé&leni a ode-
¢itédni, zatim co pi'imé‘ operace byly vidy proved_ltelné i v nerozéifeném disel-

1) S8amozfejm® s vyjimkou dslenf nulou.



ném oboru. T¥et{ p¥imé operace, umoctiovani (fekndme s p¥irozenym expo- -
nentem) je analogicky také vidy proveditelnd v oboru racionélnich gsel.
Pfirozend vzniké otdzka, zda je proveditelnd prisluéné, inversni operaoce?) —
odmpociiovéni. Tato operace neni vidy proveditelnd ani tehdy, omezime-li se
na odmocniny kladnych &sel.

~ Je tteba, aby Z4ci byli skuteén® a védomé pfesvéddeni o tom, Ze jiZ n8které
velmi jednoduché odmocniny nelze vyjadFit raciondlnimi &isly. NemozZnost
nalézt napr V2 nesm{ %4ci chédpat jako nasi neschopnost najit toto &islo. Setkal
jsem se jiZ s takovym ,,vykladem‘‘ této otdzky, %e raciondlni hodnotu této
odmocniny stanovit je obtiZzné proto, Ze itatel a jmenovatel jsou &isla piilis
velké.

K vytvoreni sprdvného nézoru %4kl na tuto otdzku snad ani peni nezbytné
vykladat véty o neexistenci raciondlni odmocniny celého disla, jestliZe neexis-
tuje celistvé odmocnina, které zpravidla jsou na Zkoldch predné.éeny Zda se

mi, e stadi omezit se na rozbor nejjednodusdi odmocniny V2 Diikaz tvrzeni,
%o tato odmocnina mneexistuje (v oboru racionalnich &fsel) je treba provést
tak, abychom zajistili pochopeni tohoto diikazu viemi Zéky do viech disledki.

Nejvhodné&jéim k tomu je vynikajici dikaz Euklidiv, _vypracovany jiZ pred
dvdma tisici lety. Je vieobecnd zndm, ale pro tiplnost jej uvedu.

Méme doké.zat, ¥e /2 nent &slo racionsln{. Ditkaz provedeme sporem. Predpoklédejme
tedy, ¥e |2 je &islo raciondln{ (kladné)t), tj. ¥e existuje zlomek lq’- (kde p a ¢ jsou ¥sla

2
cefé,) takovy, %e jeho &tverec je roven 2: Z = 2. Mii¥eme p¥i tom pfedpoklédat, ¥e &sla -
pa q nemajf spoleéného délitele (v opadném p¥pad$ bychom mohli zlomek timto spoled- -
nym délitelem kré.t.\t) (
Z uvedené rovnice snadno plyne p* = 2¢*.

Na pravé strané této rovnice je zfejmé éislo sudé (jednim z éuutem pravé strany
¢islo 2). Tedy | &slo p* je sudé, a &slo p musi byt také sudé (nebof &tverec lichého Ghiz
je t.a.k? lllehy)hg}isla. P & ¢ nemaji podle pfedpokladu spolesného déhtele a tedy jmenovatel
q je é&fslo lic

Po tomto pi'edbéiném zévéru budeme v naif 1ivaze pokméovat Sudé é&islo p muke
byt napsdno ve tvaru p = 2r (r je &fslo celé); dosadime 11 to do piedchozi rovnice, dosta-
‘neme 2r* =

Na levé strané zde médme opét sudé &slo a tedy i Mslo ¢® je sudé. Z toho snadno plyne,
%e i samo é&fslo g je sudé.

Tedy kdyby V2 bylo mo#no vyjdd¥it faclonélnim dfslem 2 , kde p a ¢ nemaji spoled-

nych déliteld, pak &slo ve jmenovateli by muselo byt soutasnd sudym i lichym. Tento
zfejmy spor Jas:né dokazuje, ¥e takové racionélnf é&fslo neexmtu)e

5. Jakmile jsme takto ukézali, Ze raciondlni &sla nestadf viem poti"ebém
algebry, protoe jimi nelze vy]édﬁt ani nejjednodusi odmoonmy, je velmi
dileZité ukézat, ¥e i pot¥eby geometrie vyZadujf roziffenf Z4ktm dosud zné-
mého &selného oboru.

Zabyvejme se srovnévanim délky tsetky a s délkou jiné isedky b (jinymi
slovy délkou tsedky a jestlizé délku tsetky b budeme povaZovat za jednotku
délky). Jsou-li ob® tsetky soumétitelné a g-t4 ¢ast tsedky b se vejde pravd

A

3) ‘Presndji jedna z dvou inversnich ‘operac.
. %) Je ziejmé, Ze V2—nemﬁie byt &islo celé, nebot 1? < 2 a jiz 28 > 2.
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pkrét na tGsedku a, pa,k je podil jejich délek vy]éd!‘en réciondlnim #slem £

q
V pFipadé dvou nesoumdFitelnjoh vselek nemate byt pomér mwib délek vyjddfen
(raciondinim ) &slem. Jinymi slovy omezime-li se na racionalnf disla pak uselky
nesouméfitelné s jednothou memajé délku!

Jak pfesvédélt Z4ky o existenci nesouméFitelnych tsedek? Ne]vhodnéjéim
k tomu je klasicky piklad — thlop¥ieky a strany Stverce tim spife, Ze zde ndm
bude opét ,,chybdt* toté% dislo V2 o kterém jsme prav®é dokdzali, e neni
¢islem raciondlnim.

Dikaz nesouméhtelnostl u.hlopi'iéky a strany Stverce, ktery je uvé.dén

v udebnicich, je viak sloilty Tento didkaz kromd toho spodivéd na ,,metodd
postuopného phklé.dé.ni fisedek*’, kterou si %4ci neosvojuji bez néma.hy (nejsou
totiz dostatednd sezndmeni s prototypem této metody —
s metodou postupného déleni pfi stanoveni nejvétsiho
spoletného délitele dvou' pirogenych &isel). Piisné’ vzato
pak dtikaz nesouméfitelnosti dvou tsedek spodfvajioi na -
nekonetném procesu postupndho pFiklédéni tsedek vyZa-
duje jestd doplikii. NesouméFitelnost thlop¥itky a strany
-dtverce je pfi tom faktem obrovského -principidntho vy- -
znamu a musf byt vysvétlen prostd a pfesvédihvé

Choi se zde proto vzdét nepotiebné rigorosnosti a vy-
budovat tvahy na v&té:. Pythagorovs, kterou zvldsf pro
tento Gdel 1ze elementdrnd dokézat.

Je dén &tverec (obr. 1); méme dokézat, ie ]oho dhlo- ~  Obr L
ptitka a strana jsou nesoumdfitelné. .

- . Predpoklddejme opak: necht existuje spoleénﬂ mira téoht,o tisedek a necht
je obsaZena v tihlopHd&de pkrét a ve strand ¢tverce gkrat. Vezmeme-li tuto
spolednou miru za jednotku délky pak délku GhlopHdky & strany &tverce
mizeme jednoduse vyjadFit celymi &isly p a g a &tverce, sestrojené nad t¥mito
tisetkami budou mit obsah p? a ¢%) (Stverednyoh jednotek)®).

Z klasického obrézku 1 viak vidime, Ze ¢tverec sestrojeny nad thlop¥itkou
je pravé dvakrat vétdf (co do obsahu) ne% ¥tverec dany, nebot se skladé ze
&yt takovych trojthelnikii, které dany étvereoc obsahuje pouze dva.

Je tedy. p* = 2¢t, odkud (2 ”L: 2, tj. dlomek £ mé hodnotu Z To viak

neni moZné (jak bylo vyse dokdzdno). Tedy skutednd strana a Ghloptitka
dtverce jsou nesouméfitelns.

J i%e tedy budeme stranu &vérce povaovat za jednotku délky, pak (v oboru

nich &sel) uhlopﬂé’ka tohoto &tverce nemd délicu.

Tvrzeni o tom, %e ,,ne viechny tsetky maji délku* mé velky principidln
vyznam. Potadavkem existence odmocnin (kladnych) racionélnich &isel nelze
motivovat zavedeni wlech (kladnych) iraciondlnich d&isel, zatimeo ‘pot¥eby
geometrie — pfifadit ke ka¥dé visedce 6islo, vyjadiujict ]e;i délku vyZaduji
viech iracionélnich &sel. y ’

Pfi tom je dobte zdiiraznit, Ze p¥idinou mvedqm raciondlnich éisel nebyla
jen neproveditelnost déleni, ale i (moiné Ze ]eité ve vétsi mife) pravd tato

5) Z celé teorib obsahu obrazci poutivame zde jen vy]Ad!'eni obsahu Stverce, jehoZ strana
obsahuje celistvy podet délkovych jednotek.

’
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uloha. o délce tsetky a jinych veli¢in v téch p¥ipadech, kdy poéet ,,pfiloZeni
zvolené jednotky k dané useéce nelze vyjad¥it celym édislem.

6. Raciondlnich &isel je tedy skutetné ,,milo”..O tom se Zdci na zdkladé
dosud uvedenych tGvah skuteénd presv&ddf.-

Ze zkuSenosti v1me, %e v podobnych p¥ipadech je treba vytvont nova &isla.
Jak mame nyni vytvofit disla, kterd potfebujeme? Zadnéme konkrétnim
ptikladem, &islem V§, o kterém jsme jiz mluvili.

Aproximaci odmocniny, tj. vyéisleni p¥iblizné hodnoty odmoeniny jiZz Zaci
znaji. Je dobf¥e, jestliZe jiz byly vyéisleny pfiblizné hodnoty disla ]/2 ]a,ko evi-
deni:

1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213; 1,4142135; ... (a)
2 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; 1,41422; 1,414214; 1,4142136; ...  (a’)

At vezmeme libovolny podet desetinnych mist, ani jedno z t&chto &isel neni

pfesnou hodnotou V§ nebof viechna tato &sla umocnéna na druhou daji
bud &islo men&i neZ dyé (¢isla v prvnim Fadku), nebo &islo vét$i nez dvé (¢isla
ve druhém Fidku).%) /

Ctverce téchto disel jsou viak:
. 1; 1,96; 1,9881; 1,999396; 1,99996164; ...; (b)
4; 2,25; 2,0164; 2,002225; 2,00024449; ...; (b)

jsou tim bliz¥{ &slu dvs, &m vice destinnych mist uvazujeme. Zvlasté poudny

- je v této souvislosti prvni fadek (a) pfibliznych hodnot mensich nez V 2: jednou
stanovené desetinné misto hledaného éisla se jif pFi dal¥im zpFesfiovdni neméni

(neni tomu tak u pFibliZnych hodnot vétsich ne% V2) a Sslo, které vzniké -
postupnym stanovovénim desetinnych mist se neustile vice bhil pi'esné\hod-
noté ‘odmocniny. »

" Tento fakt pFirozend vede k myslence uvaZovat nekoneény destinny zlomek
1,4142135 ..., pfedstavit si najednou viechny &islice za desetinnou &arkou,
které pii vyéislové.ni odmocniny jsou stanovova.ny jen postupné. ‘

Napsat takovy desetinny zlomek neni samozfejmé mo¥né; povaZujeme jej
vSak za urdeny, jestlife zndme pravidlo, které ndm umoiﬁu]e stanovit &islici
na libovolném desetinném misté za desetinnou ¢arkou. Nap¥. &islice na tisicim
misté je zcela presnd urdena, presto, Ze ji nikdo nezna.’) (tato poznamka je
urdena- spife. uéiteltm nez Zékim). .

Na tomto misté je sprdvné upozornit za,ky na to, Ze se ]li v 5. tFidé setkali
8 nekoneényml desetinnymi zlomky. Vidyt nikoho z nich. neprekvapi, kdyz
pti déleni &isel 1 a 7 dostane hodnetu zlomku % ve tvaru nekoneéného desetin-
ného zlomku 1 = 0,122857142857 ... Tam $lo sice o periodické zlomky (tako-
vym zlomkem j je i uvedeny prikla.d) a véechny tyto zlomky.vyjadfovaly racio-
‘nalni &isla. Jestlize se v¥ak Zaci jiZ ]ednou setkali s nekoneénymi desetinnymi
¢isly, které nékdy vyjadiuji dokonce i ,,dobra‘ ¢isla, neleknou se ani zlomku,

ktery dostaneme jako hodnotu V2.

. ) s
. 8) Jinak tomu samoziejm® ani ‘bt nemize, nebot jiZ vime, %e neexistuje raciondlni &islo, jehoz
étverec je roven dvéma.
7) Pomoci modernich pogitacich stroju je jednoduché stanovit tisici desetinné misto V 2 a ne-
vyia.du]e to mnoho &asu. Viz o tom &lének A. A. Ljapunova a G. A. Sestopala v prvnim gisle da-
sopisu ,,Matématiteskoje prosvésdenije‘‘.
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Okamiit;é oviem vznikne otdzka, zda i zlomek 1,4142135 ... neni pei'iodicky”
Kdyby tomu tak bylo, byl by tento zlomek racionélnim éislem? které by

soudasnd bylo (jak 1ze dok4zat®), pfesnou hodnotou V2 co nenf mo#né.
Tedy zlomek, ktery dostaneme, nebude periodicky.

7. Nyni je mo#né vyslovit obecnou definici, novych — iracionalnich —
disel, které je trebd p¥ipojit ke starym — raciondlnim — “¥fslm, abychom
1vyhovéh potfebdm algebry a geometrie. Stali se pfi tom omezit na kladné
disla, nebot zdporns dostaneme obvyklym postupem. Tedy (kladnym) iracio-
nélnim &islem nazyvdme kaZdy nekoneény nepenodlcky desetinny zlomek
tvaru

& = 0,010y . an

Podobng jako |/Z i ostatni odmocmny, které nelze vyjad¥it “celymi éisly,
jako V5 VG . vedou k:takovym &slimr. Bylo by viak nespravné domnivat
se, Ze lracloné.lni dsla vznikajf jen odmooﬁové.him Nekoneény nepe-
riodicky desetinny zlomek, sestaveny podle libovolného pravidla, napft.
0,12112111211112 ... je iraciondlnirn &islem bez ohledu na to, zda. vyjadfuje
hodnotu néjake odmocnmy, nebo ne.

Tento fakt je t¥eba zvI4&té zdiraznit proto, Je zmateny vyklad této otézky
v udebnici vyvolal v celych generacich Z4kt nespravné pi'edsta.vy o této otdzce.
V souvislosti s tim si vzpomindm na jednu pihodu. Jednou jsem na pied-
nédce z matematické analysy dokézal iracionalitu &isla e; o pfestdvce se na
mne obrétila podetns skupina posluchad s dotazem: odmocniniou kterého &sla
je ¢islo e? Takové méli pfedstavy o iraciondlnich &fslech ze &kol.

Uva¥ujeme-li &sla raciondlni i iraciondlni, dostaneme obor reélnych
¢isel. Po;em redlnych &fsel tedy zahrnuje pojmy raciondlnich i u'a,clonéhnich
disel.

8. Zavedme nyni pojem poméru délek dvou tsedek a a b, ]sou S tyto ﬁseéky
nesoumétitelné (obr. 2).

Za¥neme priklédat dsedku b k tisedoe a; vejde se tam nap¥. akrit s jistym
zbytkem: Rozdé&lime-li disedku b na 10 ste]nyoh dﬂt’l miiZeme tuto ¢4 useéky b
pfikladat k tomuto zbytku. Jeliko% _
tento zbytek je mensi neZ b jedna | . a : N _
desetina tselky b se vejde do tohoto +—— : \ PR
zbytku a,krit, kde a, < 10, op&t ‘

8 jistym zbytkem. V tomto novém ' b
zbytku je iy tsedky b obsaZena ' ?
a,,kré,t kde a, < 10 atd. MaZeme - - Obr. 2.

si myslet, Ze tento proces bude ne-
ustéle pokradovat; zbytky vidy vzniknou, nebot v opaéném pripadé by obé
tsedky byly soumé&fitelné.

Dostaneme tak nekonedny desetinny zlomek & = a,a,a,a; ..., ktery je
pomérem délek tsetky @ a b (nebo délkou isetky a, pova.iu]eme li dsedku b
za délkovou jednotku). Tak v p¥pad¥ vyobrazeném na obr. 2 je & =2,52.

Jsou-li isetky a a b nesouméfitelné nemiie byt zlomek « periodicky a vy
. jadiuje tedy 1ra.clonélni tislo. Nynf, kdyZ jsme ]1i zavedli iraciondlni &fsla, maji

8) Nepoklddém za nutné v tomto vykladu ka#dé tvrzent dokszovat, v nmoha pi‘ipadech se
stejn® budeme musat spokojit vykla.dem misto dikazu.
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viechny useéky délku, af volime jakoukoli ]ednotku délky; tsto délka bude
racionalnim ¢islem jen tehdy, je-li tsetka souméfitelnd s jednotkou, bude-li
nesoums&¥itelnd, bude vyjadrena &islem iraciondlnim.

Zvolime-li orientovanou. pHmku (osu), zvolime-li déle bod O jako podstek,
pak libovolnému bodu 4 této p¥Hmky bude odpovidat éslo z — délka tsedky
OA se znaménkem + nebo — podle toho, zda tato tseka je orientovand
shodn® s osou nebo opaéné. Obricené tvrz_eni, %e katdému redlnému é&islu odpo-
vidé v uvedeném slova smyslu jisty bod 4, je zpravidla p¥ijiméno (v £éto nebo
n&jaké ekvivalentni formé) z8 zédkladni vlastnost p¥mky, vyj jici jeji
,,8pojitost*‘.

Tato korespondenoe mezi body pmky a redlnymi &sly mé vyzna.mnou
tlohu p¥i utvafeni pfedstav Zéki o redlnych (ve zvladstnim piipadsd irraciondl-
nich) é&islech. Je dobfe Z&kim -doporudit, aby 8i predstavili, jak by vypadala
pf¥imka, kdybychom na mni nechali jen ,,raciondlni“ body, tj. takové jejichZ
vzdalenost od potdtku je vyjddiena racmné.lnim ¢islem. ,,Mezery“ v obvyklém
slova smyslu by na ni nebyly; ,,ra.cxoné, “ body jsou na p¥imce rozloZeny
hust® &) na libovolném intervalu jich je nekoneénd mnoho. Viude by viak
byly ,,bodové diry; byl by nap¥. vynechén bod, ktery dostaneme, kdyi
od poéstku naneseme tsedku, jejiZ délka je rovna délce ﬁhllopi‘iéky ¢tveroe
o strand, mékcf jednu délkovou jednotku.

9. Ka.idy periodicky zlomek je mo#no, ]a.k znémo, napsa.t ;jako nekonedny
periodicky desetinny zlomek a,a,a,0; ..

Vynechéme-li od jistého mista poéina]e véechny dalsf dslice dostaneme
rostouci posloupnost desetinnych zlomki, jejiz kaZdy ¢élen je mensf neZ zlomek:

4, =aa;; 4,=0,a0,..;4, =a,aa,.. (A < —)

Jestlife ke ka%dé této pfibliZné hodnotd ptitteme jednotku na
- desetinném mist, dostaneme lklesajic posloupnost pFibliznych hodnot vétsich,
nez je dany zlomek:

\

A =a0, + %; Ay=aaa,+ 1d5;...; 4, = 0,8,84... Gy + — 10" s An >—1qz

Roz&ifme tento zpisob kOnstrukce phbhinych hodnot na libovolné . iracio-
ndlnt &sla a,a0,a,...a, .
Budeme pofadovat, aby (pro hbovolmi. n=1,23,...) bylo:

_ A4, =a,0,05...0, < x < 4, = a,a,a,.. ,,+10",
takZe &fsla 4, a A, budou desetinnymi aproximacemi ¢&isla «, prvni z nich
dolnf aproximaci a druhé — hornf aproximacf. . N

Na ¥. pto iraciondlni &slo O, 12112111211112 dosta.neme tyto posloup-
nosti pnbhinych hodnot:
4,=0]1;, A,= 0 12; A, = 0,121; 4‘ = 0,1211; A = 0,12112; .
A7 =02; A4,=0,13; A;=0,122; A; = 0,1212; A' = 0,12113; .
Zéci v tom snadno poznaji zobecn&ni p¥iblizného vypodtu druhyoh odmocmn
Zdtraznil jsem slova ,,budeme poZadovat‘, protoZe dosud neumime srovna-

vat nové sla se starymi co do velikosti a vyslovens umluva je prvnim krokem
k YeSeni této otdzky.
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V obecném piipads prqvédime srovnéni dvou redingjoh’ éisel co do jejich
vehkostl (alespoti jedno z nich je naclomﬂni) ]ednoduﬁe necht

& = a,a,a, . . & B=1>bbyb,. o}

klademe « > B, ]esthiea>b nebo je-sli @ = b, ale al>b1 nebo je-ha—b.
a a, = b,, ale a; > b, atd. Nap¥. prodve i’ﬂslaVlO =3,16... an = 3,14.
plati V10 > =. Toto pravidlo plati z¥ejmsé i pro Hsla raciondlni, aviak s ]ednou
vypmkou Je znémo, fe ka¥dé raciondlni &islo, které je ddno koneénym desetin-
.nym zlomkem, miiZe byt dvojim zpisobem z&psé.no ve tvaru. nekoneéného
desetinného zlemku napt. takto: ‘

0,257 = 0, 257000 . nebo 0,257 = 0, 256999 ' \

K takovym dvéma zépistm téhoi ¢isla nemiZeme naseho p}'&ﬂdh pouiit
" 10. Obor reslnych ¥isel je tedy konstruovén a umime dokonce v tomto oboru
porovnévat disla podle’ jejich velikosti. Aby viak nové &sla byls skutetnd
é&sly, musfme je§td zavést pojem aritmetickych operaci pro tato (i stard) Msla
Z4oi si tuto otézku nutn poloi; odlotit odpovéd na tuto otézku af do o
vén{ litky & zde se omezit jen na konstatovéni, e aritmetické operace lze de-
finovat a maji obvyklé vlastnosti — to je véo pet}agoglokého taktu. >
Sotva je mo#né udslat mnoho v této otézce na stfedni'skole, avéak dat
$aktm jistou pfedstavu o téchto otdzkich je nezbytné.
Omezme se na seftén{ a ndsobeni kladnych reélnych &sel. .
Zadnéme soudtem dvou raciondinich &isel, které uvedeme ve tvaru neko-
neénych (periodickych) desetinnych zlomkﬁ )

(

%—aala, . , ——bblb, b
UvaZujeme-li jejich phbhiné hodnotyA,,,A’ a B,, B, dosf,a.nemeznerovnosti
m<;<¢,3< <m(m423)

|

" sedtenim: o _
’ ’ p-r ’ ’ —_
A,,+B,‘.< —q—+?<A,,+B,,‘ (n = 1,2_,3,...):_

Soudet dvou racionélnich &sel je uvnit¥ intervalu, ktery vymezuje libovolné
dolni a horni aproximace t&chto racloné.lnich tisel. Kromé toho tento soudet
je zfejmé jedinym &islem s touto vlastnosti.

Tato poznimka -ukazuje, ¥e je piirozené pkistoupit podobnd.k definici
- soudtu dvou reélnych &isel (véetné iraciondlnfoh):

& = a,a,aq . a,.,...; C p=0bbb,... b,

Seditejme sobd odpovida}ioi aproximaoce' téchto &isel desetmnymx zlomky
podobné, jako jsme to délali u &fsel ramonilnich dostaneme:

..\+B., A'+B’ n=123,~).

Lze dokézat, e vidy existuje prdvé' 7edno redlné Hslo y = c,c,c, o
které le#t mezi témito soulty: - '

| \ A,.-‘l—B,,<y<A,',+B,"‘(n:-=l,,2, R
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Toto &islo y nazgvdme soudtem. Eisel « a : |
y=a+p
Uka#me to na p¥iklad$. Uvasujme soudet |/2 a }/3: -

Jelikor 2 = 1,4142135-... a 1/§ = 1,7320508 ..., bude posloupnost souttit
desetinnych aproximaci: :

{1,4 +1,7=3,1 {
1,6 4+ 1,8 = 3,3

41 + 1,73 = 3,14 {1,414 + 1,732 — 3,146

1,42 + 1,74 = 3,16 11,415 + 1,733 = 3,148

{ 1,4142 + 1,7320 = 3,1462 { 1,41421 + 1,73205 = 3,14626
1,4143 +1, 7321 = 3,1464 11,4142 + 1,73206 = 3,14628

.................................................................

Prvni vypotet-ukazuje, Ze hledany soudet y je mezi disly 3,1 a 3,3 a ‘tedy jeho
celd &4st je 3; v dal§im kroku je stanovena ¢islice na prvnim desetinném misté:
1. Tak postupné jsou urdovény ¢&islice na daldich desetinnych mistech nekoneé-
ného desetinného zlomku y = 3;1462 ..., ktery je podle definioe souttem dvou
odmocnin V2 + V3 "

Toto jednoduché cvideni nie nedokazu]e, ale nespomé velm1 pomiiZe ié.k\'lm,
v tom, aby se pfesvéddili, %e &fslo y, o kterém se mluvi v defchl soudtu, skuted-
nd existuje & jo jetliné. -

Je t¥eba oviem poznamenat, e takové postupné splyvéni desetinnych mist
v soudtech A4, + é) ad, + B’, kterym jsou uréovdna desetinna mista &isla y,
nenastdvé vidy. Vy]imeény je p”'ipa,d kdy éisloy je celym é&islem nebo koned-
n.ym desetinnym zlomkem, ktery mi¥e byt zapsén dvéma zplsoby. Tak napf.
pti séiténi dvou &sel x = 0,121121112... a B = 0,878878887 ... Selteme-li
dolni aproximace, dostaneme postupné: I

0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; atd.

+
+
14
14

v souéet hormch a.prox1ma,0i dévé:
1,I; 1,01; 1,001; 0,0001; atd.

TiebaZe nesplyvaji postupx}é dislice na desetinpych mistech je jasné, Ze exwtu]e
jediné ¢islo, které je vétsf, ne% kterékoli &islo prvni posloupnosti a mensi, nez
kterékoliv éislo druhé posloupnostl ,
0,9999 ... = 1,000...
To je soudet obou &isel. ‘
Zcela analogicky lze vyklddat i otdzku soudinu é&isel.

Zde p¥irbzené nésobime postupné aproximace

A4,.B,, 4,.B, (n=12,3,. ) ,
a soubinem Eisel o a B nazveme rediné Eislo 6 = d, d\d, . ... (které existuje
a je jediné), které lett mezi témito souiny: '
A,B, < d<Ad,B, (n=12,3,,.))

a které oznadujeme 6 = «ff, -
I v tomto pripadsé je vhodné spokojit se ob]asnénim véet na prikladé. ,,Zna.~
sobme* ta ¢&isla, kters, jsme pravé seditali; Postupné soudiny aproximaci budou:

<
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{ 1,4.1,7 = 2,38 -{-‘.1,41 .1,73.= 2,4393 { 1,414, 1,732 = 2,449048
1,6.1,8 =2,70 -11,42.1,74 = 34708 | 1,415. 1,733 = 2,452195

{ 1,4142 . 1,7320 = 2,44939440
1,4143 . 1,7321 = 2,44970903. atd.

Cislo, které je mezi viemi takto utvoi‘enyml dvojicemi, zfe]mé za.Gim& éisli-
cemi- § = 2,449 . ‘

Zéoi vadi, fe v souému musime dostat % jestlize tuto odmoonmu nerrve
‘ Vyéis]ime

VE=2449... - e

- shodnost vysledku bude velmi poudné. Kroms toho, rovmice V2 3= V6
(viechna t¥i ¥sla jsou iraciondlnf) dostévés smysl teprve tm?‘ co bylo -fedeno.
K nésobeni je moZno pfi- :

pojit tytéZ poznimky, které

jsme pFipojili ke séiténi: po-
stupné splyvéini desetmnych ~
mist nenastdvé tehdy, je-li
soudinem oelé &islo nebo ko- -
netny desetinny zlomek. -

Pro ilustraci ‘tohoto vy-
.jimeéného pifpadu je mofné (
nyni Zékim vysvétht v ]a.- =
kém ‘smyslu je &slo 41 = L —
=1,4142135.. ., jehot slice "~ 4 . L= mem——
jsme dostali postupn}'rm vy oot o
dislovénim, skuteénd ' pkes- v T Obr 3. . . e
nou hodriotou |/2: vidyt do- BN
'sud jsme nevédli, co je &tvercem’ u'a;omnﬁlniho ﬁisla a nemohh ]shle provént
Ze &tverec uvedeného Ysla je skutend roven dvdma.

Podle definice soudinu reé.lnych disel (vezmeme-li v ivahu, Ze v da.ném pii-
pad® jsou si oba soudinitelé rovni) je tfeba umocnit na druhou dolnf a horni
desetinné aproximace V2 vysledky ]sou v Fddefckr (b a b’) na str. 26. Je

q.sné ¥e mezi dvojicemi &fsel 1,96 a 2,26; 1,9881 a 2,0164; 1,999396 a 2,002225
199996164 a 2,00024449 atd. le#f prévs slo. 1,999 ... = 2,00 ... Cislo 2 je
tedy ¢tvercem éisla A a4 je tedy ,»pFesnou* hodnotou V2

Vie zde sméfuje pouze k tomu, aby %éci pochopili nové sl jako ,,skutedns‘
&fsla, pro které lze definovat nerovnosti a podetni vykony.

O zachovéni obvyklych vlastnosti a.ntmetwkych operaci se stadi pouze
zminit,

11. Pojem iracionilniho &fala, ktery si %4ci osvojili, mt'xie byt a mé. byt
pouZit v geometrii. , P¥ipad nesoumsfitelnych tdsetek by nemé&l mit roli
balastu, ktery je ochotnd vypouktén z.osnov pii prvnim nedostatku dasu.-
Stadi pﬁ prvnim setkéni s nesoumétitelnost{ isedek vysvétht Z4ktim podstatu
véci, aby bylo pozdéji moZno, pouze se odvolat na analogii s ditkazem, ktery
byl alespoti jednou doveden do konoe :

Zasta.vme se u zndmé vity: pﬂmka, rovnobdZné s nékterou stranou troj-
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1

' fihelnika, vytvéH trojihelnik podobny danému. Nechf je din trojihelnik

ABC a jeho ptitka DE, rovnobéiné se stranou AC (obr. 3). DokaZme, %e platf

AB . CB
“DB 7 E’B

Pripad souméFitelnosti tsedek 4B a DB (v tomto p¥ipadd j ]8011 souméhtelné
i isetky CB a EB) snadno vySetfime poukazem na zndmou vdtu o imérnosti
tsedek, vyfatych rovnob&fkami.na paprscich svazku. Oba podily jsou zde
rovny raciondlnimu &fslu.
chf nyni tsedky 4B a DB (a tedy i tisetka OB a EB) jsou nesoumdtite}né.
z%e jiZ, Ze v tomto p¥ipad® jsou oba poméry vyjidfeny iracionélnim &slem,
nekoneény'm neperiodickym’ desetmnym zlomkem a méme dokdzat, Ze oba
tyto zlomky jsou stejné. ‘

Poutijeme k uréeni pom¥ri zg proces, poufity v odst. 8 Necht DB je obsa-

Yena v tsedce 4 B akrit se zbytkem mensfm net DB (na obré.zlm a=2). Vede-
me-li déhciml body rovnobdZky se stranou AC vidime, %e i isedka EB se vejde
dvakrét na dsetku CB. Tedy celé 4sti obou pomdri jsou stejné. Rozdslme
nyni dsedku DB na 10 ste;nych dila a jednu desetinu isetky DB ptiklidejme
ke zbytku; necht se sem vejde a,krét s novym zbytkem, §im nez jedna
desetina tiseSky DB (na obrizku je a; = 6). Vedeme-li op&t zen ab&zky, zjisti-

" me, %e i jedna desetina tisetky KB se vejde a,krdt do zbytku na tsetce CB.

Tedy i cifry na prvniin desetinném misté obou pomért jsou stejné.
Pokradujeme-li takto dle, pi'esvédéime se, Ze skutelné oba poméry jsou vy-

\ jddfeny timték nekoneénym desetsnngm 2lomkem (2,6 . ..), cof jsme méli dokdzat?).

~ 12, Nenf ‘spravné ani pozdéji nevyuiivat moinostl phpomenout fikim

iraciondln{ &fsla. Zejména musf byt zdtiraznéna iraciondlnost &sla =.
Kdy% je v 9. t¥idé formulovén pojem limity posloupnosti, je s rivné se vré-

tit k iraciondlnfmu &slu, k jeho dolni a horni aproximaci 4, a 4, (» = 1, 2, 3,

). Jelikok 0 < & — 4, < g @ 0<A;—'—a<-l-—(l;.—,jezi‘ejmé
a%HmA = lim 4, .

n—>mo
Irzwwmilni étslo je tedy limitou své dolnt resp. hornd aproximace.
Nap#. V2 je limitou posloupnosti 1; 1,4; 1,414; 1 4142..., 8w hm1tou po-
sloupnosti: 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; . . atd.
Tato zminka Je nejenom ilustract p0]mu limity na ¥adé dovych piikladi,

“ale soudasné novym zpiisobem osvétluje zavedeni iraciondlnich &sel pomoci

jejich aproximaci desetinnymi zlomky.

Také vysledky aritmetickych operaci s iraciondlnimi &sly jsou limitami,
ke kterym se blizi vysledky analogickych operaci s raciondlnfmi apromma.cemx
téchto d&isel, nap#. (pouivdme oznadeni odst. 10):

a+pf= hm (A + B,), of = hm (4, - B,) . , (‘)

Réadi bychom varovah uéltele p¥ed jednou dostl rozffenou chybou Byly
¢inény pokusy definovat pojem iracionéiniho &sla pomooi limity: ,,iracio-

9) Poznamendvém, e v poslednich vydidnich Kiselovovy ulebnice je pouZivéno stejného

postupu, jako zde. ;
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ndlnim &islem mzyvdm limitu posloupnostl raciondinich Sisel ...*. Ve skuted-
nosti slovo ,,limita* zde nic neobjasiiuje, nebot limitou nazjvé,me pravé &slo
(majfef jisté vlastnosti). Dostévame tak logicky kruh: vidyt &isla jesté neméme,
jeltd jsme je nevytvorili #4dnou presnou definici. Tedy pomoei limity iracio- .
nélni dislo definovat nelze, t¥ebaZe vyBetfovat iracionalni ¥sla jako limity
je nespornd uZitetné (potom, kdy# jsme je definovali jinou cestou).

Definice vysledkit operaci s iraciondlnimi &sly poufitiin pojmu l&mﬁmiho
ptechodu je logicky pﬂpustné je mo#né nap¥. definovat soudet a soudin &isel
o & f rovnicemi (*). (Existenci téchto limit py bylo tfeba samoziejmé nejprve
dokézat.) Definice odst. 10 se nAm viak zdajf prostéi tyt6 je moZné snéze
osvétht na piikladech.

Mocnina ¢# s iraciondlnfim exponentem se zpramdla definyje prévé pomocf
limity: ¢* = hmc‘* Iv tomto p¥padd bych . vétk dal pfednost definici ve

smyslu odst. 10

Logaritmy plirozenych &isel, tngonometnoké funkoé Ghli (vyjédfenych
celistvym pottem stupiid, minut a v tefin), jejich logaritmy jsou — aZ na ¥dké
vyjimky — iraciondini éisla. Tento fakt je t¥eba %4 vitipit: Zdei —
obklopeni viude racionalnfmi Hsly — to zpravidla netus{ a domnivajf se, Ze

iracionalnf &sla jsou Hdkymi vyjimkami. :
~_ PFi praktickém potiténi se Z4ci setkdvajf sice jen s pfiblifnymi racionélnimi
hodnotami iraciondlnich é&isel, aviak ve vzoroich

~  log (ab) loga + log b

nebo‘ '
) sin (@ + b) =sina.cos b + cosa.sinb

pi’-eoe hodnoty funkef sin a log jsou pfesnymi hodnotami a ne ]epch raciondln{
piibliZeni; iraciondlnim &slim se tedy nelze vyhnout. \

Myslim, e z toho, co bylo vyloZeno vyke, je Stendfi jasny mtij p¥istup k vy-
kladu iracionslnfoh &sel na st¥edni Skole. Neni zde mista pro #4dnou ,,teorii*
iraciondlnich &sel (opakuji to jest$ jednou). Formalisaci pojmu iraciondlniho
isla Zdoi na stiedni Skole nepot¥ebuji & krom® toho jejich mentélni rozvoj
neni  takového stupn®, aby mohli byt phvedem‘ﬁe Zvihdnu teorle
Pochopit v dem je podstata otézky viak ¥4ci mohou i bez formé.lm teorie (8 p
nym provedenim vSech dikaz) dodriime-li dvé podminky:

dikazy provédime tehdy, jestli skuteénd pi"mﬁée]i nové poznatky (napf.
v bodech 4, 5) a

iraciondlni disla nenechime bez- souvmlostx 8 ostatnim udivem, ale budeme
je pfipominat a ppuiiva.t v dalim vykladu & ukéZeme co nejvice dalfich sou-
vislosti.

' Phelotil Jiti Gregor
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