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POKROKY MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE -
| ROCNIK IV — CIsLO 1 .

MATEMATIKA

N

(8 NEKTERYCH UILOHAOH TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI*)
B. V. GxitpENko

Je velmi- obti#né pod& v souéasné dobs pi'ehled ﬁsti‘ednich problémi,
které jsou pfed matematikou, v celé jeji-8ifi nebo i jen pfed kterymkoli jejim
_ odvétvim. Pfednd® se matematika natolik rozrostla, %e véthpa ‘pracovnikdl
" je & to soust¥edit sviij zdjem pousze na malou &4st nejdilefitéjsich sméra jejiho
rozvoje. V disledku toha vedou asobni z4liby toho kterého v&doe nutnd k zve-
lidovani diilefitosti tloh, kterymi se obird, v rdmei celkového wyvoje védy.
Za. druhé se matematika rozvi]i tak rychle a je pfitom tak izoe spjata se zdo-
konalovénim techniky a pokrokem jinych vddnich obori, %e velmi pochybuji
o moinesti stanovit. ]akoukoh dlouhodobou pfedpovéd o sméru, jejiho rozvoje
a tim i o moZnosti stanovit vyznam téch & ondch formulaci problém, resp.
o mo#nosti urdit pnontu pii ziskdni téch & onéch vysledkl. Soudasné viak .
jeem piesvédden, %e je t¥eba systematicky zpracovdvat piehledné. stati, které
by obsahovaly nejen vylideni stavu t6 & oné matematické dmclphny nebo
jejiho odv&tvi, ale i formulace problémi, které jsou z n8ktetyoch diivodi dile-
. %ité. Takové pfehledné price majf zvlést velky vyznam pro mladé matematiky,
nebof z nich lze &erpat pouéeni e zvlé.§tnich vyhledech jednotlivych smﬁrﬁ
bédéni v matematice. |
Asi v roce 1944 pfednesl A. N. Kolmo gorov na zasedédni Moskeveké mate-
matické spoletnosti velmi zajimavy referat o zékladnich problémech, teorie
pravddpodobnosti. Tento referat nebyl otitén. Bohu¥el jsem si tehdy nedélal
ié.dné pomimky a prot(!)nﬁgmohuv pouzit jeho obecnych formulact problémii,
ych mluvil. V to ¢lanku ‘pfipomenu z nich pouze Jeden problém,
l'{yl v poslednich letech pfedmdtem velkého podtu studif. V pomérnd
nedé.vno publikované préci vynikhjtctho Svédského matematika M. Craméra
[1] je formulovén znadiy polet zajimavych konkrétnich tloh. Mohu jen dopo-
rudit viem Udastnikim kanferenae, aby se s touto pracf seznémili. Pred &tyfmi
lety jsem p¥ednesl na viesvazové konferenci o teorii pravdépodobnosti a mate-
matické statistice referdt| o ndkterych nevykfefenyeh tilohdch, které sonvisi
se studiem soudtd nezdvislych ndhodnych velitin.a- soudki vehém, které tvor
Markoviiv Fetdzec [2]. P¥ibliind v tée dob¥ vysel pozoruhodny prehledny
dldnek A. N. Kolmogorova [3], ktery se rovn&¥ zabyval problematikou
souttd nezdvislych ndhodnych veli¢in.
Soudasnd teorie pravd obnosti je jednim z nejrychleji se rozvi;e;icich
" odvétvi matematiky, zv ' proto, Ze je tizoe spjata s nejrizndjifmi praktic-
kymi aﬂhkaoeml ve fym chemii, bxologn, vojenské v&d®, technice. Teorie
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pravdépodobnosti zaujala pozornost mnoha vyznamnych védei a muZeme
* pozorovat, %e do ni pFichézeji nové myslenky. Z tohoto diivodu se nebudu
ve svém referétd Zmifovat o viech smérech, které se v dneini dobs rozvijeji
v teorii pravdépodobnosti, byt by mély velkou budoucnost. Nebudu se tém&¥
zmitiovat o badénich prostfedky teorie pravdépodobnosti v soudasné fysice,
" mechanice a technice. Tato problematika by musela byt pfedmétem nékolika
specidlnich pfednasek.

\
1. Klasick&d problematika

Klasickéd problematika se tyké limitnich zdkonit pro soudty rostouciho podtu
nezévislych ndhodnych velid¢in, z nich% ka*d4d jednotlivé pisobi na soudet
v pstém smyslu nepodstatnym vhvem Velky rozvoj v tomto sm&ru nastal
v t¥icdtych letech na zakladd praci Cebysevovych, Markovovych a Ljapuno-

vovych. V této dob® byla poddna vyderpévajici FeSeni ¥ady tloh, které
byly p¥edtim pokldddny pro teorii pravdépodobnosti za zédkladni. Tehdy se
podafilo vymezit vyerpivajicim zpisobem t¥idu limitnich rozd&leni, k nim%
mohou konvergovat distribuéni funkece soudtt a téZ stanovit podminky jak pro
existenci téchto limitnich rozdéleni, tak i podminky konvergence ke kazdému
z nich. Svého 8asu se zdélo, Ze tato kapitola teorie pravdépodobnosti je v z4-
kladech dobudovéna a %e ji bude tfeba dopliiovat pouze nékteryml novymi
podrobnostmi. Aviak price poslednich let ukézaly, Ze tento nézor je ch ybny
a %e teorie seéitdni ndhodnych velidin v sobd skryva je¥té Fadu dulei)t ch
a nedekanych vysledka. Tak nap¥. lokélni limitni teorémy, které byly doké—
zény privé v poslednich letech, poskytly’ A. Ja. Chinéinovi matematické
prostiedky k vykladu jak kla.smke tak 1 kvantové statistické mechaniky.
Déle se podafilo objevit zajimavé vztahy mezi limitnimi rozdélenimi soudtd
ndhodnych velidin a limitnimi rozd&lenimi &lent variadni fady, Nakonec byla
v zcela posledni dobé dokézina obecnéd véta ukazujici, Ze soudty libovolnych
nezé.vmlych ndhodnych stitanci konverguji k neomezend délitelnym ndhod-
nym veliéindm sestrojenyin odpovidajicim zpiisobem. ‘

Mezi mnoha diileZitymi problémy z teorie soudth nezavislych ndhodnych
velidin bych chtél uvést pfedevsim tyto:

Dosud neexistuji piesné odhady rychlosti konvergence distribuénich funkcf
soudth k limitnim rozdélenim, ani rychlosti, se kterou se blizi k pfisluinym do-
provodnim neomezené dehtelnym rozdélenim.

Studium lokalnich limitnich teorémi pro séitance s riznym rozd&lenim
nebude jesté dlouho ukonéeno.

Teorie limitnich v&t pro soudty nezévislych séitanct zaslouZi dalsiho roz-
Sireni na sloZitéj¥i piipady. V prvé fadé bylo by ji tfeba roziifit na ndhodné
veliginy, které nabyvaji svych hodnot z komutativni grupy.

Piirozend, %e formulace problémi pro soudty nezévislych séitanci mohou
. byt vychodlskem k vybudovéni pFisludnych teorii pro souéty ruznym zphso-
bem zévislych velidin.

2. Pravdépodobnostni metody v teorii &isel

Axiomatické vybudovini teorie pravdépodobnosti umoZnilo roziifit jeji
vysledky a metody i na takova odvétvi matematiky, kterd na prvy pohled
8 teorii pravdépodobnosti absolutn nesouvisi. Podstatou viech takovych -
aplikaci je ta okolnost, %e kaZdé abstraktni véda pripoust{ ¥adu nejriznéjsich
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konlu'étn.{ch realisaci. Jednfm z- takovych mnohoslibnych smérii pro aplikace
vysledkd a metod teorie pravd&podobnosti je teorie &isel. Je_zndmo, Ze ji%
Gsussovi se v tomto sméru poda.i‘llo vyslovit prvni vysledek. Slo o rozd&leni
zbytku Fetézového zlomku, ve ktery se rozkléddajf éish z intervalu (0,1), kdy%
zanedbdme prvych n prvki rozkla.dn Podle Gausse konverguje toto rozdé-
leni pfi n — 0o k funkei

(0, pro z=0,
P(z) = h———(ltl; z), pro 0<z=<1,
1 - , pro xz>1.

Je znémo, e teprve ¥ roce 1928 podal R. O. Kuzmin jako prvni piesny
diikaz tohoto tvrzeni a za ndkolik let pozdéji je dokézal P. Lévy pomoci
jiné metody zalofené na teorii Markovovych fetézol. Pozddji poutili Gaussovy
tlohy A. Ja. Chindin a ndktef{ jini matematikové jako vychodiska k vybudo-
véni principidln® dilezité a svymi zévéry zajimavé metrické teorie &isel.

Béhem druhé svétové vilky a v posledni dobd bylo dosaZeno znadného tisps-
chu pfi zkouméni rozd&lenf prvodisel v posloupnosti p¥irozenych &sel. Mnohé
z objevenych zdkonitosti maji pravdépodobnostni charakter. Jiz ddvno je
zndmo, Ze rozd&lime-li pfirozend &sla na skupiny po stech po sob¥ jdoucich
- &sel a v ka¥dé skupiné zjistime podet prvodisel, srovnévé se toto rozddleni

prvotdisel ve stovkich dobfe se schematem normélnihio rozdéleni. Tato empi-
rickd skutednost nejednou vedla k vysloveni zajimavych hypothetickych vét.
Na zéklad¥ praci Hardyho, Turana, Lebesguea, Erdsse, Kace, Ku-
biljuse a jinych autord existuje nyni v additivni teorii Sisel dosti uceleny
systém v&t pravdépodobnostniho charakteru. Prehled téchto vysledké je

podén v préei I. P. Kubiljuse [4].
Zd4 se mi, %e préce uvedeného zamé&ieni jsou dosud v podateich a %e jejich
ukondeni le#i v budoucnosti. Na této cestd bude tfeba odkryt je§té mnoho
fakthi v teorii &fsel. Tak napf. I. P. Kubiljus dokézal, Ze v additivni teorii
dsel se mohou jako limitni rozdéleni vyskytovat pouze rozdéleni tiidy L.
Nenf v¥ak zndmo, zda viechna rozdgleni této t¥idy mohou vystupovat jako
limitni rozdéleni pro funkce v teorii éfsel. RovnéZ tak nevime, zda stabilni
rozdéleni rizné od normélniho rozdéleni mohou byt limitnimi rozdélenimi pro
kterékoli zajimavé tilohy z teorie &isel. DiileZité by rovnéZ bylo systematicky
prozkoumat konkrétni teoretické problémy z teorie &isel, které by vedly k li-
mitnim rozdélenim odlifnym od norméiniho. Také je t¥eba objasnit ony teore-
tické disledky, které plynou pro teorii &isel ze znémé véty A. Ja. Chindina
o zvlé&tni roli normélniho rozdéleni. Neménd je viak mozno odekédvat i z opad-
ného hlediska — totiZ od vyuZiti pfesnych analytickych prostfedkii, propra-
covanych v teorii éisel, pii FeSeni tloh teorie pravdépodobnosti. Zejména
pouziti my8Slenek z teorie ¢isel miiZe se setkat s tispéchem p¥i diikazech a formu-
lacich lokélnich vét rdznych druht a pfi hledénf pfesnych odhadu rychlosti
konvergence distribuénich funkef sou¢ti k limitnfm rozdélenim.

[

" 3. Teorie pravdeodobnosti a funkeionéln{ analysa

" Tim, %e A. N. Kolmogorov{5] vybudo\tn axiomatiku teprie pravdépodob-
nosti, bylo umoZnéno pfirozend vyuZit pojinii a mySlenek funkciondini ana-
lysy v teorii pravdépodobnosti. Z hlediska vylofeného Kolmogorovem neni
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pak napf. matematickd nadéje ni¢im jinym ne# abstraktnim integrdlem Lebes-
' gueovym. Vlastné do posledni doby to bylo snad jediné obecné poutiti pojmu
integrace ve funkciondlnich prostorech. _ ’

Dalsf vyuZiti elementédrnich pojmi funkcionélni analysy v matematické
statistice se datuje od roku 1928 a je spjato se jménem V. I. Glivenka.
Problém odhadu distribuéni funkce z vysledkl nezévislych pozorovani jej
piivedla k zobecnéni zdkona velkych é&isel na nezivislé séitance, jejichZ hod-
noty jsou elementy linedrniho (tedy soudasnd funkcionilnfho) prostoru.

Je ptirozené, Ze i rozvoj teorie stochastickych procesit pfivedl matematiky
k pouziti myslenek a. vysledkid funkecionilni analysy. Podle naseho nézoru
obzvldst velky vyznam pro védecké badéni v tomto sméru maji prdce A. N.
Kolmogorova z roku 1935 [6], a z roku 1940 [7]. V prvé z nich byl zaveden
pojem charakteristického funkeiondlu pro néhodné prvky z Hilbertova pro-
storu a jsou zde zkoumény h&které jeho vlastnosti. V druhé préci bylo pFi
vySetiovéni extrapolace a interpolace staciondrnich ndhodnych posloupnosti
pouZito pojmi a metodsgeometrie kiivek Hilbertova prostoru. Pozdéji tyto
vysledky nasly dile#ité vysledky v teorii servomechanismii. ,

Poédinaje rokem 1944 vzbudil M. Fréchet [8] u fady mladych matematik
zdjem o studium ndhodnych elementd v abstraktnich metrickych prostorech.
Nejzajimavéjsich a nejplodnéjsich vysledkdi.v tomto sméru patrné doséhli
R. Fortet a E. Mourierové. Nutno viak ¥ici, e pfes intensivni préci v uve-
dené oblasti zistaly zde dosud nerozfeSeny i nékteré nejelementarnéjsi pro-
blémy. Napf¥. neni dosud uzavien problém, jak na pfipad metrickych prostori
zobecnit vétu o jedno — jednoznadném pfifazeni mezi funkcemi rozdéleni
a funkcemi. charakteristickymi, kterd#to véta je dobfe znidma pro prostory
0. koneéném -poétu rozméri.

Podstatny impuls k ziskdni obecnych vét dal jeden vysledek Donskerovy
price [9], pojednivajici o konvergenci funkciondli posloupnosti souétii nezé-
vislych ndhodnych velid¢in k funkciondlu-Wienerova ndhodného procesu. Tuto
vétu ozfejmime zde rad¥ji na zdklad$ prace Ju. V. Prochorova [10], jelikoZ
zde jasn® vystupuje geometrickd interpretace fedeného problému. :

Mé&jme posloupnost serifi ndhodnych velitin £,;, £ng, ..., £nx, nezévislych
v kaZdé serii a spliujicich podminku limitni zanedbatelnosti, tj. po kaZzdé
e>0 ' :

max P{|& >¢e >0, (n—>o0)
15ksk,

a podminky . ,
MEy =0, by =Dé>0, kzlb,;k= 1.
Polozme ' ’

Cuo = 0: Cuk = §n1i+ Enz+ e + Enk ’ 1 § k é kn ’ tuk = QCM:

a sestrojme ndhodnou lomenou &iru £,(t) s vrcholy v bodech (£, {ni). Necht
P, oznaduje rozdéleni ji odpovidajici. Necht ddle W oznaduje wienerovské
rozdéleni definované témito podminkami:
1. pro libovolnd, pevna ¢,y ...,8 (0=t <ty <...<t, < 1) jsou na-
hodné veli¢iny
&ts) — £t 5 E(t)— (), ..., £(8) — &(t,-1)

vzéjemné nezivislé; ' .
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2. dlferenoe C(tk) — &'(tk_l) ma]i normélni rozdéleni sé stfedni hodnotou 0
a rogptylem rovnym ¢, —t;,—; |

3. s pravd&podobnostf 1 plati {(0) = 0. '

*Za téchto podminek pro konvergenci rozdéleni P,k Wije nutné a stadi,
aby byla splnéna. podminka LindBergova: pro ka.idé i>o

‘ L
: i 8 =0.
N - nl—ﬁ gl ]o[[ s ank(x) :
Za vyslovenych podminek mozrio tvrdit, %e je-li ¥ n&jaky funkcional, pla.ti
tato konvergence: pro # — c0- .

P V(@) <z} > P {V(C(t)) < z}.

Posledni uvedend véta, naevans ,,principem mvmantnostl“ byla pfedmé-
tem studia I. I. Gichmana’ (pro p¥pad markovskych nﬂ.hodnyoh procesii)
a A.'V. Skorochoda. A.V.B8korochod a J. V. Prochorov zobecnili préve
uvedenou vétu nejen na piipad norméintho limitntho rozdé&leni, ale i na p¥i-
pady limitnich rozdéleni libovolnych. P¥i dikazu t8chto vysledkﬁ aplikoval
Prochorov velmi Gdinnou metodu —'zkouméni podminek kompaktnosti t¥fd
distribudnich funkef v riiznych funkeionAlnich prostorech.

Nutno uvést, %e my#lenky obsafiené ve vétach praévé popsaného typu byly
_vyloZeny jiZ v d¥ive uvedené Kolmogorovové plednéiice.
" Diiletity smér badéni zapodatych pfed ndkolika lety W. Fellerem [11]
a rozvinutyoch v Sovétekém Svazu E. B. Dynkinem [12], se tyké. girokého
vyuZiti teorie semigrap v teom Markovovych procesii.

Y/

4, 'l‘eone mformaci

. Jednfm z ne]vétéich uspéchﬁ védy v oslednim desetileti je bezpochyby

vytvofeni nové oblasti 'bédéni, kters je vgeobecné znéma pod nézvem teorie
informaci. Tato teorie vznikla p¥i feSeni problémi tykajicich se pfenosu zpriv
telefonem, telegrafem, televisi apod. Soudasné se objevily problémy podob-
ného druhu ve fysiologii i v samé matematice. Zde nutno pledeviim pfipome-
nout problémy formulované matematickou statistikou. S pracemi R. A. Fi-
shera se pfed matematickou statistikou objevil problém odhadu mnoZstvi
informae{ vyuZitého vyzkumnikem p#i pouZiti toho neb onoho statistického
kriteria, z celkového mnoZstvi informace, které ndm poskytuje posloupnost -
napozorovanych hodnot. Ve sd8lowaci technice je tieba posoudit kvalitu
kan4lii a riznych metod pfenosu zprav podle onoho mno¥stvi informaci, které
je moino pFenést za stejnou dasovou dobu. :

Rozvoj teorie informacf, ]e]i formovén{ ve védeckou disciplinu je tispéchem
poslednich deviti let a je 1izoe spojeno se jménem C. Shannona. Shannon
zavedl pojem entropie, mno#stvi informaci, rychlosti pfenosu zprav a dokdzal
véty tvokoi zdklady této teorie.

Sha.nnovy objevy nesou prvek jisté pi'ekvaplvostl chara.ktenstlcky pro kazdy
vyznamny objev. Pfedeviim se ukézalo, ¥e pro méfeni mno¥stvi informact
obsaZeného v kvahtatl*zné riznych typeoh pfenosu se dé4 pouZft se stejnym
uspéchem jedné a téfe miry. Déle se ukézalo, Ze ve sdélovacich kandlech pra-
cujicich s chybami je mo¥né prenddet informace s dostatedn$ malou pravds-
podobnosti chyb bez podstatného sniZeni rychlosti pi‘enosu



Shannon propracoval teorii pfenosu diskrétnich signdlid. V soudasné dobd
je vénovén velmi rozsahly okruh praci zpiesiiovini a dalsimu propracovéni
této teorie. A. N. Kolmogorov a ]eho %éci pracovali v poslednich letech v t8chto
tfech smé&rech:

1. vybudovéani teorie pfenosu sxgnélu libovolné povahy;
2. vybudovéni teorie pfenosu spojitych signald;

3. studium, zda je podstatny poZadavek stacionarity a vybudovéni aspoﬁ
narysu teorie pienosu nestaciondrnich signéli.

Teorie informaci je jednou z nejdileZitéjsich oblasti sousasné teorie pravdé-
podobnosti a jejich aplikaci. Bez této teorie je zejména nemoZné viestranné
studium procesu mysleni. Tento posledni okruh problémi souvisi s novou,
rovnéZ v soudasné dobd se rodici nadéjnou disciplinou — kybernetikou, kterou
lze definovat jako védu o zpisobech p¥ijiméni, uchovéni, zpracovani a vyuZit
informaci ve strojich a Zivych bytostech.

5. Ulohy hromadné obsluhy

" Velkou a diile#itou kapitolu teorie pravdépodobnosti tvo¥i problémy spo-
jené s otdzkami tzv. hromadné obsluhy. Pro dostatetné objasnéni problémi, .
které se zde Tesi, rozebereme zde nékteré jednoduché piiklady.

Je tfeba vybudovat elektrdrnu urdenou k zédsobovéni velkého podtu spotfe-
biteli: obrabé&cich stroji, riznych strojnich zafizeni, nejrizndjsich motoru
atd., pfiemZ predpokladédme, %e o kazdém zndme mnoZstvi spotfebovivané
energie a primérny pracovni rezim. Je tedy tfeba stanovit p¥ibliZnou nutnou
kapacitu elektrérny. Existujici metody vypottu berou naprosto nedostateéné
v uvahu ndhodnéd zastaveni price agregitd, bdhem kterych neni energie ode-
biréna. Jak je tato okolnost podstatna, to potvrzuje ¥ada p¥kiad#, kdy opo-
mijeni této skutetnosti vedlo k velikému zvySeni vypoéitavané kapacity
elektrarny. Z praxe jsou zndmy pnpady, kdy kapacita vybudovanych elektra-
- ren byla fakticky vyuZivdna na pouhych 50-—60 9,. Ve sv&tové- literatufe
existuje velky podet praci vénovanych této dileZité problematice; na druhé
strané je v8ak nutno Fici, Ze do vyhovujiciho feSeni uvedeného problému je
jesté daleko.

Uvedme dalsi pfiklad. Délnik obsluhuje n&kolik obrabécich stroji. Jednotlivé
obrébéci stroje jsou das od dasu z n8kterych ndhodnych piiéin vyfazeny z pro-
« vozu. Doba, kterou potfebuje délnik na spusténi stroje je rovnéz zavisla na
ndhod8. Vzniks otdzka, jak velkd je pravdépodobnost, Ze se zastavi jeden nebo
nékolik obrabécich stroji v dobé, kdy je délnik zaméstnan u n&kterého z obra-
bécich stroji. Dalsi, zcela pfirozené a pro praxi dileZité otdzky lze formulovat
asi takto: jak velky je prim@rny prostoj obrabécich stroji zpisobeny okol-
nosti, Ze d8lnik obsluhuje ne jeden, ale nékolik obrébé&cich strojii a neni tudfZ
8 to soudasn® spustit op&t vlechny stroje, zastavi-li se jich soudasnd né&kolik.
Kolik obrib&cich strojii je neiidelndj§i svéfit jednomu délnikovi pii dané
organisaci préce?

S podobnymi a dasto daleko sloZitdj&imi problémy se setkdme i v mnohych
jinych prakticky i teoreticky dileZitych v&dnich oborech: v teorii spoji, p¥i
projektovéni pristavi a letisf, v oblasti %elezniéni dopravy, v obchodé atd.
Formulace otdzek zde vzmka]icich nese s sebou mnohé specifické zvlastnosti
" a je proto tdelné povazovat je za samostatnou partii teorie pravdépodobnosti.
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Soudasnd viak je nutno upozornit na to, Ze vétéina téchto problémi vede na
Markovovy ndhodné procesy diskrétntho typu se spojitym &asem. Mnoho
problémd podobného charakteru .se objevuje i v nukledrni fysice.

. Ve svétové literatute se objevuje dnes velky podet praci jak praktického
-tak teoretického charakteru v&novanych otdzkdm pravé popsaného typu.
Zcela zfejmd se rysuje snaha nalézt v. této rtznorodosti nejrozmanitdjiich
tloh urdity F4d a systém. AvSak podle naSeho pfesvédéeni je pfedéasné mluvit
o tom, %e takova obecné teorie je pro feSeni téchto problémi ji% vybudované.
. Pro prvni sezndmenf s timto smérem badini mo#no doporudit vybornou ne-
velkou monografii A. Ja. Chindina [13]. Na z4dvér nutno podtrhnout, e toto
odvétvi' teorie pravddpodobnosti si zaslouZf intensivniho rozvijeni jak ve .
sméru fefeni specidlnich problémii, tak i ve sm&ru budovéni obecné teorie.

6. Teorie pravd¥podobnosti a numerieké metody

Bouflivy rozvoj numerické techniky vypodtové p¥indsf pro teorii pravds-
podobnosti fadu novyoh, vyznamnych problémi. Na jedné strand je ldkavé
a zéroveill nutné propracovivat a rozvijet nejriznéjii stroje a piistroje pro
feleni statistickych tloh — na druhé strand pak je nutné formulovat a Fesit
v teorii pravdépodobnosti problémy, které tizce souvisi s procesy p¥i vypottech
hromadného charakteru. , -

Predpoklddejme na piiklad, e méme Fedit systém linedrnich algebraickych
rovnic. Jestlize hodnoty koeficientii v téchto rovnicich jsou ziskédvany z pokusi,
mohou tyto hodnoty byt zjistény jen s uréitou chybou majici ndhodny charak-
ter. Podobné situace se viak naskytd nejen v p¥ipadé rovnic algebraickych,
ale i v rovnicich libovolného druhu, v rovnicich diferencidlnich, integralnich
atd: Neni nutno dlouho zdiivodilovat, Ze vybudovéni p¥isluiné teorie pro FeSen{
rovnio vychézejici z ptedpokladu, e koeficienty v rovnicich jsou hodnoty
ndhodnych velidin, je pfedmétem velkého zdjmu jak teoretiki, tak i praktiki.

Provadéni vypodtid piindsi i problém.jiného typu (p¥i jeho formulaci se
znovu omezime na p¥fpad systému algebraickych rovnic). Koeficienty rovnic
pFichézeji do stroje pouze s urditou presnosti a v procesu vypodtd se kaZdy
krok rovnéZ realisuje s urditou, fixovanou pfesnostt. Vzniké pfirozend otézka:
Jak se projevi na koneéném vysledku toto velké mnozZstvi zaokrouhlovacich
zdsahti provddénych v procesu vypodétu? . .

P#1 navrhovéni poditacich stroji by bylo idelné znat statistiku o charakteru
problémi, které stroje jiZz reki a které by stroje felit mohly. Bylo by duleZité
zabyvat se statistikou s%abi]jty jednotlivych prvki a dili ve strojich a p¥i syn-
these schemat brat potom tyto informace v ivahu. Apardtu teorie pravdépo-
dobnosti moZno rovnéZ ispé§nd vyuZit p¥i navrhovéni spolehliv® pracujicich
mechanismi, sestavenych ze soudésti ne dost spolehlivd pracujicich.

7. Metoda Monte-Carlo

Funkcionédlnich rovnic pfi FeSeni fady problémi v teorii. pravdépodobnosti
bylo pouzivéno ji velmi brzy poté, kdy byl viitbeg formulovén sdm pojem
pravdépodobnosti. Tak jiZ J. Bernoulli p¥i fefeni slavné dlohy o ,,ruinovéni
hréde* pfevedl tento problém na ¥eSeni diferendni rovnice, které uZivdme p¥i
vykladu této ilohy dodnes. Pozd&ji pfi Fefeni riznych problémé postupovali

" stejnym zplisobem Lagrange, Laplace a mnozi jini matematici. V roce 1889
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.dokézal Raleigh, Ze vyraz pro rozdélem ¢astic pohybujicich se ndhodné podél
piimky vyhovuje rovnici pro vedeni tepla. Pozdéji tento problém tak zvané
,,néhodné prochézky‘ v dvojrozmérném a t¥{rozmérném prostoru vysetfovali
R. Courant, K. Fridrich, G. Lévy [14]. Autorim se podafilo pfevést pro-
blém nalézt rozd&leni polohy bodu konajiciho ndéhodnou prochézku na Fekeni
krajovych tloh pro rovhice eliptického, hyperbolického a parabolického
typu. Ve vySetfovani tdchto problémi pak pokradovala fada daldich véder.

Metoda Monte-Carlo vychézi z opaéné souvislost¥# na jedné strand n¥které
néhodné procesy vedou k fefeni uréitych diferencidlnich, integrélnich, integro-
diferencidlnich nebo algebraickych rovnic, na druhé stra.né viak moZno nalézt
pibliznd FeSeni tdchto rovmic experimentdlnfm zpiisobem. Tato idea neni
v podstatd nové; jiz v XVIIL. a XVIII. stoleti ji b lo vyuZivéno k odhadu
nezndmé pra.vdépodobnostx nebo nezndmé matema.twké nadéje. Tak napt.
jsou dobie zndmy experimenty velké rfady matematikl, ktefi se pokouseli

omocf hizenf jehly na nalinkovany list papiru nalézt dostatedn presnou
odnotu &fsla .

P¥i Fefeni té nebo oné funkciondlni rdvmce metodou Monte-Carlo konstruuje
se ndhodny ‘proces, jehoZ ndktery funkciondl pfedstavuje, fefeni této rovnice.
Timto zpisobem konstruujeme model v oboru teorie pravdépodobnosti pro
uréity fysikdlni nebo matematicky problém. Potom provedeme oo nejvets
podet pokusi a zminény funkcionédl odhadneme pomoci ziska.nych experi-
. mentdlnich vysledki.

Pravé popsanou ideu ﬂustru]me na pi'ikla.dé Mé]me vypoditat urdity -
integral f f(P) dP, kde f(P) je ndjaké funkce bodu P z prostoru, ve kterém

mtegru]eme B e je mnoZina, p¥es kterou mtegru]eme Necht bod @ je rovno-
mérné rozdélen v £, a m znadi miruv mnoZiny &; potom ziejmé plati rovnice

J1#(P) dP = mMf(@Q) .

JestliZe hodnotu m zndme, stadi pro piibliZny vypodet hledaného integrilu
odhadnout hodnotu Mf(Q). Na zéklad$ zdkona velkych &isel v CebySevové
tvaru te provedeme zcela jednoduse. Stadi, provedeme-li ndhodny vybér N
bodd z mnoZiny e. Necht jsou to body @, @, ..., @nv. Potom pravdépodob-
nosti blizkou jedné pii dostateéns velkych N bude pfiblizné splnéna rovnice

M(f)@) = Z 1@

Je zfejmé, Ze tato rovnice poskytuje ]ednoduchou metodu pro p¥iblizny
odhad hodnoty integrélu. /

Zakladni nedostatek metody Monte-Carlo spodivd v nutném provadéni
‘velkého podtu pokusi k ziskani vysledku s dostateén® dobrou pfesnosti. Proto
se dlouhou dobu mélo za to, Ze tato metoda je prakticky nepouZitelni. Aviak
nyni, kdy elektronickd technika umoziuje rychle provédét pokusy a automa-
tické vypoéty po nich nésledujici, jsme pfesvdddeni, Ze pro FeSeni mnohych
problémﬁ mé metoda Monte-Carlo nepopiratelné pfednosti p¥ed kterymikoli
jinymi metodami klasickymi. Tento zavér spoéiva na téchto dvahdch:

1. rychlost konvergence k FeSeni nezivisi na pracnosti ilohy, ale pouze
na podtu pokust; - .

‘2. co se tyde vypodtové techniky je metoda velmi jednoducha.
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' Je zndmo, Ze klasické metody Feeni prostorovych problémi vyZaduji

ohromného mnozstvi itmetickych vypoéti, jejich rozsah vyristd s ristem

pottu dimensf geomea:lokou fadou. Pro vypodet kontinudlnich (funkcional-

nich) integrald, které maji nynt ve fysice velmi dileZité uiti, se klasické me-

tody viibec nehod, kdeito aphkace metod Monte-Carlo - nepusobi iédnych
potizi.

Z toho, co bylo i‘erio}po, vyplyvé zévér, %e metoda Monte-Carlo m4 velikou
budoucnost v modernf vypodtové technice a jeji rozvoj je jednimt z nejdile-
Zit8jiich problémi. Z ¥ady tloh, které se mi zdajf nejaktudlndjifmi a nejzaji-
mavéjiimi, je tfeba uvést tilohu najit prostfedky umoziiujici zrychlit kon-
vergenci popisované metody, Mém na mysli toto: ve v8t&ind problémi v teorii
prdvdépodobnosti mé konvergence empirickych funkef k teoretickym i‘é.d

kde N je podet pokusii. Problém spodivi. v hledé.ni takovych modeld, na

N
K:erych _by némi uvedens konvergence byla fédu daleko vyéiiho, Fekndme _lt’ .

8. Teorie her

Muze se zdét Ze termin ,teorie her nezni jako nizev vddecké dlsmplmy
dosti seriosnd a %e mﬁﬁe vyvolat velkou ¥adu nevddeckych asociacf. Je viak
nutno si pfipomenout, %e sama teorie pravddpodobnosti do jisté miry vdsdi
za sviij vznik Glohdm, které pramenily z oblasti hazardnich her. Déle je nutno
mit na pamé&ti, Ze hodnocent védeckého sméru musi vychézet ne tak z rozboru
]eho nézvu, jako spife z rozboru formulace problémi, diisledk# a spojitosti,
které se v ném podatilo odvodit.

Co se tyde teorié her, moZno s plnou odpovédnosti tvrdit, Ze jeji dsledky
a tlohy ji kladené daleko pfesahujf rémec vlastnich ha.za.rdnioh her a %e dosdhly
fady vyznamnych aplikaci.

Obecné formulace dloh v teorii her miZe byt takovito: mé&jme néjaky
néhodny proces. Je Z4douci, aby tento proces vedl k néjakému cfli. Za tim
tdelem je proces vystaven v uréité éasové okamiiky néjakému nenshodnému
ptisobeni. Je tikolem stanovit optimélni strategii takovych zésahi, p¥i kterych
priib&h procesu bude pokud mozno-nejlépe vyhovovat. poﬁadavkﬁm problému.
Tyto pozadavky mohou mit rozlitny charakter. Tak si moZno nap¥. vytknout
za ofl dosdhnout minimalisace odchylek redlného prib&hu procesu od poza-
dovaného (takto formulované tloha mé& vyznam nap¥. pro automatické
¥izeni letadel, pro potfeby automatické kontroly, atd.). Pro jiné tdely moZno
poZadovat, aby pro danou hladinu velikosti odchylek byl poéet zésaht do
pritbdhu procesu minimélni atd. Jestlize takto pristupujeme k véci, bylo by
moZno mluvit fie o teorii her, ale o teorii kontrolovanych procesi.

Teorii her je v soudasné dob& vénovén velky pedet origindlnich pracf a mono-
grafif. Zv1ast podrobné jsou v nieh-zpracovévény hry dvou hré&i. Historie
dlohy je takovéa: v 20tych letech podafilo se J. von Neumannovi dokézat
existenci optimAlni strategie a tzv. urdenost h.rg v pifipad® koneéného podétu

‘moinych strategii u katdého hrdde. Bylo rovné% dokézano, Ze ka2déd hra tohoto
druhu se st4véd uréenou v oboru smilenyoh strategii, jestlie kazdy z hrida
volf svoji strategii s urditou pravdépodobnosti tak, aby matematickou nad&ji
8vé vyhry udinil velikou. V tehdej’i dobé viak teorie her nenaila Zidnych
aplikaci a v disledku toho nezaznamenala #&douciho rozvoje. Aviak zéjem
o tuto teorii se znovu obnovil a v poslednich letech znatelnd vzrostl.
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. Z velkého mnodstvi problémi, které vznikaji v rdémei teorie her, bych se
chtél omezit jen na tyto dva: :

1. Vybudovéni teorie her, je-li hraéi vice nez dva. Hry tohoto typu jsou
daleko sloZitéjii neZ hry dvou hraéid, uZ jenom proto, Ze v p¥ipadd vice hradu
mohou jednotlivé jejich skupiny vytvafet koalice. : .
¢ 2. Vybudovéni analytického aparitu, pomoci kterého by bylo moZno pro
urditou konkretisaci hry efektivn® urdit optimélni strategii.

’ I
. 9. Teorie rozhodovacich funkef

Jeden ze zékladnich sméri badédni v soudasné matematické statistice tvoii
tzv. teorie statistického rozhodovéni, nebo jihak teorie rozhodovacich funkef.
Problém existence optimélniho statistického rozhodovani pi#i postupném
hromadéni informace o prib&hu sledovaného procesu pievedl A. Wald [15]
na piisluiné zobecnéni Neumannovy véty o hie dvou hradi.

DuleZitym problémem teorie rozhodovacich funkef je rozvijeni analytického
apardtu, ktery by umo#nil efektivni sestrojeni optimélnich rozhodovacich
funkei. V souvislosti s tim se jevi nezbytnym neustéle propracovéivat jiZ
zminénou teorii pro procesy se spojitym &¢asem a dokézat pFisluinou vétu
‘o invariantnosti, tj. vétu, kterd fesi problém konvergence rozdéleni funkeio-
nald optimélnich rozhodnuti pro procesy s nespojitym dasem k rozdslenim
funkcionéalt optim§lnich rozhodnuti pro procesy se spojitym éasem. Soudasnd
jsou zajimavé i véty, které se tykaji blizkosti optimalnich rozhodovacich
funkef za pfedpokladu, Ze jsou navzajem blizké (v jistém smyslu) procesy,
na kterych jsou definovény.

Za typickou tlohu pro teorii rozhodovacich funkei moZno poklidat tuto:

‘Pozorujeme né&jaky ndhodny proces, o jehoz rozdéleni vime pouze to, e p¥i-
sludi k nékteré t¥idé rozdséleni. Je nutné udinit rozhodnuti na zdklad®d urdité
posloupnosti pokusi. Pfi tom je zndmo, Ze

1. pro kazdé moZné rozhodnuti ztrita zptsobend piijatym rozhodnutim
zavisi na skutetném rozdéleni procesu; ’

2. néklady na kaZdy pokus jsou stanoveny.

Utiti tohoto obecného schematu v teorii pfejimaci kontroly sekvendnim
zpisobem bylo u nés neddvno propracovino V. S. Michalevidem [16].

10. N&které problémy statistiky

Do posledni doby zikladni studie v-této oblasti se tykaly propracovin{
metod pro testovani statistickjch hypothes a pro odhady hodnot parametri
rozdéleni na zékladé posloupnosti vysledkét nezévislych pokusi. V tomto
sméru nashromé?dila matematicka statistika ohromné mnozstvi teoretického
materidlu. Nyni jiz méme k disposici veliky podet Gdinnych kriterii, kterd
nam dovoluji na zédkladé vysledki experimenti provést volbu mezi vzajemné
si konkurujieimi hypothesami. Existuji zajimavé pokusy usporidat systema-
ticky vSechny dosud ziskané zévéry néjakym zptsobem. Je vEak nutno Fei,,
%e definitivni formy vykladu matematické statistiky nebylo dosaZeno. Jeden
z problémi, které stoji na cesté k dosaZeni tohoto cfle a maji p¥i tom nejen
vieobecné teoreticky, ale i veliky vyznam pro aplikace, je tento: méjme néja-
kou mnotzinu statistickych kriterii, kterych je mo#no pouZit k fefeni urditého
statistického problému. Je otézkou, kterého z téchto kriterii je nejidelndjsi

r———
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poutft. V jistém smyslu inversni problém je tento: stanovit oblast problémd,
k jejich feeni je nejtdelnéjsf pouZit daného kriteria. Je zfejmé, %e pojem
,,adelnosti“ je zde definovén nedostatednd ptesnd a nadto se miize ménit od
jedné ilohy ke druhé; pro zjednoduseni viak pi"edpoklé.déme, %e pozadavku
5,delnosti* je dén pi‘eené definovany smysl.

Pokusim se ilustrovat tuto dlohu na ]ednoduchém pHklad®. Viimndme si
tlohy, s kterou se v praxi dasto setkdvdme: na zékladd vysledkd dvou nezé-
vislych vybéri (posloupnosti pokusit) méme provést rozhodnuti, %e oba vybéry
jsou ze zékladnich souborii se stejnym rozdslenim pravdépodobnosti S dlo-
hami tohoto typu pfijdeme do styku napf. pfi kontrolich stilosti sekizeni
obrdbécich zarizeni, stalosti podminek pfi provddéni experimentii a v mnoha
dalsich pripadech. K Feleni této filohy lze u¥it celé Yady statistickych kriterii:
23, Pearsonova, w? — kriteria Craméra — Misesa — Smirnova, Wilcoxona,
N. V. Smirnoy# atd. Kterému z téchto a ostatnich kriterif nutno dét pfednost?

Nutno ffci, Ze jsem uvedl pouze jeden z velkého podtu monych problémi,
které jsou pred statistikou nezivislych pokusi; pfi tom, byt jsou problémy
statistiky nezévislych pokusii sebedileZitdjif, pfesto zadinaji byt na pofadu
dne statistické problémy tykajici se pokush zévislych. Tyto si uréit® zasluhuijf,
aby jim byla vénovéna mimoiddnéd pozornost. Nékteré préce v tomto sméru
jiz existuji, aviak nelze je hodnotit jinak, nez jako zadétek bédani v této
oblasti. Mezi velkym podétem problémii, které se zde na.skjtaji, maji specidlné
velky vyznam statistickd vySetfovdni staciondrnich procesi a posloupnosti
a procesit se staciondrnimi piristky. O této. litce. vysla neddvno prvni sou-
hrnnd monografie napsand Svédskym sta.tlstlkem Ro-enblattem [17].

Struénost mé pi‘ednéiky si vynutlla a.bych necha.l stranou celou ¥adu daliich
zajimavych otdzek. Neméli jsme moZnost se zde dotknout ani tak velké oblasti -
soudasného bédéni, jako je teoreticks fysika, kde teorie pravdépodobnosti mé
podstatnou tlohu. Podobn¥ jsme sé nezminili ani o techmckych problémech,
které by méla teorie pravdépodobnosti Fekit. Tyto problémy jsou neobydejné
. rozmanité a bezpochyby budou mit na daldf rozvoj nadf védy, znaény vliv.
Zejména bych chtél zde vyzdvihnout zajimavou problematiku, kterd vznikd
v souvislosti s automatisaci vyroby. Dalii dileité a zajimavé problémy klade
matentatické statistice a teorii pravd$podobnosti medicina, biologie, jazyko-
véda. Viechny tyto sm&ry obraceji k sob& pozornost mladych védeckych pra-
covniki. - '

. Pfelo%ili J. Bily, Fr. Fabian, J. Sedldk
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