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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROCNIK XXIV (1979) CISLO 4

Ako bol vyrieSeny
problém Styroch farieb

Juraj Bosdk, Bratislava

Uvod

Ak vam zaliatkom roku 1977 prisla postov zésielka z Urbany v State Illinois (USA),
mohli ste si na obalke pre¢itat zdhadny ndpis FOUR COLORS SUFFICE — S$tyri
farby sta¢ia. Tento napis ohlasoval svetu vifazstvo Tudského ducha nad jednym z naj-
znamejsich a sudasne najfaZ§ich matematickych problémov — nad problémom $tyroch
farieb.

V tomto ¢lanku sa zozndmime s podstatou a histériou problému Styroch farieb,
nadrtneme struéne spdsob jeho rieSenia a pokusime sa odpovedat na otizku, aky vyznam

ma pre matematiku jeho vyrieSenie.
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1. Formuldcia problému

Zadénime s jednoduchym prikladom: Na obr. 1 je znazornena tzv. politickd mapa
s 20 $tatmi, oznadenymi pismenami a, b, c, ..., ¢. Staty tejto mapy treba zafarbif tak,
aby susedné §taty mali vZdy rozne farby.

Pravda, takto formulovani tlohu moZno velmi Iahko vyriesif: sta&i kazdy $tat vy-
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farbit inou farbou. Toto zafarbenie je vSak nelsporné a narazi na problémy nielen
v tladiarni, ale aj pri pouZiti oby&ajnych farbidiek: nie kazdy ma zasobu 20 rdznych
farieb. Preto je rozumné pripustif, aby sa ta istd farba na mape vyskytla viackrat —
pravdaZe, nie pri susednych §tdtoch. Matematik sa, prirodzene, opyta, aky najmensi
pocet farieb ndm na zafarbenie tejto mapy potom postadi. Bez faZzkosti naSu mapu
zafarbime pomocou 15, 10, ba i len 5 farieb. Po urditej (nie prili$ veIkeJ) namahe zistime,
Ze nam na to postacia dokonca iba 4 farby. :

Odporicame Citatelovi, aby na tomto mieste Citanie ¢lanku prerusil, zohnal si ervent,
modri, zelent a Z1td farbi¢ku a mapu naozaj vyfarbil. Odmenou mu bude nielen zniCeny
exemplar &asopisu, ale aj pocit uspokojenia z vyrieSenia ,,maleho problému Styroch
farieb.

Lahko zistime, Ze polet farieb uz dalej zniZovat — vo vSeobecnosti — nemoZno:
ani §tat m spolu s jeho 5 susedmi e, /, g, r a n uz 3 farbami nezafarbime. Ak je totiz m
zafarbené prvou farbou, zvy$né dve farby by sa museli pozdi? jeho hranice striedat,
¢o je pri neparnom pocte 5 susednych Statov nemozZné.

Nas’kyté sa otazka, &i existuji mapy, na zafarbenie ktorych 4 farby nepostatia —
a v tom je prave podstata problému $tyroch farieb. Aby sme viak mohli poblém skiimat
z matematického hladiska, musime si ho spresnitf a pridaf niekolko podmienok — ich
porusenie by mohlo vysledok problému zmenif. Predov§etkym kazda uvaZovand mapa
bude leZat v jedinej rovine (alebo na gulovej ploche, éo predstavuje ekvivalentny pro-
blém). Dalej, na mape okrem $titov ni¢ nefarbime — teda ani moria a dal$ie vodné
plochy. Ak by sa na mape vyskytovali a nepatrili do Yiadneho 3titu, bud ich z mapy
vynechime, alebo ponechime nezafarbené. Dalej predpokladame, Ze tizemie kaZdého
Statu je stvislé, jeho hranica v§ak mdzZe byt aj nestivisla; moZe ju tvorif jedna alebo viac
(koneény pocet) uzavretych jordanovskych &iar, napr. mnohouholnikov, kruZnic a pod.
Nepripastame teda Staty s koldniami alebo s izemim skladajicim sa z viacerych odde-
lenych Casti.

Aby sme si na$u ulohu trochu zjednodusili, budeme predpokladat, Ze pocet Statov
v mape je kone&ny (hoci moZno dokézaft, Ze vynechanim tejto podmienky sa vysledok
nezmeni).

Problém Styroch farieb sa teraz da formulovaf takto: MoZno §taty kaZdej mapy
spliiajiicej uvedené podmienky regularne zafarbif $tyrmi farbami, t. j. priradit im po
jednej zo 3tyroch danych farieb tak, aby susedné 3tity mali priradené vidy rozne
farby? Pritom $taty nazyvame susednymi,-ak maji spolo¢ny tsek hraniénej ¢iary, nie
vSak iba jeden alebo viac izolovanych bodov. ‘

Mozno este namietnut, Ze formuldcia problému $tyroch farieb obsahuje nedefinované
pojmy mapa, §tat a farba. Preto v tretej a Stvrtej Casti ¢lanku tieto pojmy spresnime,
pripadne nahradime matematickymi pojmami.

2. Historia problému

Keby matematické problémy mali svoje pomniky, na pommku nas ho problému
by sme mohli &itat asi takyto napis: '
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_ PROBLEM STYROCH FARIEB

*23.X. 1852
" $21.'VL 1976

" Spi sladko!

W.‘ Haken a K. Appel

Proti kaZdej Casti tohto ndpisu v§ak moZno vzniest nimietky. Nebudeme sa zaoberat
(pripadnou) nimietkou jazykovedcov, Ze problém by sa mal skor nazyvatf ,,problém
o §tyroch farbach*, ale stistredime sa radsej na dalSie riadky népisu.

Hned na zadiatok poznamenajme, Ze histéria problému $tyroch farieb (pozri napr.
[3,5,7,9, 11]) je plnd omylov historickych i matematickych. V minulosti sa &asto tvrdilo,
Ze problém §tyroch farieb po prvy raz poloZil A. F. MOBIUS okolo r. 1840. Zd4 sa v3ak,
Ze ide o zamenu s podstatne Iah§im problémom o existencii piatich navzdjom susednych
§tatov (odpoved je tu zdpornd). Podla dne$ného stavu vyskumu sa autorstvo problému
pripisuje anglickému matematikovi FRANCISOVI GUTHRIEMU, ktory na neho narazil pri
farbeni mapy grofstiev Anglicka. Jeho brat FREDERICK GUTHRIE 23. oktSbra 1852
ozndmil problém svojmu profesorovi A. DE MorGANOVI, ktory efte toho istého diia
o flom napisal W. R. HaMILTONOVI. Tento list, uloZeny v archive v Dubline (frsko),
je najstar§im pisanym dokumentom o probléme; v tla¢i bol problém Styroch farieb
po prvy raz uvedeny pravdepodobne v De Morganovej recenzii kriihy W. WHEWELLA,
ktora vysla v periodiku Athenaecum 14. aprila 1860, av§ak okrem niekolkych vynimiek
ostal nepov§imnuty. Po druhy raz sa problém Styroch farieb ,,narodil* aZ 13. jiina 1878,
ked ho A. CAYLEY predniesol na zasadani londynskej matematickej spolo&nosti. (Sté
vyrodie tejto udalosti bolo oslavené v londynskej televizii kratkou relaciou, ktoru sledo-
valo vy$e 10 miliénov divédkov.) V r. 1879 Cayley uverejnil &lanok o probléme tyroch
farieb v pracach kralovskej geografickej spolo&nosti. Od r. 1878 sa objavilo v tlagi vela
zdanlivych dokazov pravdivosti hypotézy o §tyroch farbach, v ktorych sa neskor nasli
chyby. Z nich st najznamej§ie pokusy A. B. KempeHO (1879 a 1880) a P. G. TAITA
(1878 —1880), ktoré mali aj pozitivny vyznam, lebo pouZili nové metSdy, ktoré neskor
viedli k pokroku v rieSeni problému. Kempeho doékaz indukciou vzhladom na podet
§tatov sa povazoval za spravny aZ do r. 1890, ked P. J. HEAWOOD nasiel v iom chybu,
ale ukézal, e Kempeho metody umoZiiujii ukazat, Ze na zafarbenie kaZdej mapy v rovine
stadi paf farieb. Mnohi si vS8ak Heawoodovej prace nevsimli a nadalej povaZovali dokazy
Kempeho a Taita za spravne. V dalSom obdobi najzavazZnejiie prispevky k problému
Styroch farieb priniesli G. D. BIRKHOFF (1912—13 a 1930), O. VEBLEN (1912—13),
A. ERRERA (1925) a H. WHITNEY (1932). P. FRANKLIN (1922) dok4zal, Ze hypotéza o Sty-
roch farbach plati pre vietky mapy s po¢tom Statov mensim ne¥ 26. C. N. REYNOLDS
(1926 —27) zlepsil tento odhad na 28, C. E. WINN (1938) na 36, O. ORE.a J.  STEMPLE
(1970) na 40 a W. STROMQUIST (1975) na 52. No aZ prica W. HAKENA a K. APPELA
zakon&end 21. jiina 1976 (predbeZné ozndmenie vysledku bolo publikované v [2])
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Obr. 2. W. Haken na Medzindrodnom kongrese matematikov (Helsinki 1978).

priniesla zdsadnu zmenu, ked tto hranicu celkom vygumovala. Pre¢o teda namietky
k poslednym trom riadkom napisu? Po prvé, ich praca [3, 4] vySla aZ v septembri 1977
a trvalo do r. 1978, kym prekonala neddveru a ziskala vieobecné uznanie (na obr. 2 je
W. Haken pri vysvetlovani rieSenia problému §tyroch farieb na ICM 78 — Medzina-
rodnom kongrese matematikov, ktory sa konal v Helsinkach v auguste 1978). Pévodna
nedovera suvisela najmi s pouZitim poc&itadov. Este bolo v Zivej paméti, ako Y. SHIMA-
MoTO v oktdbri 1971 vystipil s idajnym d6kazom hypotézy o §tyroch farbach s rozsiah-
lym vyuZitim po&itadov (pozri [13]). Nakoniec zdsluhou W. T. TuTTEHO a dalSich sa
nadla chyba v programe pre pocitag, ktory nespravne ozna€il istu konfiguriciu za
D-reducibilni. Ten isty Tutte viak prijal dokaz Appela a Hakena s doverou. Po druhé,
ani poznamka o ,,sladkom spanku* nie je celkom namieste — bolo by Ziadiice dokaz
podrobne preverit a pokusit sa ho zjednodusit. A po tretie, nie je jasné, ¢i za riesitelov
problému treba povaZovat len uvedent dvojicu autorov, alebo &i je spravne zasluhy
rozdelif rovnym dielom aj na tretieho spoluautora J. KocHa, ktory sa podielal najméa
na priprave programov pre po&itae. Ako vidno, historici budi mat eSte €o robit.
A my sa teraz budeme radiej venovat matematickej strAnke problému.
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3. Rovinné grafy

Prv neZ zalneme rigoréznejsie tvahy, ujasnime si niekolko zékladnych pojmov.
Pod grafom v rovine R alebo rovinnym grafom (struéne len grafom) budeme v tomto
¢lanku rozumiet usporiadant dvojicu G = [V, H], kde ¥V a H st konetné mnoZiny ‘
spliiajtice nasledujice podmienky G, a¥ G 5. Aby sme sa mohli Tah%ie vyjadrovat, bude-

Obr. 3. Rovinny graf.

me prvky mnoZiny ¥ nazyvaft vrcholmi a prvky mnoZiny H — hranami grafu G. Na obr. 3
je priklad rovinného grafu s 54 vrcholmi a 53 hranami.*) Spominané podmienky G, a¥
G5 su tieto: ‘ » ‘ |

G,. KaZdy vrchol je bodom danej roviny (t. j. ¥ < R). ;

G,. KaZda hrana sa sklad4 z bodov danej roviny (t.j. U H < R) a je &iarou spajaji-
cou bud dva rdzne vrcholy (vtedy sa nazyva linka), alebo jeden vrchol sim so sebou
(vtedy sa nazyva slucka); krajné body tejto &iary sti vrcholmi; nijaky vnutorny bod tejto
Ciary nie je vrcholom (grafu G).

G;. Kazda linka grafu G je jordanovskym oblitkom, t. j. &iarou homeomorfnou s tised-
kou (napr. usecka, kruZnicovy obluk, neuzavreta jednoducha lomen4 iara).

G,. Kazdé sluCka grafu G je uzavretou jordanovskou iarou, t.j. iarou homeomorfnou
s kruZnicou (napr. kruZnica, elipsa, uzavretd jednoduch4 lomena Ciara).

G;. Kazdy spoloény prvok dvoch roznych hrén je vrcholom (grafu G). (Z toho vyply-
va, Ze dve rozne hrany bud nemaju ani jeden spoloény prvok, alebo préave jeden, alebo
prave dva.) '

Zékladom nalej definicie st vlastnosti G; a G,. Z vlastnosti G5 a G, vyplyva, Ze
hrany nepretinaji samy seba. Z vlastnosti G5 nasleduje, e hrana nepretina iné hrany
(iba ak v spolo¢nych krajnych bodoch — vrcholoch).

*) Za nakreslenie tohto grafu dakujem svojej dcére Elene,
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V nasej definicii grafu sme poZadovali, aby ¥ a H boli kone¢né mnoZiny, obmedzili
sme sa teda len na tzv. koneéné grafy. Nase uvahy o rovinnych grafoch moZno rozsirit
aj na niektoré nekoneéné grafy; tie v§ak nebudeme potrebovat, kedZe sme sa uZ predtym
obmedzili na mapy s koneénym po&tom Statov.

Rovinné grafy G = [V, H] a' G’ = [V’, H'] nazyvame izomorfné, ak existuje prosté
zobrazenie (bijekcia) f mnoZiny ¥ na V' a bijekcia g mnoZiny H na H’ s vlastnosfou:
Ak v grafe G hrana h spéja vrcholy u, v, tak v grafe G’ hrana g(h) spaja vrcholy f(u),
f(). Rovinny graf G’ = [V’, H'] nazyvame podgrafom rovinného grafu G = [V, H},
akV'cVaH < H

Utvorme mnoZinu B vietkych bodov roviny R, ktoré st bud vrcholmi daného rovin-
ného grafu G = [V, H], alebo leZia na hranich grafu G. Ani mnoZina B, ani jej komple-
ment R \ B nemusia byt suvislé mnoZiny (v:zmysle topoldégie roviny) — moZu sa skladat
z jednej alebo viacerych komponentov stvislosti (maximélnych sdvislych podmnoZin).
Z bodov kaZdého komponentu stvislosti mnoZiny B moZno zostavit podgraf grafu G,
ktory sa nazyva komponent grafu G. Graf s jedingym komponentom sa nazyva suvisly.
Na druhej strane, mdZeme skimat komponenty stivislosti mnoZiny R \ B;tieto kompo-
nenty sa nazyvajl stenami grafu G. MnoZinu vietkych komponentov grafu G budeme
oznalovat znakom K, mnoZinu vietkych stien — znakom S. MoZno dokazaf, Ze ak
graf G je koneény, tak aj mnoZiny K a S st koneéné. Napr. rovinny graf z obr. 3 ma
16 stien a 16 komponentov. Obr. 1 mdZeme povaZovat za znadzornenie rovinného grafu,
ktory m4 36 vrcholov, 54 hrén, 20 stien a 1 komponent (ak za vrcholy povaZujeme prave
tie body, v ktorych sa stretdvaju hranice troch $tatov). .

Medzi poétom vrcholov, hrén, stien a komponentov rovinného grafu plati Eulerova
JSormula

V] - [H] +|s] = |&] + 1,

pri¢om symbolom IX | oznadujeme podet prvkov mnoZiny X. Eulerovu formulu moZno
Tahko dokazaf indukciou vzhladom na poget |H| hrén pri pevnom potte |V| vrcholov.

V kaZdom rovinnom grafe je prave jedna zo stien neohrani¢ené; nazyvame ju vonkajsia
stena. Ostatné steny sa nazyvaji vnitorné.

Pod stupriom vrcholu grafu rozumieme podet hran, ktoré z neho vychadzaja (slu¢ku
pocitame za dve hrany). Ak # je prirodzené &islo, tak n-uholnikom grafu G rozumieme
suvisly podgraf G’ grafu G, priCom kaZzdy vrchol z G’ mé v podgrafe G’ stupeti 2. Tak
v grafe z obr. 3 Tahko nijdeme n-uholnik pre kaZdé prirodzené Cislo » < 18 okrem
n=13an=17.

Vrcholy a hrany, ktoré leZia na hranici uréitej steny s grafu G, tvoria podgraf grafu G.
Ak je tymto podgrafom n-uholnik, nazyvame stenu s n-uholnikovou stenou.

Suvisly rovinny graf nazyvame konfigurdciou, ak st vSetky jeho vntitorné steny troj-
uholnikové. Konfiguracia zrejme nembZe obsahovat jednouholniky (teda ani slucky).
Priklady konfiguracii st na obr. 4 a 6—9 (z dalSich Casti ¢lanku).

Konfiguriciu nazyvame trianguldciou, ak mé aj vonkajSiu stenu trojuholnikovi.
Zrejme konfiguracia z obr. 4 je trianguldciou. Lahko zistime, Ze v triangulacii sa nemézu
vyskytovat jednouholniky ani vrcholy stupiia 0 a 1. O triangulacidch plati nasledujiici
zaujimavy vztah, ktory vyplyva z Eulerovej formuly:
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Lema 1. Ak v; (i = 2) je pocet vrcholov stupria i v urditej trianguldcii, tak
41)2 + 31.73 + 2U4’+ Vs = 12 + U, + 2”8 + 309 + ...

Doékaz. Oznadme mnoZinu vietkych vrcholov, hrén, stien, resp. komponentov danej
trianguldcie znakmi V, H, S, resp. K. Zrejme plati:

IVl =Z Vi,
i=2
2|H| = 3|s| = ¥ iv,,
i=2

|| =1.

Obr. 4. Triangulécia.

b

Ak Eulerovu formulu vynasobime $iestimi a dosadime uvedené vzfahy, po malej iprave
dostaneme

6~ i)o, =12,

s

i

2

odkial vyplyva poZadovany vzfah. Lenia je dok4zana.

Trianguliciu nazyvame jednoduchou, ak nema dvojuholniky, vrcholy stuptia’ <4, ani
trojuholniky netvoriace hranicu Ziadnej steny. Citatel sa Tahko moZe presvedéit, Ze tri-
angulécia z obr. 4 je jednoducha. Z lemy 1 vyplyva, Ze kaZda jednoduchi triangulacia
(vtedy v, = v3 = v, = 0) ma aspoii 12 vrcholov stupiia 5.
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f Dve steny rovinného grafu G sa nazyvaji susedné, ak st navzajom rozne a ak prienik
ich hranic obsahuje aspoti jednu hranu grafu G. Pod zafarbenim stien grafu G Styrmi
farbami rozumieme zobrazenie mnoZiny S do danej §tvorprvkovej mnoZiny F (napr.
F = {1, 2,3, 4}); prvky mnoZiny F nazyvame farby. Zafarbenie stien nazgvame reguldrne,
ak susedné steny maji vZdy priradené rozne farby. V dalsej Casti ¢lanku tieto pojmy
vyuZijeme na spresnenie formulicie problému S$tyroch farieb (presnejsie, hypotézy
o Styroch farbach).

4. Prva redukcia problému

Teraz ukaZeme, ako moZno problém Styroch farieb postupne previest do tvaru vhod-
ného na rieSenie.

Prva redukcia spo&iva v prechode od ,,geografickej** do ,,matematickej* formulacie
problému. Potrebny aparat sme si uZ vybudovali v 3. dasti lanku.

Majme geograficku (politickl) mapu, ktorej Staty treba zafarbit, vhodnym spésobom
ohrani¢ent (napr. obd{Znikom). Predpokladédme, ¥e tizemie kazdého §tatu je na mape
stvislé, Ze st vyznadené hranice §tatov i vodné plochy, ktoré maji ostat nezafarbené.
Mapu povazujeme za vnorent do istej roviny R, takZe nemusime rozliSovat medzi
bodmi (a dal$imi Gtvarmi) na mape a zodpovedajicimi bodmi v rovine R.

Tejto mape moZno prirodzenym spdsobom priradit graf G v rovine R, ktorého
vrcholy i hrany leZia na hraniciach §tatov, vodnych ploch a samotnej mapy, pri¢om ich
rozmiestnenie volime tak, aby zjednotenie vSetkych hran splyvalo so zjednotenim uve-
denych hranic. :

Je zrejmé, Ze z regularneho zafarbenia stien rovinného grafu G $tyrmi farbami dosta-
neme i regularne zafarbenie §tatov povodnej geografickej mapy $tyrmi farbami — sta&i
vynechat steny, ktoré nie su §titmi (teda vodné plochy a vonkajsiu stenu leZiacu mimo
okraj mapy). Mohli by sme sice zafarbif aj tieto steny $tyrmi farbami; keby sme vSak
poZadovali, aby v§etky vodné plochy boli zafarbené tou istou farbou — napr. modrou,
vo vieobecnosti by sme nevystadili so §tyrmi farbami, ale by sme potrebovali pit farieb
(ako priklad posliZi mapa z obr. 1 doplnend jazerom vnutri kazdého Statu).

Videli sme, Ze povodny ,,geograficky‘‘ problém bude vyrieseny, ak dokdZeme platnost
nasledujucej hypotézy:

Hypotéza o Styroch farbach. Steny kaZdého rovinného grafu moZno reguldrne
zafarbit Styrmi farbami.

5. Druh4 redukcia problému

Pri druhej redukcii problému $tyroch farieb zafarbenie stien rovinného grafu preve-
dieme na zafarbenie vrcholov (iného) rovinného (tzv. dudlneho) grafu. Teraz budeme
priradovat farby (prvky Stvorprvkovej mnoZiny F) vrcholom rovinného grafu a toto
priradenie nazveme zafarbenim vrcholov grafu Styrmi farbami. Takéto zafarbenie nazve-
me reguldrne, ak susedné vrcholy (t. j. dva rozne vrcholy spojené hranou) budi mat
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priradené vZdy rozne farby. Pri hodnoteni reguldrnosti zafarbenia nebudeme brat do
uvahy okolnost, & rovinny graf mé slucky.

Ako priklad vyuZijeme opaf rovinny graf z obr. 4, ktory moZno takymto spésobom
zafarbit, ako ukazuje nasledujuce priradenie farieb vrcholom:

vrcholy a, g, i, I, r — &ervena farba
vrcholy b, e, j, p, s = modra farba
vrcholy ¢, f, k, m, t — zelend farba
vrcholy d, h, n, 0, g — ZIta farba

Citatel si zaiste uvedomil, Ze tym sme vlastne vyriesili Glohu regulérne zafarbif 3tyr-
mi farbami §taty mapy z obr. 1. Preto asi nebude prekvapeny nasledujicim vysledkom.

Lema 2. Hypotéza o Styroch farbdch je sprdvna, ak vrcholy kaZdého rovinného grafu
moZno reguldrne zafarbit §tyrmi farbami.

Dodkaz. Nech je dany rovinny graf G. Zostrojime tzv. dudlny graf G* ku grafu G.*)
Zvolme vnutri kazdej steny s grafu G jeden bod ¥ (,,hlavné mesto §tatu‘‘) a prehlasme
ho vrcholom duélneho grafu G*. Dva nové vrcholy spojme (prave jednou) hranou prave
vtedy, ked su prisluiné steny susedné. P6vodné vrcholy a hrany z grafu vynechajme.
Lahko sa zisti, Ze nové hrany moZno viest tak, aby vznikol opaf rovinny graf — oznaéme
ho G* a nazvime dudiny graf ku grafu G. (Na obr. 4 je duilny graf k rovinnému grafu
z obr. 1.)

Ak mozno vrcholy kaZdého rovinného grafu regularne zafarbif Styrmi farbami,
zafarbime takto vrcholy grafu G*. Dalej zafarbime steny grafu G tak, Ze farba steny s
sa zhoduje s farbou vrcholu ¥V, pri predoSlom zafarbeni vrcholov grafu G*. Zrejme
vznikne reguldrne zafarbenie stien grafu G §tyrmi farbami. Lema je dokazana.

6. Tretia redukcia problému

Ukazuje sa, Ze¢ mnoZina vietkych rovinnych grafov, s ktorou narabanie predpoklada
lema 2, je pre dalSie skimanie problému prili§ §iroka. Pohodlnejsie sa nAm bude praco-
vat, ak tato triedu ziZime. A dalSia redukcia problému $tyroch farieb (lema 4) ukazuje,
Ze namiesto vSetkych rovinnych grafov stadi sa zaoberaf len jednoduchymi triangula-
ciami, pripadne iba ireducibilnymi jednoduchymi trianguliciami. Pritom rovinny graf
sa nazyva ireducibilny (alebo tiez minimdlny 5-chromaticky), ak jeho vrcholy nemoZno
regularne zafarbif $tyrmi farbami, ale v kaZdom grafe s men$im podtom vrcholov tieto
vrcholy uz mozno takto zafarbit. NaSou snahou bude prave ukazat, Ze ireducibilny graf
musf spliiaf tolko podmienok, Ze vobec nemde existovat.

Prvy krok tohto typu je skryty v nasledujicej leme. Pre jej d6kaz budeme potrebovat
dolezity pojem Kempeho retazca (jeho podrobnejsi rozbor je napr. v [13]): Nech je dané
regularne zafarbenie vrcholov grafu G, nech «, f st dve z pouZitych farieb a nech je dany

*) Pre nase ticely sme definiciu trochu zjednodusili. BeZnej§iu definiciu duilneho grafu néjde &itatel
napr. v [11].
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vrchol u, zafarbeny jednou z tychto dvoch farieb. Utvorme podgraf grafu G indukovany
vrcholmi farieb « a f (t. j. skladajici sa zo vietkych takychto vrcholov a hran spajajticich
vzdy dva takéto.vrcholy). Komponenty tohto podgrafu sa nazyvaji Kempeho of-retazce
grafu G( vzhladom na dané zafarbenie vrcholov), a ten z nich, ktory obsahuje vrchol u,
sa nazyva Kempeho of-retazec z vrcholu u. Na obr. 5 st znizornené Kempeho 13-refazce
a 24-retazce. Hlavny vtip pojmu Kempeho af-refazca je, Ze po jeho alternécii (t. j. za-
mene farieb « a f pri vietkych vrcholoch refazca) vznikne opét regularne zafarbenie
vrcholov daného grafu.

Obr. 5. Kempeho retach.

Lema 3. Ak existuje ireducibilny rovinny graf, existuje aj ireducibilnd jednoduchd
trianguldcia s tym istym poctom vrcholov.

Do6kaz. Predpokladajme, Ze existuje ireducibilny rovinny graf G. Zrejme G m4 aspoii
pat vrcholov (inak by sa jeho vrcholy dali regulérne zafarbif §tyrmi farbami). Vynechaj-
me z grafu G vietky sluCky; ak G méa skupiny hran spéjajice tu isti dvojicu vrcholov
(tzv. ndsobné hrany), vynechajme z kaZdej skupiny vSetky hrany okrem jednej. Vznikne
graf G’, ktory nemd jednouholniky ani dvojuholniky. Ak sa na hranici niektorej steny.
grafu G’ vyskytuji dva rdzne vrcholy, ktoré nie sii susedné, spojme ich cez tiito stenu.
novou hranou tak, aby vznikol opaf rovinny graf. Opakujme tento postup tak dlho,
kym je to moZné. Nakoniec vznikne graf G”, o ktorom moZno dokazaf, Ze je triangula-
ciou. Zrejme G” ma ten isty podet vrcholov ako G a je to opif ireducibilny graf (keby
existovalo regularne zafarbenie jeho vrcholov Styrmi farbami, bolo by to.aj regularne
zafarbenie vrcholov pdvodného grafu). DokaZeme, Ze triangulicia G” je jednoducha.

Z konstrukcie grafu G” vyplyva, Ze tento graf nema dvojuholniky. Pripustme, Ze
v G” existuje trojuholnik 7, ktory netvori hranicu Ziadnej steny. Z toho vyplyva, Ze
vnitri i zvonku trojuholnika T existuje aspoii jeden vrchol. Utvorme z grafu G” graf
G, (resp. G,) tym, 7e z G” vynechdme vietky vrcholy a hrany leZiace vniitri (resp.
zvonku) trojuholnika T. Z regularnych zafarbeni vrcholov grafov G, a G, §tyrmi farbami
Iahko zostrojime takéto zafarbenie aj pre graf G”, ¢o je vSak v spore s predpokladom,
Ze G” je ireducibilny graf.
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Pripustme, Ze v G” existuje vrchol v stupfia <4. Ak vynechdme z grafu G” vrchol v
a hrany z neho vychédzajiice, vznikne graf G”, ktory ma men3i pocet vrcholov neZ graf
G". KedZe G" je ireducibilny graf, existuje regularne zafarbenie vrcholov §tyrmi farbami
pre graf G”, nie v8ak pre graf G”. Z toho vyplyva, Ze vrchol v mé stupeti 4 (inak by sme
zafarbenie z G” Iahko rozsirili na G”) a v8etky §tyri s nim susedné vrcholy (ozname ich
v smere pohybu hodinovych rudifiek znakmi a, b, ¢, d) maji roézne farby (oznalme
tieto farby v danom poradi znakmi 1, 2, 3, 4) — pozri obr. 5. Rozozn4vajme tri pripady:

1. V grafe G” Kempeho 13-retazec z vrcholu a neobsahuje vrchel ¢. V tom pripade
po jeho alterndcii (t. . zZAmene farieb 1 a 3 vSetkych jeho vrcholov) vznikne opéf regularne
zafarbenie vrcholov $tyrmi farbami, v ktorom vrchol a bude mat farbu 3 a vrchol »
bude mo¥né zafarbif farbou 1 — spor s tym, Ze graf G” nemoZno regularne zafarbif
$tyrmi farbami.

. 2.V G” Kempeho 24-refazec z vrcholu b neobsahuje vrchol d. Po jeho alternicii
vrchol b ziska farbu 4 a vrchol v moZno zafarbif farbou 2 — opéf spor.

3. V G” Kempeho 13-refazec z vrcholu a obsahuje ¢ a Kempeho 24-retazec z vrcho-
lu b obsahuje vrchol d. KedZe ide o rovinny graf, tieto refazce sa musia pretinat (pozri
obr. 5). Nem6Zu sa viak pretinat vntitri hrdn (podla vlastnosti G5 rovinnych grafov),
preto musia mat spolo¢ny vrchol. Ten musi byf zafarbeny jednou z farieb 1 a 3, i jednou
z farieb 2 a 4, &o je nemoZné.

Teda G” je jednoduch4 (ireducibilnd) trianguldcia a d6kaz lemy je hotovy.

Z lemy 2 a 3 bezprostredne vyplyva:

Lema 4. Hypotéza o Styroch farbdch je sprdvna, ak vrcholy kaZdej jednoduchej trian-
guldcie moZno reguldrne zafarbit $tyrmi farbami (t. j. ak neexistuje ireducibilnd jednoduchd
trianguldcia).

7. Stvrtd redukcia problému

Aby sme mohli vykonat $tvrti (a posledni) redukciu problému Styroch farieb, potre-
bujeme si povedat trochu viac o konfiguraciach.

Ak v nejakej triangulacii zvolime jeden n-uholnik a vynechame vsetky vrcholy a hrany
le¥iace zvonka neho (ponechame viak ich krajné vrcholy le¥iace na n-uholniku), vznikne
konfiguricia. Cislo n (poet hran tzv. obvodového mnohouholnika) nazyvame rddom
tejto konfiguracie. Napr. prva konfiguracia Q, z obr. 6 (zndma pod nazvom Birkhoffov
diamant) mé rad 6, druhd Q, — 7, tretia Q5 a §tvrta Q, — 8, piata Q5 — 9 a Siesta
Qs — 1é&d 10. Pri vrcholoch leZiacich vnutri obvodového mnohouholnika sme pouZili
symboliku zavedenti HeescHoM [10]: vrcholy stupiia S si oznafené plnym krizkom,
vrcholy stupiia 6 sa osobitne nevyznaduja, vrcholy stupiia 7 sa oznaduju prazdnym kriiz-
kom, vrcholy stupiia 8 — prazdnym S$tvoréekom, vrcholy stupfia 9 — trojuholnikom,
vrcholy stupiia 10 — péafuholnikom a vrcholy vy$Sieho stupfia — prislusnym &islom.
Bodka oznacuje vrchol stupfia =6 a netplny kriZok (napr. v tvare U) vrchol stupiia
=7. Tato symbolika ma tl vyhodu, Ze na opis konfiguricie potom stagia vrcholy leZiace
vniitri obvodového mnohouholnika a ich spojnice (na obr. 6 vyznagené hrubymi &iarami).
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D6leZit ulohu maju konfiguracie, ktoré sa nemé6Zu vyskytovat v Ziadnom ireducibil-
nom grafe — nazyvaji sa reducibilné. PresnejSie, konfiguracia sa nazyva reducibilnd,
ak nie je izomorfni Ziadnemu podgrafu ireducibilného grafu. Pri dokaze lemy 3 sme
vlastne ukazali, Ze prvé tri konfiguracie z obr. 7 sii reducibilné. D4 sa dokazaf, Ze aj
ka¥da zo Siestich konfiguracii znazornenych na obr. 6 je reducibilni. K metédam dékazu
reducibility konfiguracii sa vratime v 8. Casti €lanku.

Daldim ddle¥itym pojmom je pojem nevyhnutnej mno¥iny (angl. unavoidable set).
Ak mame dve mnoZiny grafov, M, a M,, budeme hovorit, Ze M, je mnoZina nevyhnutnd
vzhladom na M ,, ak kaZdy graf z M, m4 aspotii jeden. podgraf izomorfny s niektorym
grafom z M.

Z lemy 1 vyplyva, Ze kaZda rovinna triangulacia m4 vrchol stupia 2, 3, 4 alebo 5.
Preto mnoZinu nevyhnutni vzhladom na mnoZinu vSetkych triangulacii tvoria napr.
konfiguricie z obr. 7; v pripade jednoduchych triangulacii stadi jediny graf — posledny
graf z obr. 7.

b
b 3 X A obr. 6.
b d Reducibilné
d konfiguricie.
a ()
a e
e
£ Y h f
’ g

Q1 Qz Q3
b T d b ¢
e
a
a
i
h f
h
g
Q4 QS

(eSS =

Obr. 7. MnoZina konfiguricii nevyhnutnd vzhladom na mnoZinu vietkych triangul4cii.
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Najlastejie budeme skiimat mnoZiny nevyhnutné vzhfadom na mnoZinu vsetkych
ireducibilnych jednoduchych triangulacii a budeme ich strune nazyvat nevyhnutné
mnoZiny. Je zrejmé, Ze posledny graf z obr. 7 tvori nevyhnutni mnoZinu aj v tomto
zmysle. K metédam dokazovania nevyhnutnosti mnoZin sa vratime v 9. Casti ¢lanku.

A teraz uZ moéZeme vyjadrit posledni redukciu problému $tyroch farieb:

Lema 5. Hypotéza o Styroch farbdch je sprdavna, ak existuje nevyhnutnd mnoZina redu-
cibilnych konfigurdcit.

Dokaz. Nech N je nevyhnutnd mnoZina reducibilnych konfigurcii. Keby hypotéza
o Styroch farbach bola nespravna, existoval by podla lemy 2 ireducibilny graf a podla
lemy 3 ireducibilni jednoduch4 triangulacia ¢. KedZe N je nevyhnutnd mnoZina, obsa-
huje aspoti jednu konfiguraciu k, ktora je izomorfna s niektorym podgrafom triangula-
cie t. Konfiguracia k je vSak reducibiln4, takZe triangulicia ¢ obsahuje podgrafizomorfny
s reducibilnou konfigurciou, a teda neméZe byt ireducibilni. Tento spor dokazuje lemu.

Vyznam price Appela, Hakena a Kocha [3, 4] je prave v tom, Ze dokazali:

Lema 6. Existuje nevyhnutnd mnoZina reducibilnych konfigurdcit.
Ako to urobili, stru¢ne naznadime v ¢asti 10.
Z lemy 5 a 6 bezprostredne vyplyva:

Teoréma o Styroch farbach. Steny kafdého rovinného grafu mozno reguldrne
zafarbit Styrmi farbami.

A tak sa hypotéza o $tyroch farbach zmenila na teorému.

Z predchadzajucich uvah vidime, Ze pre dokaz teorémy o $tyroch farbich staéi zostro-
jit nevyhnutnii mnoZinu reducibilnych konfiguracii.¥) Ako vdbec moZno zostrojit takii
mnoZinu? Je to taZké? Na tieto otazky budeme hladat odpoved'v dalSich &astiach &lanku.

8. Reducibilné konfiguricie

Najprv si poloZme takéto otizky: Akym spdsobom moZno zostrojit reducibilné kon-
figuracie? A ako moZno overit, & je dana konfiguracia reducibilni?

Spodiatku sa reducibilné konfiguracie hfadali viacmenej ndhodnym spdsobom. Postup-
ne sa viak stalo ZelateInym zaviest do neustéle vzrastajuceho po&tu znadmych reducibil-
nych konfiguricii nejaky systém. Najprirodzenejsim spdsobom klasifikacie reducibilnych
konfiguricii sa ukézalo ich roztriedenie podla radu, t. j. podla poétu hran obvodového
mnohouholnika.

Uz r. 1913 G. D. BirkHOFF dokazal, Ze su reducibilné vSetky konfiguricie radu 2;
konfiguracie radu 3 obsahujtice viac neZ tri vrcholy, v ktorych vrcholy moZno regulérne

*) Pozornejsi Citatel sice asi objavi v dokazoch lem 1—3 mensie skoky, ktoré v§ak moZno doplnit
starostlivej§im vyuZitim metdd topoldgie roviny, najmi zndmej JORDANOVEJ teorémy o tom, Ze
uzavret4 jordanovsk4 iara rozdeluje rovinu na dve stivislé otvorené mnoZiny. Citatelovi, ktorého by
zaujimala teoéria rovinnych grafov dosledne budovand na tomto zéklade, odportiame knihu [11].
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zafarbit §tyrmi farbami; konfiguracie radu 4 obsahujtice viac neZ §tyri vrcholy a radu 5
obsahujtice viac neZ Sest vrcholov. Preto sa zaujem sustredil na konfiguracie ridu >6.
- Na tomto mieste treba poznamenat, Ze po vyriefeni problému §tyroch farieb je vlastne
kaZd4 konfiguricia reducibilni. Preto sa pojem reducibilnej konfiguricie obyajne
sprestiuje v tom zmysle, Ze konfiguracia je reducibilnd, ak moZno §tandardnymi metédami
dokazaf, Ze nie je izomorfna Ziadnemu podgrafu ireducibilného grafu (priGom treba
stanovif, o sa rozumie pod Standardnymi metédami). Zrejme kazdd konfiguricia,
ktora obsahuje ako podgraf reducibilnii konfiguraciu, je sama reducibilna. Preto sa
ukazuje vyhodnym skumat len minimdine reducibilné konfigurdcie (ktoré uz nemaju za
podgraf iné reducibilné konfiguracie). Stistredenym tsilim mnohych autorov, ktoré bolo
zavisené pracou dvojice F. ALLAIRE a E. R. SWART [1], sa podarilo nijst vietky takéto
reducibilné konfiguracie radu menSieho neZ 12. Ani tato velkd z4soba reducibilnych
konfiguracii v§ak nestaéi na zostrojenie nevyhnutnej mnoZiny reducibilnych konfiguracii:
E. F. MOORE zostrojil v marci 1977 rovinny graf s 846 vrcholmi (v dudlnom tvare mapy
s 846 stenami), ktory neobsahuje Ziadnu reducibilni konfiguraciu rAdu mensieho neZ 12,

b b c
c . b d
a%—-d a¥d ace
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f g

Obr. 8. Reducéry
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" Pokial ide o metédy d6kazu reducibility, moZno povedat, Ze st zaloZené na principoch,
ktoré objavil A. B. KempE 1879 —80, P. J. HEAwo0D 1890 a G. D. BIRKHOFF 1913 a ktoré
sme pouili v dokaze lemy 3, ked sme fakticky dokazali reducibilitu prvych troch
konfiguracii z obr. 7: nahradenie konfiguricie konfiguriciou s mensim poétom vrcholov
(tzv. reducérom) a metdéda alterndcie farieb v Kempeho retazcoch (pozri obr. 5). V pripade
potreby sa tato alternicia mdZe opakovat na r6znych miestach konfigurécie a s roznymi
farbami. Najzaujimavej$im spdsobom redukcie je tzv. D-redukcia, pri ktorej mozZno
zvolif lubovoIny reducér s men§im po&tom vrcholov, pri¢om vrcholom hranice-pdvodne;j
konfiguracie su priradené vrcholy na obvode reducéra; ak st susedné dva vrcholy z hrani-
ce pévodnej konfiguricie, musia byt susedné aj ich obrazy. Pritom sa pripusta, Ze obrazy
nesusednych vrcholov st v reducéri susedné alebo dokonca splyvaji. Napr. moZno uka-
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zaf, Ze konfiguracie Q; (i = 1, 2, ..., 6) z obr. 6 maju reducéry R; z obr. 8. Vo vietkych
tychto prikladoch moZno reducér zostrojif z obvodového mnohouholnika vhodnou
identifikiciou niektorych vrcholov a pridanim niektorych uhloprietok — napr. R,
vznikne z obvodového 6-uholnika konfiguricie Q, identifikdciou vrcholov ¢, e a prida-
nim uhlopriecky ac = ae. Pritom vnutorné vrcholy konfiguracie sa vynechavaji. Tento
spbsob tvorby reducérov je velmi Gasty, aj ked nie je jediny (niekedy nevystaime len
s obvodovymi vrcholmi). MoZno dok4zaf, Ze v pripade konfiguricie Q; aZ Qs ide
0 D-redukciu (hovorime, Ze tieto konfiguracie sG D-reducibilné); v pripade konfiguracie
Q¢ je to iba tzv. C-redukcia, ked reducér uZ nemozno volit Tubovolne. Citatela, ktorého
by zaujimali r6zne druhy redukcii, odkazujeme na monografiu [10]. My sa tu obmedzime
na nasledujtci vysledok.

Lema 7. Vietky konfigurdcie z obr. 6 su reducibilné.

Dokaz. Pripustme, Ze konfiguricia Q; (i e {l, 2,3,4,5, 6}) sa nachadza v niektorom
ireducibilnom rovinnom grafe G (presnejSie, Q; je izomorfné s niektorym podgrafom
grafu G). Nahradme v G konfiguriciu Q; konfiguraciou (reducérom) R; z obr. 8 tak,
aby vrcholy a hrany zvonku konfiguracie ostali zachovalé. Vznikne rovinny graf H,
ktory ma mensi polet vrcholov neZ mal G, a preto jeho vrcholy moZno regularne zafarbif
$tyrmi farbami. DokaZeme, Ze potom moZno tak zafarbif aj vrcholy grafu G, ¢o bude
v spore s predpokladom, Ze G je ireducibilny graf. Aby sme to dokazali, sta¢i ukéizaf,
Ze ka7dé regularne zafarbenie vrcholov konfiguracie R; $tyrmi farbami moZno rozsirit
na obdobné zafarbenie konfiguracie Q;, a to bud priamo, alebo pouZitim alternacii
v Kempeho retazcoch zvonku konfiguracie.

Nech i = 1. Ak ozna&ime farby vrcholov a, b, ¢ v konfiguracii R, znakmi 1, 2, resp. 3
a $tvrtu farbu znakom 4, pre regulirne zafarbenie vrcholov a, b, c,d, e,f v danom
poradi prichddzaju do tGivahy tieto moZnosti: 123132, 123134, 123232, 123234, 123432
a 123434. Lahko si overime, Ze vo vSetkych Siestich pripadoch okrem tretieho toto
zafarbenie moZno rozsirit na zafarbenie konfiguracie Q. V pripade zafarbenia 123232
pouZijeme Kempeho retazce:

Ak Kempsho 24-refazec z vrcholu d neobsahuje Ziaden z vrcholov b, f, moZno jeho
alternaciou zmenit farbu vrcholu d na 4 a dostavame uZ znimu moZnost 123432, ktort
vieme doplnif na reguldrne zafarbenie vrcholov konfiguricie Q,.

Naopak, ak tento Kempeho 24-refazec obsahuje napr. vrchol b (pre vrchol fje situdcia
symetricka), Kempeho 13-refazec z vrcholu ¢ nemdZe obsahovaf Ziaden dal3i vrchol
danej konfiguracie a alternaciou tohto 13-refazca dostavame pre obvodovy Sestuholnik
zafarbenie 121232, ktoré zrejme mozZno rozsirit na regularne zafarbenie vrcholov kon-
figuracie Q;.

Analogicky sa postupuje v pripadoch i = 2 aZ 6. Podrobné dokazy {itatel najde
v [10, 11].

Skusenosti ukazuju, Ze kazda konfiguracia radu n = 4, ktordA ma mimo » vrcholov
obvodového n-uholnika dalsich

m>3n-—6

195



vicholov, je reducibilnd (dokonca D-reducibilni). Keby sa podarilo tito hypotézu
dok4zat, znaéne by sa situacia zjednodusila. Zda sa vSak, Ze tato hypotéza je eSte tazsia
ako samotna hypotéza o $tyroch farbach a experti sa vyslovuju velmi skepticky o moz-
nosti jej dokédzania.

9. Nevyhnutﬁé mnoZiny konfigurdcii

Na ilustraciu pojmu nezévislej mnoZiny dokéZeme nasledujuici vysledok, ktory, volne
povedané, tvrdi, Ze kazda jednoduché triangulacia s menej nez 26 vrcholmi obsahuje
niektoru z konfiguracii znazornenych na obr. 6.

Lema 8. Konfigurdcie z obr. 6 tvoria mnoZinu nevyhnutnii vzhladom na mnoZinu vetkych
jednoduchych trianguldcii s menej neZ 26 vrcholmi.

Dokaz. Pripustme, Ze existuje jednoduché triangulacia ¢ s menej neZ 26 vrcholmi,
ktorej Ziadny podgraf nie je izomorfny s niektorou konfiguraciou z obr. 6. V triangulécii ¢
priradme kaZzdému vrcholu stupiia i (i = 5, 6, 7, ...) &islo 60(6 — i), ktoré budeme
nazyvat ndbojom tohto vrcholu. Potom zmefime naboje takto: Z vrcholov stupiia 5
presuiime naboj s hodnotou 7 do vSetkych susednych vrcholov stupiia 6 (t. j. z nibojov
vrcholov stupiia 5 odé&itajme &islo 7 tolkokrat, kolko ma susednych vrcholov stupiia 6;
k nadbojom vrcholov stupiia 6 pripoditajme tolkokrat &islo 7, kolko m4 tento vrchol
susednych vrcholov stupiia 5) a naboj 17,6 do vSetkych susednych vrcholov stuptia =7.
Dokéazeme, Ze potom niboj N(v) TubovoIného vrcholu v bude <28.4.

Ak m4 vrchol v stupeii 5, musi mat aspoii jeden susedny vrchol stupiia =7 (inak by ¢
obsahovalo podgraf izomorfny s niektorou konfiguraciou Q, aZ Qg z obr. 6). Ak je
takyto vrchol stupiia =7 prave jeden, musia s vrcholom v byt susedné aspoii dva vrcholy
stupiia 6 (inak by s vrcholom v museli byt susedné aspoti tri vrcholy stupiia 5 a ¢ by
obsahovalo konfiguriciu Q, alebo Q,), a preto mé naboj N(v) £ 60 — 17,6 — 2.7 =
= 28,4,

Ak st takéto vrcholy stupiia =7 aspoii dva, vrchol v ma ndboj N(v) < 60 — 2.17,6 <
< 28.4.

Ak ma4 vrchol v stupeni 6, mdZu s nim byt susedné najviac 4 vrcholy stupiia 5 (inak
by ¢ obsahovalo konfiguriciu Q,). Potom v ma ndboj N(v) < 4.7 < 28,4.

Ak ma vrchol v stupeii 7, m6Ze s nim byt susednych najviac 5 vrcholov stupiia 5 (inak
by ¢ obsahovalo konfiguraciu Q3). Potom ma vS§ak naboj N(v) < —60 + 5.17,6 < 28.4.

Ak ma vrchol v stupeti j = 8, jeho niboj zrejme spliia vztah

N(@) <606 —j) +j.17,6 = 360 — 42,4j < 360 — 42,4.8 < 28,4,

Prestivanim naboja sa sice niektoré niboje vrcholov zmenili, nie viak ich celkovy
sudet. Ak oznadime podet vrcholov triangulcie 7 znakom |Vl podIa lemy 1 plati: sucet
nabojov vsetkych vrcholov tr1angu1ac1e t je (v; je podet vrcholov stupiia i):

IIMS

,0:60(6 — 1) = 60. 12 = 720 < 28,4|V],

196



takze

|V|>—72—0>25
28.4

¢o odporuje tomu, Ze triangulacia f ma < 25 vrcholov. Lema je dokazana.

Ako dosledok predoslych vysledkov méZeme odvodif teorému, ktord poznal uz
FRANKLIN T. 1922.

Teoréma. Ak rovinny graf md menej nez 26 Stien, mozno tieto steny regularne zafarbit
Styrmi farbami.

Dokaz. Nech v rovinnom grafe G, ktory mad <26 stien, nemoZno steny regularne
zafarbif $tyrmi farbami. Jeho duélny graf ma <26 vrcholov, ktoré taktieZ nemoZno re-
gularne zafarbif Styrmi farbami. Preto existuje ireducibilny rovinny graf, a podla lemy 3
aj ireducibilni jednoducha triangulacia ¢ s <26 vrcholmi. Podla lemy 8 triangulicia ¢
obsahuje podgraf izomorfny s niektorou konfiguriciou z obr. 6. Podla lemy 7 su tieto
konfiguracie reducibilné. To je viak nemozné, lebo ¢ je 1redu01b11na triangulécia. Tento
spor dokazuje teorému.

Predchadzajicimi vysledkami sme vlastne zostrojili nevyhnutni mnoZinu reduc1b11-
nych konfiguracii, nie v§ak vzhladom na mnoZinu vietkych ireducibilnych jednoduchych
triangulécii (Co by sa Ziadalo pre dokaz lemy 6), ale len vzhladom na mnoZinu vetkych
(ak chceme, ireducibilnych) jednoduchych triangul4cii s menej neZ 26 vrcholmi. Toto
¢islo moZno zjemnenim uvah z ddkazu zvySovat. No na tiplné odstranenie ohrani¢enia
po&tu vrcholov (a teda na dokaz teorémy o styroch farbach) treba pouzit podstatne
zloZitejsi postup.

10. Zdolanie problému

RieSenie problému §tyroch farieb v praci APPELA a HAKENA [3] sa zadina podobne
ako ddkaz nasej lemy 8 a takisto pouZiva terminoldgiu z tedrie elektrickych sieti, Kazdé-
mu vrcholu ireducibilnej jednoduchej triangulacie (podla lemy 3 alebo 4 stadi sa zaoberat
takymito rovinnymi grafmi) sa priradi realne ¢islo, tzv. ndboj vrcholu tak, aby len
vrcholy stupiia 5 mali kladny naboj, ale aby i celkovy sti€et vSetkych nidbojov vrcholov
bol kladny. Potom sa uskutoCni vybijanie (angl. discharging procedure), pri ktorom
sa prestivaji naboje z vrcholov stupiia 5 na vrcholy vysSich stupiiov tak, aby sa nemenil
celkovy stdet nabojov. Spravidla nie je tazké zistif vietky moZnosti pre okolia vrcholov,
ktoré budu mat po skonéeni vybijenia kladny naboj a urobif akysi kataldg tychto konfi-
guracii s kladnym nabojom niektorého vicholu. Proces vybijania je moZné definovat
dokonca tak démyselne, aby kazd4 z tychto konfigurécii bola reducibilni. KedZe sme
v3ak vysli z ireducibilnej triangulacie, takéto konfigurcie v nej nemoéZu existovat a dana
trianguldcia bude Uplne vybit4, t. j. nebudd v nej existovat Ziadne vrcholy s kladnym
nabojom (plati tzv. lema o vybiti — discharging lemma). To viak nie je moZné, lebo
sudet nabojov po vybijacej procedire sa nezmeni. Teda musi ostat kladny, takZe aspoii
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jedna zo zostrojenych konfiguracii sa musi v triangulacii vyskytovatf. Tento spor doka-
zuje teorému o Styroch farbéch.

VSimnime si, Ze ide vlastne o zostrojenie nevyhnutnej mnoZiny reducibilnych konfi-
gurécii podla schémy z lemy 4 a 5. Treba povedaf, Ze program dokézat takymto spdso-
bom teorému o Styroch farbach vyhlasil uz HEESCH, no zostrojif nevyhnutnii mnoZinu
reducibilnych konfiguracii sa mu nepodarilo. Zato v8ak vybudoval tedriu reducibility,
ktora zohrala v dalSom vyvoji déleZitd tlohu. Pod vplyvom Heeschovych myslienok
zadali svoju pricu aj Haken a Appel. Na zaciatku svojho postupu definovali nidboje
vrcholov rovnako ako my v nafom dokaze lemy 7: Vrcholy stupiia 5 mali naboj 60,
vrcholy stupiia 6 niboj 0, vrcholy stupfia 7 ndboj —60, vrcholy stupiia 8 naboj — 120
atd. Pri vybijani sa najskér presunul naboj 30 z kazZdého vrcholu stuptia 5 do vietkych
s nim susednych vrcholov stupiia aspoii 7. Lahko sa zisti, Ze po tomto kroku kladny
naboj mdZu maf len vrcholy stupiia 5 aZ 11 a triangulicia musi obsahovaf niektort
z 25 konfiguricii z obr. 9. Z nich je 11 reducibilnych (konfiguracie 1—35, 11, 16, 21,
23—25). Nasim cielom je v8ak to, aby vSetky ,,kladné konfiguracie‘* boli reducibilné.
Preto treba opravif vybijaciu proceduru tak, aby konfiguricie, pri ktorych nevieme
dokézat reducibilitu, zo zoznamu vypadli a miesto nich sa tam dostali reducibilné
konfiguracie. Appel a Haken boli niiteni postupne pridaf k zdkladnému pravidlu vybi-
jania (presun naboja 30) takmer 500 vynimek a oprav, pri ktorych presuvali medzi
vrcholmi naboje 0 aZ 60, kym zoznam neobsahoval len samé reducibilné konfiguracie.
Pritom bolo potrebné prestvat nidboje nielen k susednym, ale i k vzdialenej$im vrcholom.
Takto zostrojend nevyhnutnid mnoZina reducibilnych konfigurcii mala pévodne 1936
prvkov. Polas recenzného pokraovania a tlade Clanku autori ich podet postupne
zmenSovali na 1923, 1879, 1877, 1834 a 1482 prvkov; v poznidmke k ¢lanku uvadzaju,
Fe s pouZitim nového, doteraz neuverejneného zoznamu 2669 reducibilnych konfiguracii
[8] moZno mohutnost nevyhnutnej mnoZiny zmensit aZ na 1405. (Citatel zaiste prep4di,
Ze nevyhhutnﬁ mnoZinu reducibilnych konfiguricii tu nereprodukujeme. Prezradime
len, Ze obsahuje vietky konfiguracie z obr. 6.) Je pravdepodobné, Ze tento podet moZno
eSte dalej zniZovaf, nezdd sa vSak moZné, Ze by toto zniZenie mohlo byt vyraznejsie
(napr. Ze by bolo moZné zostrojif nevyhnutni mnoZinu okolo sto reducibilnych konfi-
guracii).

Osobitnou kapitolou vyrie§enia problému Styroch farieb bola previerka reducibility
konfiguracii. Aby ju autori ulahéili (no aj z inych ddévodov), postavili si zdsadu (a poda-
rilo sa im ju dodrZat), Ze vSetky konfiguricie z nevyhnutnej mnoZiny musia mat rad 14
alebo men3i. Pri kontrole reducibility konfiguricii rdidu <10 sa autori opierali o tabulky
reducibilnych konfiguricii zostavené ALLAIROM a SWARTOM [1]. Reducibilitu konfi-
guracii radu 11 aZ 14 preverovali pomocou po¢itata — postupne pouZili tri rdzne poci-
tage firmy IBM: 360-75, 370-158 a 370-168. Prislusné programy vypracoval KocH
v spoluprici s APPELOM a HAKENOM. Vypoclty spotrebovali asi 1200 hodin strojového
dasu. Priprava metdd a programu trvala tri a pol roka a dal$i polrok trvala prica s po-
gitadmi. Cel4 praca bola uspeSne zakonéend 21. jina 1976, v deii 48. narodenin prof.
Hakena.

Presktifanie D-reducibility konfiguracii vzhfadom na dobré rozpracovanie metédy
nebolo po teoretickej stranke prili§ sloZité, bolo viak niroéné na strojovy &as. Tento
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Obr. 9. Nevyhnutnd mnozina 25 konfiguracii

fakt nis neprekvapi, ak si uvedomime, Ze pri konfiguracii radu » existuje [6]

3G+ 3(=1"+2)

podstatne réznych zafarbeni vrcholov obvodového n-uholnika, nehladiac na ostatné
(vnutorné) vrcholy konfigurécie a nutnost skii§at moZnost premeny ,,zlych* (bad) zafar-
beni na ,,dobré* (good colorations) pomocou aparitu odpovedajiiccho Kempeho refaz-
com. Naproti tomu previerka C-reducibility zabrala spravidla kratsi &as, autori sa viak
obmedzili len na urdity typ reducérov. Stivalo sa, Ze potita nepotvrdil reducibilitu
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konfigurécie bud pre obmedzeny vyber redukénych metdd, alebo pre obmedzeny strojovy
Gas (ak pri previerke jednej konfiguracie spotreboval pocita¢ IBM 370-158 90 minut
alebo pocita¢ IBM 370-168 30 mintt). V tomto pripade autori zmenili vybijaci predpis
tak, aby sa v takejto konfiguracii nemohli vyskytnit nidboje kladnych hodnot.

Otvorenou ostiva otizka, do akej miery moZno uvedeny ddkaz zlepsif: & moZno
zjednodusit proces vybijania, zmensif mohutnost nevyhnutnej mnoZiny, znizif maxi-
nalny rad 14 pre pouZité konfiguracie (vieme uZ, Ze viac ako na 12 tento rad zniZitf ne-
mozno), zjednodusit ¢innost vykondvani ruéne i pocditaémi. D4 sa oCakavat, Ze v naj-
bliz§ich rokoch vyskum prinesie v tomto smere zaujimavé poznatky. '

11. Vyznam vyrieSenia problému $tyroch farieb pre matematiku

Dnes este tazko moZno zhodnotif prinos vyrieSenia problému Styroch farieb pre dalsi
rozvoj matematiky. Predsa vSak na tito tému urobime niekolko poznamok.

Problém §tyroch farieb spolu s FERMATOVOU hypotézou boli pravdepodobne najzna-
mej$imi nevyrieSenymi matematickymi problémami. Vzhladom na mimoriadny zaujem
a pocetné pokusy expertov i laikov bolo velmi ZelateIné, aby tato prekaZka bola zdolana.
VyrieSenie problému znamena vyplnenie neprijemnej medzery vo vystavbe teérie grafov
a topoldgie. Bolo zndmych vela problémov ekvivalentnych s problémom Styroch farieb
a vela hypotéz, ktorych pravdivost zavisela od spravnosti hypotézy o Styroch farbach,

Na ukézku uvedme zovSeobecnenie problému farbenia stien na uzavreté orientovatel-
né plochy S, rodu g (kde g je celé nezaporné Cislo). Takato plocha, volne povedané,
vznikne z gulovej plochy pridanim g rugok, podobne ako sa pridavaji ucha na hrncoch.
Plocha S, je gulovd plocha, plocha S, je torus (nazyvany tieZ prstenec alebo anuloid) —
modZeme si ju predstavit v tvare pneumatiky (bez ventilu) a pod. Vznika otdzka, aky
najmen3i poCet x(S,) farieb je potrebny na regularne zafarbenie Stitov kaZdej mapy
(stien kaZdého grafu) nakreslenej na ploche S,. Pomocou tzv. stereografickej projekcie
moZno (zo ,,severného pélu‘) premietnuf mapu z gulovej plochy na rovinu a ihned
vidiet, Ze problém farbenia $§tatov na gulovej ploche a na rovine je ekvivalentny. Pre
plochy S, s kladnym rodom g sa podarilo G. RINGeLovI a J. W. T. YOUNGsoVI r. 1968
dokézat, Ze

£(S,) = [w]

o predpokladala HEAwooDOvVA hypotéza z r. 1890 (hranatd zatvorka oznaduje celd
dast C&isla). Pre g = 1 dostdvame vysledok, dokdzany uzZ Heawoodom, podla ktorého
minimélny poget farieb potrebny na regularne zafarbenie §titov kaZdej mapy na toruse
je 7. Pre g = 0 uvedeny vztah dava x(S,) = 4, ¢o sa vSak podarilo dokazatf aZ teraz
vo forme teorémy o §tyroch farbach.

Mozno vyslovit obdiv rozhodnutiu APPELA a HAKENA, Ze sa podujali spolu s KoCHOM
na vy&erpavajiicu $tvorroénud pracu, ktorej vysledok mohol byt nulovy. Hrozila totiZ
nielen moZnost, Ze hypotéza o Styroch farbach neplati (t. j. Ze existuje kontrapriklad —
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mapa, ktorej §taty nemoZno regularne zafarbit §tyrmi farbami), ale aj daliia neprijemna
moZnost, e hypotéza sice plati (t. j. neexistuje kontrapriklad), ale nemo¥no ju dokazat
(t. j. neexistuje dokaz s koneénym podtom krokov) — teda, Ze hypotéza je nerozhodnu-
telnd. Do tretice, bolo moZné, Ze hypotéza je dokazateln4, ale jej dokaz je tak dlhy
alebo komplikovany, Ze ho s pouZitim sdidasnych metéd nemoZno v redlnom &ase
zostrojit. Riefitelia problému si boli vedomi tychto moZnosti; ivahy pravdepodobnost-
ného charakteru ich- vSak viedli k presvedéeniu, Ze Ziaden z tychto nepriaznivych pri-
padov nenastane. O opravnenosti ich predpokladov sved¢i aj ich Uspe$ny odhad, Ze
pre dokaz hypotézy bude stacit pouZitie konfiguracii radov <14.

Azda za najvyznamnej$i prinos vyrieSenia problému Styroch farieb pre matematiku
moZno povaZovat fakt, ze poskytlo jej veImi presved&ujiici priklad tvrdenia, ktorého
dokaz je mimoriadne naroény z hladiska vypoétovej zloZitosti a sotva by mohol byt
realizovany bez pouZitia poéitadov (vyreény je aj fakt, Ze podrobnosti ddékazu autori
museli vioZif do dodatku vo forme mikrofilmu). Zd4 sa, Ze si pracovnici v matematickom
vyskume dnes uZ za&inaji uvedomovat, Ze prichadza &as, ked sa poé&itad stava vyznam-
nym pomocnikom matematika i v procese dokazovania matematickych teorém.
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