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vyucovani

CO JE GEOMETRIE

Michael F. Atiyah

Sir Michael F. Atiyah je profesorem
na Matematickém ustavu Oxfordské uni-
versity. Je jednim z prednich svétovych
matematiki poslednich let. Zejména jeho
prdce o indexu operdtori na varietdch
(Atiyahova-Singerova véta), o K-teorii
a teorii komplexnich variet obsahovaly
zdsadni vysledky v dané problematice.
V poslednich letech dosdhl vynikajicich
vysledkii i v matematické fyzice, zejména
v oblasti samodudlnich FeSeni Yangovych-
Millsovych rovnic. Je také velice aktivni
jako organizdtor. V loriském roce byl za
své zdsluhy povysen do §lechtického stavu.
V obdobi 1981—1982 byl prezidentem
Britské matematické asociace.

1. Historie

Mezi vSemi zménami, ke kterym doslo
v matematice na stfednich Skoldch a uni-
verzitdch, je nejvice zardZejici pokles
Ustfedni role geometrie. Eukleidovskd
geometrie spolu s piibuznou projektivni
geometrii byla svrZzena z triinu a v nékte-
rych pfipadech téméf zapuzena ze scény.
I kdyZ reforma ve vyuce byla jisté€ potieb-
nd, je zde nebezpedi opa¢ného extrému,
Ze geometrii v jejich riznych formdch
bude vénovdna nedostate€nd pozornost.
Mnoho téZkosti je soustfedéno okolo
tézko zachytitelné povahy predmétu. Vzni-
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kd otdzka ,,Co je geometrie?‘ Chtél bych
zde zkoumat tuto otdzku v celé obecnosti,
v nadé&ji, Ze se mi podafi objasnit a pod-
pofit divody jak pro vyudovdni geome-
trie, tak pro rozhodnuti, kterd ldtka z geo-
metrie je nejvhodné&j§i na riznych urov-
nich vzdéldvdni.

Zacnu s historickym pohledem na vyvoj
matematiky. Myslim, Ze neni ndhoda, Ze
geometrie byla u Rekd prvnim odvétvim
matematiky, které dosdhlo zralosti. Zd-
kladni pfi¢ina byla v tom, Ze geometrie je
nejméné abstraktni forma matematiky:
tim minim, Ze md pfimé pouzZiti v kazdo-
dennim Zivot€ a lze ji porozumét s mensim
intelektudlnim usilim. Na rozdil od geo-
metrie je algebra vytaZek abstrakce zahr-
nujici slovnik symbolismi, ktery miiZe
byt zvlddnut pouze s velkym usilim. Do-
konce i aritmetika, zaloZend na procesu
pocitdni, zdvisi na svém vlastnim slovniku
jako je naptiklad desitkovd soustava,
a déle se vyvijela.

OvSem na pokrocilé urovni jiZ zahrnuje
geometrie abstrakci. Jiz Rekové poznali,
Ze body a pfimky, které potkdvame v redl-
ném svété, jsou pouze aproximacemi ja-
kychsi ,,idedlnich objekti* v ,,idedlnim
svété‘, kde body nemaji rozmér a pfimky
jsou dokonale rovné. Tyto filozofické uva-
hy vSak uZivatele geometrie, at jsou jimi
Skolni déti nebo inZenyfi, neznepokojuji
a geometrie na této drovni pfedstavuje
praktické studium fyzikdlnich tvari.

Po mnoho stoleti hrdla eukleidovskd
geometrie dominantni roli na matema-
tické scén€, avsak teprve objeveni se
algebry, jeji uZiti v geometrii Descartem
a pozdé&jsi rozvoj infinitezimdlniho podtu
zménily charakter celé matematiky. Stala
se mnohem vice symbolickou a abstraktni.
Nevyhnutelné se na geometrii zacalo po-
hliZzet jako na disciplinu primitivni a za-
staralou.
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Zatimco konkurenéni odvétvi matema-
tiky se ddle rozvijela, zdklady geometrie
a vztah geometrie k fyzikdlnimu svétu byly
podrobeny dikladnému zkoumdni. Znd-
my Eukleidiiv postuldit o rovnobéZnosti,
ktery pfedpoklddal existenci jediné pfimky
rovnobéZné s danou piimkou a prochdze-
jici danym bodem, se v prib&hu 18. stoleti
ukdzal byt nezdvislym na ostatnich axid-
mech. Byly nalezeny neeukleidovské geo-
metrie, v nichZ tento axiom neplatil. Doslo
tak k osvobozeni geometrie od fyziky,
coZ je hlubokd a soucasné znepokojivd
skute€nost. Zatimco existuje jediny fyzi-
kélni vesmir, existuje mnoho riznych geo-
metrii a neni jasné, kterd z nich se nejvice
naSemu vesmiru podobd. Té€chto rozpori
mezi geometry se doCasné pokusila vyuZit
algebra. Felix Klein ve svém zndmém
Erlangenském programu se pokusil defi-
novat geometrii jako studium téch vlast-
nosti prostoru, které jsou invariantni
vzhledem k dané grupé symetrii: rizné
geometrie takto odpovidaji riznym gru-
pim symetrii. I kdyZ toto hledisko bylo
velmi uZite¢né v souvislosti s neeukleidov-
skymi geometriemi, bylo jiZ o néco dfive
pfekondno hlubokymi idejemi Bernharda
Riemanna. Riemannovy prostory nemu-
sely byt homogenni, jejich k¥ivost se mohla
ménit bod od bodu a nemusely mit Zddné
symetrie. Riemann totiZ nevySel z teorie
grup, ale postavil své pojeti geometrie
na diferencidlnim poétu. Sprévnost tohoto
pojeti byla jednoznaéné potvrzena Ein-
steinovou teorii relativity.

Vysledek této introspekce ukdzal, Ze geo-
metrie neni jen zkoumdnim fyzikdlniho
prostoru. Specidlné neni ziZena jen na tfi
nebo ¢tyfi dimenze. Jaké je ale uZiti téchto
jinych geometrii? Nejsou to jen abstraktni
hry hrané matematiky? Chci se pokusit
odpovédét na tyto otdzky tim, Ze ukdZi, Ze
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abstraktni prostory a geometrie se pfiro-
zen€ vyskytuji v rtznych modifikacich.
Nekteré z mych pfikladd jsou dobfe znd-
mé, jiné nejsou tak obvyklé.

2. Priklady prostord,
které nejsou fyzikdlri

Grafy zobrazeni: Grafy jsou v matema-
tice velmi zndmé a velmi uZivané na vsech
urovnich. Pravdépodobné nejjednodussi
je graf zndzorfiujici zdvislost vzddlenosti
pohybujiciho se objektu na case. OvSem
(x, 1) — rovina je &4st Einsteinova &tyi-
rozmérného prostorofasu, v naSem grafu
je Casovda proménnd nahrazena druhou
prostorovou proménnou. V jinych pfikla-
dech, napf. té€ch, které se uZivaji v ekono-
mice, proménné nemaji vétsinou Zddny
vztah k Casoprostoru. Rovina, v niZ graf
kreslime, je sice abstraktni rovina, avsak
praktickd vyhoda tohoto obrazového
ztvarnéni je nepochybné velikd. Tato
vyhoda se opird o schopnost naSeho
mozku identifikovat dvourozmérny obraz
doslova na prvni pohled.

Komplexni rovina: Daldi dobfe zndmy
piiklad abstraktni roviny je zndzornéni
komplexnich ¢isel x + iy body roviny.
Jestlize x napfiklad pfedstavuje vzddle-
nost podél né&jaké pfimky a algebraicky
problém zahrnujici tuto vzddlenost mad
komplexni feSeni x + iy, pak y nepfed-
stavuje Zddny redlny smér. Kdo ovlddne
komplexni €isla, zaéne jimi mdlem pohrdat
a po delsim objastiovdni se mu komplexni
rovina stane takika hmatatelnou. Avsak
jak Fekl veliky Gauss: skutednd metafyzika
symbolu ,/—1 je nepostiZitelnd. Ti, ktefi
objastiuji komplexni &isla studentim po-
prvé, budou jist€ souhlasit.

Riemannovy plochy: Zatimco prvni dva
ptiklady jsou zndmé a jednoduché, kom-
binujeme-li je dohromady, role geometrie
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napf. graf (dvouhodnotové) funkce y* =
f(x), kde f je polynom. Jsou-li x, y redlnd
¢isla, miZeme graf nakreslit v obycejné
redlné roving, jsou-li x, y komplexni, graf
je redlnou plochou ve ¢&tyfrozmérném
redlném prostoru. Nazyvd se Riemanno-
vou plochou funkce a jeji geometrické
(nebo topologické) vlastnosti maji zdsadni
dileZitost pfi vlastnim zkoumdni funkce.
Tento pfiklad ukazuje na dileZitost ,,ab-
straktnich* geometrickych idei pfi studiu
polynomii nebo analytickych funkci vice
proménnych. A vskutku komplexni alge-
braickd (a analytickai) geometrie se nyni
stala kvetouci oblasti matematiky.

Dynamika: V Newtonové mechanice je
pohyb &dstice v daném silovém poli po-
psan jeji polohou a rychlosti v libovolng
zvoleném okamZiku. Pro popis dalsiho
pohybu se obvykle zavddi fdzovy prostor
dvojic (x, v), kde obé slozky jsou trojsloZ-
kové vektory a reprezentuji polohu a rych-
lost. Pohyb je vyjddien k¥ivkou (x(z), v(t))
v tomto Sestirozmérném prostoru. Pro
ndzornost: jestliZe pohyb se dé&e po
pfimce misto v trojrozmérném prostoru,
fdzovy prostor je dvourozmérny a jedno-
duchy harmonicky pohyb odpovidd v tom-
to fdzovém prostoru kruZnici. Tyto fazové
obrdzky jsou pak zvld3t uZitené v obec-
nych dynamickych problémech.

Tuhd télesa: Pfedpoklddejme, Ze misto
édstice mdme tuhé té€leso. Dfive neZ bude-
me zkoumat jeho pohyb, podivejme se na
staticky problém popisu jeho polohy.
soustavy soufadnic, zbyvd pouze rotace
okolo po&dtku. Tyto rotace maji tfi stupné
volnosti, ale tyto stupné volnosti neodpo-
vidaji trojici kartézskych soufadnic (x, y,
z). Prostor rotaci je ve skute¥nosti ne-
eukleidovsky (elipticky) trojrozmérny pro-

stor, faktorprostor trojrozmérné sféry po-
dle antipoddlniho zobrazeni. (Nejelegant-
né&jsi popis tohoto faktu je pomoci kvater-
niont. Kvaterniony g s jednotkovou nor-
mou tvoii trojrozmérnou sféru a operuji
na trojrozmérném prostoru imagindrnich
kvaternioni x prostfednictvim zobrazeni
x — gxq~'. Takto jsou popsdny vSechny
rotace v trojrozmérném prostoru, ale +g
popisuji stejnou rotaci a jsou to antipo-
délni dvojice na trojrozmérné sféfe). Misto
eukleidovské geometrie se zde objevuje
geometrie neeukleidovskd.

Primkovd geometrie: Jestlize tuhé téleso
je nahrazeno tenkou tyci, kterd je ideali-
zovana jako pfimka nekoneéné délky,
nemiZeme jeji polohu popsat stejnym
zpisobem, protoZe jeji t€Zist€ neni uréeno.
Avsak tuto polohu lze popsat dvéma body
X=(X,X,X;) a Y=(Y,,Y,, 7T,
a uvaZovat Sestislozkovy vektor (X — Y,
X A Y). [Symbol X A Y zde oznaluje.
vektorovy souéin vektordi X, Y, pozn.
pfekl.] Vezmeme-li jinou dvojici bodd
na stejné pfimce, pfislusny $estisloZkovy
vektor se vyndsobi skaldrem. Jeho kom-
ponenty spliiuji ddle kvadratickou relaci

(X-Y).(XAY)=0

To znamend, Ze pfimky v trojrozmérném
prostoru mohou byt parametrizovdny
body na kvadrice v projektivnim pétiroz-
mérném prostoru. Je to dobfe zndmd
Kleinova reprezentace. KdyZ jsem se s ni
poprvé sezndmil jako mlady student,
povaZoval jsem ji za jednu z nejkrdsnéj-
Sich myslenek v matematice. Pro ilustraci
jejich vlastnosti pfipomenu, Ze na jedno-
dilném hyperboloidu v trojrozmérném
prostoru mame dva systémy vytvafejicich
piimek. Podobné Kleinova kvadrika v péti-
rozmérném prostoru obsahuje dva systé-
my vytvédfejicich rovin. Roviny jednoho
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systému odpovidaji vSem pfimkdm v troj-
rozmérném prostoru prochdzejicim jednim
bodem, roviny druhého systému para-
metrizuji vSechny pfimky v trojrozmér-
ném prostoru leZici v jedné roviné. Z to-
hoto popisu lze ihned odvodit incidenéni
vlastnosti vytvdfejicich rovin. Dvé roviny
stejného systému se protinaji v bodé (pro-
toZe dva body v trojrozmérném prostoru
lei na jedné pfimce), zatimco roviny
opacnych systémi se obecné neprotinaji
(protoZe obecn& neexistuje Zddnd pfimka
prochdzejici danym bodem a leZici v dané
roving). Vyzna¢né roviny opacnych systé-
mu se ale mohou protinat. JestliZe se pro-
tinaji, pak se protinaji v pfimce (jestlize P
lezi v =, existuje cely svazek pfimek pro-
chdzejicich P a lezicich v n). Je zajimavé,
Ze Kleinova reprezentace v poslednich
letech sehrdla vyznamnou roli v pracich
Rogera Penrose v teoretické fyzice. Struc-
né¢ fefeno Penrose uvaZoval Kleinovu
kvadriku jako prostorogas (po komplexi-
fikaci) a ptvodni trojrozmérny prostor
(také komplexifikovany) je pak zdkladnim
pomocnym prostorem (tzv. twistorovym
prostorem), ktery se jevi v n&kterych smg-
rech jednodu3§im neZ prostorodas (napf.
md méné dimenzi).

Prostory funkci: JestliZe nyni vezmeme
misto pevné tyCe kus struny, pak jeji po-
loha v trojrozmérném prostoru potfebuje
ke svému urceni nekonecné mnoho para-
metrii. Tuto polohu miiZeme popsat tfemi
funkcemi x(¢), y(?), z(t), kde ¢ je parametr
na struné (napf. vzddlenost od jednoho
jejiho konce). Prostor viech poloh struny
je pak prostor nekonecné dimenze. Tyto
prostory funkci se objevuji Casto ve va-
riaénim poé¢tu (kdyZ se snaZime minimali-
zovat n&jakou veli¢inu zdvisejici na funkci).
I zde jsou velmi uZite¢né geometrické
ideje, zejména v souvislosti s ,,vétami
o0 pevném bodé*.
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3. Zavéry

Pfedchozi priklady meji ilustrovat sku-
teCnost, Ze prostory, €asto vicedimenzio-
ndlni, vznikaji pfirozené pii popisu redl-
nych situaci. Abych ukdzal tuto skutec-
nost, vybral jsem pfiklady z trojrozmérné
mechaniky. OvSem vzd€lany matematik
muzZe stejné dobfe zacit s redlnymi pro-
ménnymi X, ..., X, a vzit je jako soufad-
nice bodu v n-dimenziondlnim prostoru.
Pro skeptiky, ktefi maji vdZné pochyby
o vyznamu vicedimenziondlni geometrie, se
ale tento abstraktni zacdtek nemusi jevit
dostateCné presvedcivy.

Pokrodili jsme vpfed k odpovédi na pi-
vodni otdzku ,,Co je geometrie?** JestliZe
geometrie neni jen studium fyzikdlniho
prostoru, ale studium libovolného ab-
straktniho prostoru, nedospéli jsme vlastné
k tomu, Ze geometrie je totoZnd s celou
matematikou? JestliZe povaZuji n-tici redl-
nych proménnych za bod v n-dimenzio-
ndlnim prostoru, co odliSuje geometrii
od analyzy nebo algebry?

Abychom k této otdzce mohli odpovéd-
né pristoupit, dohodnéme se, Ze matema-
tika je lidskd cinnost a Ze také odrdzi
zplsob lidského mysleni. Nejéastéjsi zph-
sob, jak vyjddfim, Ze jsem porozumél vy-
kladu je to, Ze feknu ,,Chdpu‘‘. Je to
vysledek velkého poctu jevii v mentdlnich
procesech, tj. zpusobi, kterymi mozek
miiZe analyzovat a utfidit to, co o¢i vidi.
Zrak se ov§em miiZe ¢asto mylit a mohou
vzniknout rizné piedstavy, které mohou,
pokud nejsme dosti ostraZiti, ovlivnit vy-
sledek. Schopnost mozku identifikovat
dvou a tfidimenziondlni obrazce je vsak
pozoruhodnd. Vidéni ovSem neni totoZné
s mySlenim. Kontrolujeme-li argumenty
krok za krokem, fadime myslenky v pfi-
rozené ndslednosti. Toto logické neboli
ndsledné mysleni je spojeno vice s ¢asem



neZz s prostorem a muZe byt provddéno
doslova v temnoté. Je to postup, ktery
muZe byt pfepsdn do symbolid a pfipadné
vloZen do pocitace.

Zhruba feceno: chci naznacit, Ze geo-
metrie je ta ¢dst matematiky, v niZ zrakové
(vizudlni) uvaZovdni je dominantni, napro-
ti tomu algebra je ta ¢dst matematiky,
ve které je dominantni ndsledné uvaZo-
vdni. Tato dichotomie je snad lépe vy-
jddfena slovy ,,nahled‘ versus ,,pfesnost*‘.
Oboji zpisob hraje dileZitou roli pfi fe-
Seni redlnych matematickych problémi.

Pro vzdéldvdni plynou z toho ziejmé
dtsledky. Mé&li bychom vénovat pozor-
nost rozvijeni a kultivaci obou zpisobi
uvaZovdni. Je chyba potlaCovat kterykoli
z nich a druhy preferovat. Zdd se mi, Ze
v poslednich letech byla geometrie dosti
postiZzena. Pfesnd vyvdZenost obou sloZek
je ovSem ndmét pro dalsi diskusi. Zdvisi
mnoho na urovni a schopnostech studen-
th.

Hlavni, co jsem se zde snaZil vyjddfit je,
Ze geometrie neni ani tak odvétvim mate-
matiky, jako spiSe zplsobem mysleni
pronikajicim vS§emi odvétvimi matema-
tiky.

PreloZil Jarolim Bures

PREDPOVEDI ZMEN
V OSNOVACH MATEMATIKY
BEHEM 80. LET

Jaroslav Sedivy

Po tfech letech od skonceni ICME IV —
Mezindrodniho kongresu o vyucovdni
matematice, Berkeley, 1980 — vysla kni-

ha*), kterd shrnuje pfednesené referdty
a sdéleni. MiZeme tedy studovat stovky
stran autentickych materidld a upfesnit
struéné informace podané v minulych
ro¢nicich Pokroki (rod. 1981, &. 4, rog.
1982, &. 3). Zam&fme se na nejaktudlngjsi
problematiku, na progndzy zmén v obsahu
§kolské matematiky v blizké budoucnosti.
Nutno piedeslat, Ze jde o hodnoceni
a predpovédi, které vyslovili matematici,
didaktici a $kol$ti pracovnici z nesocia-
listickych zemi; i tak mohou byt jejich
ndzory uZiteCnou informaci. Vychodiskem
uvah o budoucnosti je nedalekd minulost
a soucasny stav.

TFi hodnoceni minulosti

H. B. Griffiths z Velké Britdnie v této
souvislosti upozornil na uskali, jakd vy-
tvdfi zndmkovdni ,,uspé€§né — nelspésné‘
[success — failure], jimZ se v USA pte-
kotné hodnoti vyuovdni matematice nebo
jednotlivym tématim. Podle jeho ndzoru
se dd vice véfit zndmce zdporné, kterd vy-
jadfuje nedostatek nyni zjiSténych @ ne-
pochybné i ddle trvajicich neznalosti Zaka,
zatimco kladné hodnoceni se mnohdy
vztahuje k znalostem zjiSténym nyni, ale
nezahrnuje konecny vysledek celého vzdé-
ldvaciho procesu. (To je, myslim, velmi
poucné stanovisko, které nabddd k opatr-
nosti v hodnoceni disledkid zmén ve vy-
udovdni; pfitom nejde o negativismus.)
Z4dné hodnoceni osnov nemuZe byt pri-
kazné (validni), pokud nevime, Ze je ne-
zdvislé na systému zkouSeni, upozoriiuje
ddle prof. Griffiths a naznacuje nedivéru

*) Proceedings of the Fourth International
Congress on Mathematical Education, ed.: M. J.
ZWENG, Birkhduser Boston 1983, 725 stran,
ISBN 3 — 7643 — 3082 — 1.
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