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VYUCOVANI MATEMATICE A FYZICE

POUZITI ANALOGOVEHO POCITACE PRI VYUCOVANI
MATEMATICE A FYZICE

KAREL BENES, Olomouc

Analogovy potitaé slouZi hlavné k feSeni probléml popsanych diferencidlnimi
rovnicemi, avSak miZe ho byt pouZito jako moderniho vyulovaciho prostfedku.
Siroké pole pro uplatn&ni potitade jako vyu€ovaciho prostfedku je hlavng ve vyudo-
vani stfedoSkolské a vysokoSkolské matematiky a fyziky. Vystupuje zde do popiedi
vysokd ndzornost, zvldst€ pfi pozorovdni feSeni na obrazovce osciloskopu, ktery je
pro tyto Gidely upraven (velky pram&r obrazovky, dlouho doznivajici fosfor obra-
zovky). Hodnota parametrii (koeficient) v rovnici se dd velmi lehce ménit pfislusny-
mi potenciometry, takZe muZeme velmi ndzorné sledovat vliv zmény nékterého
koeficientu na priibéh feseni.

Pfi vyuovdni se analogovy pocita¢ uplatni zvldsté v partiich o goniometrickych
funkcich a mnohoclenech, kde priibéh uréité goniometrické funkce nebo mnoho-
&lenu ziskdme feSenim urdité diferencidlni rovnice s vhodnymi po&dte&nimi podmin-
kami. Napf. funkce y = sin ¢t je FeSenim diferencidlni rovnice y” + y = 0 s po&dteg-
nimi podminkami ygy = 0, y(,, = 1, funkce y = ax? + bx + c je feSenim diferen-
cidlni rovnice y” = 2a s poldte¢nimi podminkami y) = ¢, y(o) = b. Je-li pocita&
jest€ vybaven né€kterym typem pfepinade, miZeme na obrazovce osciloskopu pozo-
rovat sou€asn& dva pribéhy, napf. priib&h funkce a nékteré jeji derivace.

Pfi demonstraci Taylorova nebo Fourierova rozvoje na analogovém poéitadi si
vytvofime né€kolik prvych ¢lenil rozvoje a na obrazovce pozorujeme, jak se se zvySo-
vénim poctu ¢lenti rozvoje blizime pritbéhu funkce, kterou aproximujeme Taylorovou
nebo Fourierovou fadou. Sprdvny priib&h funkce si vytvofime napf. feSenim vhodné
diferencidlni rovnice.

PFi vyuCovdni fyzice se po€ita¢ uplatni zvld§té v partiich o pfechodovych jevech
v elektrickych obvodech, velmi ndzorng se d4 demonstrovat Sikmy vrh (i s odporem
prostfedi), kdy na obrazovce pfimo vidime drdhu t&lesa (tzv. balistickou kfivku),
pohyb hmotného bodu zavéseného na pruZin€ apod.

Analogovy potitad (ddle AP) md sviij vyznam i pfi vyuovdni chemii, pon&vadz
Casovy prib&h chemickych reakci je téZ popsdn diferencidlnimi rovnicemi.
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POUZITI ANALOGOVEHO POCITACE PRI VYUCOVANI MATEMATICE

1. VySettfovdni pribéhu funkce a derivaci funkce pomoci AP.

Méjme polynom 3. stupné
(1) y = 0,025x> — 0,3x? + x — 0,60

a vySetfujme pribéh tohoto polynomu a jeho derivaci az do 3. fddu. Pribéh funk&nich
hodnot polynomu vymodelujeme feSenim diferencidlni rovnice s vhodnymi pocdted-
nimi podminkami. Postupnym derivovdnim polynomu dojdeme aZ ke tfeti derivaci,
kterd je jiz konstantou:

y = 0,075x% — 0,6x + 1,
y" =0,15x — 0,6,

Obr. 2.

Polynom (1) je potom FeSenim diferencidlni rovnice

(2 y” = 0,15 s poddteénimi podminkami
y(o) = _0,60
Yoy=1 a yi = —06.
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Programové schéma pro feSeni rovnice (2) je na obr. 1. Z vystupu integritoru 1
odebirdme pritbéh —y”, z vystupu integrdtoru 2 pribéh y’, z vystupu integrdtoru 3,
resp. invertoru 4, odebirdme priibéh — y, resp. y. Vhodnd &asovd zdkladna je vytvi-
fena na integrdtoru 6.

Z oscilogramu na obr. 2 jsou patrny zndmé vztahy mezi prib&hem funkce a prii-
béhem jednotlivych derivaci funkce.

2. Demonstrace Taylorova rozvoje

Pti Taylorové rozvoji nahrazujeme funkci f,, funkci g,,, kterd je jednodussi nez
funkce f(,y a miZe funkci f(,) v ur€itém intervalu <0; h) s jistou chybou nahradit.
Aby funkce g, byla pokud moZno jednoduchd, volime ji raciondlni celistvou

(3) g(x) = Qo + a;x + a2x2 + ... + a,,x".

Funkce g,y md s danou funkci f,, pro ur€itou hodnotu nezdvisle prom&nné (napf.
pro x = 0) spole¢nou funkéni hodnotu a hodnoty viech derivaci az do n-té derivace,
takze

" (n)

ao =f(0)’ a =f('0), a, = / (0) y ey Ay = 200
2! n!
Funkce g, je potom ddna vyrazem
- x4+ L@ 2 J&) o
(4) 9 = o) +f(o)x + Y x4+ ...+ ' x".
! n!

foo . @ I: X=0,7x

-1—5) ,5x I:DDEZS-X‘ &x >__’m

Obr. 3.

L=

Priibéh chyby této aproximace funkce f,, funkci g, v intervalu <0; x) je ddn zbyt-
kem Taylorova vzorce

xn+1

Z,, = (n+1)
T n# 1)!f

8x)
kde 3€<(0;1). Zpravidla nds zajimd maximdlni chyba aproximace v intervalu
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aproximace {0; h). Potom do vyrazu pro Z,, ; dosadime h za x a maximdlni hodnotu
funkce f{5n") v intervalu €0; h).

Pfi demonstraci Taylorova rozvoje na AP si vymodelujeme jednak funkci g,
se¢tenim nékolika prvych ¢lentt Taylorovy fady, jednak si feSenim vhodné diferen-
cidlni rovnice vymodelujeme funkci f,,. Na obrazovce osciloskopu potom miiZzeme
pozorovat prabéh funkcif,, a g .. narstdni chyby s nartistdnim intervalu (nezdvisle
prom&nné x), ve kterém funkei £, funkei g.,, aproximujeme a déle zlepSeni aproxi-
mace zvySenim poctu ¢lent funkce g,).

Na obr. 3 je programové schéma zapojeni pro demonstraci rozvoje funkce f,) =
= 0,5 exp (—x). Funkce f(,, = 0,5 exp (—x) byla aproximovéna postupn& funkcemi

X2
o0 =05(1= x4 3)

Funkce f, = 0,5exp(—x) byla vymodelovdna FfeSenim diferencidlni rovnice
1. radu

’

y' 4+ y=0 spoc podm. y, = 0,5.

Obr. 4. Obr. 5.

Prabéh Casové zakladny X osciloskopu byl volen X = 0,7x a byl vymodelovdn inte-
graci konstanty —0,7. Aby se sledované kiivky pocaly vytvdret kvali vyuziti celé
plochy obrazovky od jejiho levého okraje, byla na integrdtor zavedena pocatecni
podminka — 1.

Chyba této aproximace je ur€ena vyrazem

n+1
O,SX 'exp(—lg.\')(—l),l+1’

Zn =
i (n+1)
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maximdlni chyba je tedy rovna

0 5xn+1
Z - 2 —_1\n+1 .
n+1 max (n + 1)' ( 1)
V prvém pftipad€ je n = 2, ve druhém je n = 3. Na obr. 5 je oscilogram funkce
Sx) @ g1(x)» D@ obr. 4 je oscilogram funkce £,y a g,
Na obr. 6 je schéma zapojeni pro demonstraci Taylorova rozvoje funkce fo =
= cos x, kterd je postupné aproximovdna funkcemi

2

gl(x)= 1 - )26_'
a
. x2 x4
gZ(x)=1_Z+Z!"

Funkce f,, = cos x je vymodelovdna feSenim diferencidlni rovnice 2. fddu

"+ y =0 s pocitetni podminkou yoy =1,
Yoy=0.

@

ﬁ[iw ﬁywou :-)’ e @ I> X=0,5x

X3 x*

’ Obr. 6.

Chyba této aproximace je uréena vyrazem

n+1
Z = ———cosdx ;
T (1)
maximdlni chyba je potom rovna
xn+1
Zn+1 max — 7 .i.®
(n + 1)

kde v prvém pfipad€ je n = 3, ve druhém je n = 5. (Funkce g, je ddna vlastn¥
tfemi &leny, z nichZ posledni je nulovy; funkce g2(x) je podobn& ddna péti &leny.)
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Na obr. 7 je oscilogram funkce fy a g, na obr. 8 je oscilogram funkce f,
4 ga(x)-
Podobnym zplsobem lze predvést napf. pfibliZnou rovnost vyrazl
3 5

. b X
sinx =x — — + S
3! 5!

tg x = V+£+%iapod
=) : s .

Obr. 7. Obr. 8.

3. Demonstrace Fourierova rozvoje

Periodickou funkci, kterda dédle spliiuje Dirichletovy podminky (funkce je pe-
riodickd, jednoznaéna a konecnd, v kazdém intervalu periodicity md konecny
pocet maxim a minim, v kazdém intervalu periodicity md konecny pocet konec-
nych nespojitosti), 1ze vyjddfit v celém intervalu periodicity T (aZ na body, v nichZ
neni spojitd) Fourierovou fadou, to je nekone¢nou konvergentni fadou harmonic-
kych kmitd, jejichZ thlové frekvence jsou celoCiselnymi ndsobky jisté zdkladni
frekvence, tedy

(5) fo = % + Y (a,cosnx + b,sin nx).
n=1

Koeficienty a,, a, a b, jsou dany vyrazy

2 T
6 a, = — o dx,
© o= %[ o

2 (T 2n
7 a, = — | fiycosn—xdx,
g 7| Jeosn

2 (T 2n
8 b, = — osinn —xdx.
®) o] S
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Tento Fourierv rozvoj se dd téZ ndzorn& pfedvést pomoci AP, jak si ukdZeme na
né€kolika prikladech.
a) Fourierv rozvoj periodické funkce s periodou T = 2n
fey=05 pro 0<x<n
—-0,5 pro 7 <x <2m.

Fourierovy koeficienty a,, a, a b, uréime podle vzorci (6), (7) a (8), takZe

2 T 2 14 2n
Go==| fwdx==[| 05dx +| —05dx)=.0,
T 0 T 0 n o

2 T 2m 2 n 2n ‘ .
a, = = | fencosn—xdx =— 0,5cosnxdx +| —0,Scosnxdx) =0,
T)o T T :

0 n

T T 27
b, = 2 feysinn 2n x dx = 2 0,5 sin nx dx + —0,5sin nx dx | =
TJo T T

0 n

2.
= — prolichd n,
Tn 7n

0 prosudd n.
Fouriertv rozvoj uvazované funkce tedy je

) .f(x)=gsinx+£sin3x+isin5x+...+£sinnx.
n 3n Sn nn

V nasem pfipad€ funkci f|,, nahradime sou¢tem prvych tfi ¢leni pravé strany rovnice
(9), tedy
Sy = 0,637 sin x + 0,212 sin 3x + 0,127 sin 5x .

Obr. 9. '

Funkce A sin nx vymodelujeme feSenim diferencidlnich rovric y” + n?y = 0,
avSak pouZijeme odli¥ného, vhodné&jsiho zapojeni pro feSeni této rovnice pouZitim
integratorii s koeficientem integrace n. Vyhodou tohoto zapojeni je, Ze pocdtecni

podminky nezdvisi na n. Rovnici y” + n’y = 0 feSime ve tvaru y"[(n?) = —y.
Integrdtory obraceji znaménko, sniZuji fdd derivace a ndsobi koeficientem n, takZe
na vystupu 1. integrdtoru dostdvdme —y’/(n) = —A cos nx, na vystupu 2. inte-

gratoru dostdvdme y = A sin nx. (Viz obr. 9.)
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Spravny prabeh funkce f,, vymodelujeme pomoci jednotky —k . sign,, (potitaci
zesiloval se symetrickym omezovalem ve zpétné vazbg), na jejiz vstup privddime
napéti z poc€itaci jednotky 8, jak je naznaceno na obr. 10. Programové schéma zapo-
jeni pro vymodelovani prvych tfi ¢lentt pravé strany rovnice (9) a generdtoru asové
zdkladny tvofené integrdtorem 7 je téZ na obr. 10.

-0637cos x U 0637sinx e M
7 ] 8 .
SO  ——
‘0,212c053x 5 0212sin 3x {> - 0637sinx +0212sin 3x+ 0127 sin5x
[ 5 5 71 T j>1?
—_ J
-0127, o @ X=0,3x
ws_ix 0"???555’;{>, i -4
( 2 4 9 [ 7

Obri 10.

Na osc’logramech na obr. 11, 12 a 13 je prib&h funkce foy @ prvého €lenu pravé
strany rovnice (9), sou¢tu dvou a tfi ¢lend pravé strany rovnice (9). Na obr. 14 je
pribeh jednotlivych ¢lent rovrice (9). Vidime, 7 se zvySovdnim stupné tohoto tri-
gonometrického polynomu (9) se blizime funkci fio- V bodech x = kn existuji

Obr. 11. Obr. 12.

nespojitosti 1. druhu. Na oscilogramech je vidét, Ze Fourierova fada konverguje
v téchto bodech k aritmetickému priméru souctu limit zleva a zprava, v na§em pri-
padé konverguje tedy k nule.
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Obr. 13. Obr. 14.

b) Fourieriv rozvoj periodické funkce s periodou T = 2n

S = X/Z pro —n < x < = (obr. 15).

Y
1
R 5 L
L L
Obr. 15.

Zikladni interval je (—n; 7). Pro vypodet aq, a, a b, pouzijeme vzorci

1" LI
(10) aoz_j f(x)dlej X g — 0,
T —n T —r
( LT 1 (" x
(11) a, = — fiycosnxdx = - —cosnxdx =0,
TJ-n T _n2
(12) b, = lf fosin nx dx = lj X sin nx dx = (1)t ]_
T n)-2 n

Fourieriv rozvoj funkce f,, potom bude

. 1. 1 . 1 .
(13) S = sinx — ~2vsm 2x + gsm 3x — .4+ (=1 —sinnx.
n

Abychom nepfekrocili maximélni hodnotu strojové proménné, kterd mulZze byt
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v absolutni hodnoté mensi nebo rovna jedné (vystupni napéti po¢itacich jednotek
nesmi pfesdhnout ur€itou maximdlni hodnotu napéti, kterou v absolutni hodnot&
pokldddme rovnu jedné. Pfi piekroceni této hodnoty jiZ nemusi pocitaci jednotky
spravng pracovat), provedeme amplitudovou transformaci jak pro funkci fexy tak
1 pro nezdvisle proménnou x ndsledujicimi vztahy:

1 1
Fo=~f., X=-x.
(x) 3() 5

Strojové rovnice tedy budou
(14) Fiy =%"2 = 0,333 sin x — 0,167 sin 2x + 0,111 sin 3x,

kde jsme se omezili jen na tii ¢leny Fourierova rozvoje (13) a X = 0,2x pro prib&h
Casové zikladny.
Programové schéma zapojeni pro vymodelovini vztahu (14) i se zapojenim &asové

@ BN {\1’5

F XIS JT N

Obr. 17. Obr. 18.
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zdkladny je na obr. 16. Sumaéni jednotka 11 provddi soucet a zménu znaménka
vystupnich hodnot potitacich jednotek 8,9 a 10.

Na oscilogramech na obr. 17, 18 a 19 Je pribeh prvého ¢lenu, souétu prvych dvou
a tfi ¢lent rovnice (14), na oscilogramu na obr. 20 je priibéh jednotlivych &lenti rovnice

(14).

¢) Fouriertv rozvoj periodické funkce s periodou T = 2r

fo=x* pro —n<x<n (obr. 21).

Jx) T

Obr. 21.
Fourierovy koeficienty ur¢ime z vyrazii (10), (11) a (12). Dosadime-li do t&chto vyrazt

S = x% bude gy = 73, a, = 4/n* (=1)", b, = 0. Rozvoj funkce f,, md tedy tvar

» 1 1 1 1,
16 = -7 — 4| cos x — — €08 2X 4+ — €O$ 3X — ... — — (—1 "cosnx |.
(16)  fy 3 n [LOS X > 0s 2x 2 0s 3x nz( ) \]

Abychom nepiekrocili dovolené maximdlni hdonoty strojovych proménnych, uréime
strojové rovnice vztahy :

(17) Fi = hiLOf(x) = 0,328 — 0,4 cos x + 0,1 cos 2x — 0,044 cos 3x .

298



1

kde jsme se omezili pouze na Ctyfi ¢leny pravé strany rovnice (16). Abychom mohli
sledovat priib&h funkce (17) na obrazovee osciloskopu alespoit po dobu 10 sec (po
dobu delsi neZ je perioda funkce 27), zvolime métitkovy koeficient Sasové zdkladny
roven 0,2. Vystupni napéti integrdtoru 7, které tvofi ¢asovou zakladnu pro osciloskop
potom linedrné nartstd od hodnoty —1 na hodnotu +1 po dobu 10 sec.

e ﬁ b7

>

al

I {>}1coyxv,,,,w1\>_ Foo

o
%

Obr. 22.
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Programové schéma pro zapojeni této tlohy je na obr. 22. Na oscilogramech na
obr. 23, 24 a 25 vidime, jak se se zvySovdnim stupné trigonometrického polynomu
(16) blizime priib&hu funkce fx, = x2. Na obr. 26 je pribéh jednotlivych &lenti rovni-
ce (17).

4. Vyuziti AP v kinematické geometrii

Vdéénou oblasti pro vyuZiti AP jako udebni pomiicky jsou partie o kinematicky
definovanych geometrickych mistech v roving, tedy cykloidédch, jakoZ i kisoiddch,
konchoiddch a spirdldch. V t&chto pfipadech vychdzime zpravidla z parametrickych
rovnic kfivky.

Napf. pro Pascalovu zdvitnici plati (viz obr. 27)

y
OM = OP #+ l. V poldrnich soufadnicich je Pasca-
> lova zdvitnice ddna rovnici
L=
o/
A x  (18) o=acos¢o + 1.
P
M a ! Od poldrnich soufadnic pfejdeme k parametrickym
\/ rovnicim Pascalovy zdvitnice uZitim pfevodnich vzta-
hit mezi poldrni a kartézskou soustavou soufadnic
Obr. 27. (19) X =Qcos ¢,
y =gsin ¢,
takZe v naSem piipadé
(21) x=acos>p + lcos ¢,
(22) y=acos @sin @ + Isin ¢ = a/2sin2¢ + Isin ¢.

Soufadnice x a y si vymodelujeme feSenim vhodnych diferencidlnich rovnic.
Diferencidlni rovnici, jejim# feSenim je funkce z = a cos? @, ziskdme ndsledujicim
zplsobem:

(23) z=acos? ¢, '
(24) z' = —2acos ¢sin ¢ = —asin2¢,
(25) z" = 2asin? ¢ — 2a cos? ¢ = 2a — 4acos? ¢.

Z rovnic (23), (24) a (25) sestavime diferencidlni rovnici
(26) z" +4z —2a =0 spod podm. zy =a,

!
Zoy=0,
jejim¥ feSenim je funkce z = a cos? .

Pfi modelovdni soufadnice y vyuZijeme skuteénosti, Ze z' = —a sin 2¢, pomocnou
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funkci v = I'sin ¢ vymodelujeme
Cre o . _ .
CiteCni podminkou vy = 0, v/o) =

X

y

eSenim diferencidlni rovnice v" + v =0 s po-
1, takzc

’
z+ v,
’

z
-S40
2

Programové schéma pro vymodelovani soufadnic x a y je na obr. 28. Potenciometrem

2 nastavujeme soucasné napéti poca

ﬂ\:{'ia sinZ2p

teni podminky u integrdatoru 6.

cacesy
’ [\:amﬁ.‘wlcss-p

12

\Z=a cosp
AN

R J—
, /
N , /
i@i s 2a } ‘[/ "/ -55#72@
2 1 7
1 7 05
Pob ’ /L 10
| 7/
T ’ a0
. M N\ =5 sinZprlsing
<v'=-lcosy r[\y:!sin\o Nni S
/] L'//J l/4
( )8
Obr. 28.

Oscilogramy na obr. 29, 30 a 31 zachycuji pfipady, kdy | > 2a, a < | < 2a,

a > 1.V prvém pfipadé¢ a = 0,2, |

= 0,5, ve druhém pripadé a = 0,3, [ = 0,4, ve

tfetim pfipadé a = 0,5, | = 0.4. Vzdjemnou velikost a a [ m&nime potenciometry
2a8.
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Obr. 31.

POUZITI AP PRI VYUCOVANI FYZICE
1. Demonstrace Sikmého vrhu
a) Ve vakuu

Pohyb télesa popisuji rovnice

(27) mx" =0 s pocdteéni podminkou xy = 0, X(o) = vy COS %

(28) my” = —mg Yoy =0, ¥y = Uosin «

Reseni téchto rovnic ziskané postupnou integraci je
(29) X = Uyt COS o,
2

(30) y = votsino — gt

Volme v, = 25 m[sec, a = 30°, 45° a 60°.
Aby se dalo ukdzat, Ze pohyb ve sméru osy y se sklddd z pohybu rovnomérného
pfimogarého a z volného pddu (obr. 33), zapojime tlohu ndsledujicim zpiisobem

1 1 . ]__g__

- Q| ==V, COSK| ——\SIN
ﬂ% i e i gt 1
90| 0618 | 0,089 |07 |

is' 9,504 0,126

50" 0357 | 0,155

. gx v, tsino
ey

--gl(v,isino(-—;:gil) ay=y
t: EH E 12

~ Ln

2

t _a, gt

) U>?9__B>4 ;
3 3 4

Obr. 32.
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podle obr. 32. Soultem téchto sloZek na jednotce 11 dostaneme vysledny pohyb ve
sméru osy y. Vypojenim né€kterého vstupu jednotky 11 miiZeme sledovat jednu nebo
druhou slozku pohybu télesa. Abychom mohli kvali vyuZiti celé plochy obrazovky
sledovat drdhu télesa od levé poloviny obrazovky, zavedeme na integrdtor 1, na
kterém je vytvdfen prib&h pohybu ve sméru osy x, pocdteéni podminku —1. Aby-
chom ddle nepiekrocili maximdini povolenou hodnotu napéti na vystupech jednotli-
vych pocitacich jednotek (tzv. strojovou jednotku), zvolime méfitkové kocficienty

a, = a, = 4 _ 1
7 10 35
Strojové rovnice potom budou
X =ax,
Y=a,y.

Na oscilogramech na obr. 34 je drdha télesa vrZzeného pod thlem a = 30°, 45° a 60°.
Vidime, Ze vzddlenosti pro o = 30° a o = 60° jsou stejné.

Obr. 33. Obr. 34.
b) V prostiedi kladoucim pohybu odpor imérny rychlosti télesa
Pohyb télesa popisuji rovnice
(31) mx” = —bx',
(32) my” = —by — mg.

Po&dteéni podminky necht jsou stejné jako v piedeslém piipadé, tzn. x4 = 0,
X(g) = Vo €08 &, Yoy = 0, y(oy = vo sin a.

Regenim rovnice (31) je potom funkce

m m b
33 X =10v,—COsSa — vy —eXpl — —.1}),
(3) o2 o ( )

m
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feSenim rovnice (32) je funkce

34 _oom m? b . m? b m
(34) y—LO~b—51na+g~~A~2--— vo~—sma+gF exp( — —.t)—g—t.

b m m

Pro t > 1 jc y linedrni funkci ¢asu (Vziha télesa se rovnd brzdici sile zptisobené od-
porem prostiedi) a rychlost ve sméru osy y je konstantni, coZ je patrno z pribéhu
derivace y na oscilogramu na obr. 36. -

Cavcose ®

—l_x

(—‘

Ao inod L

0613 | 057 | 0280
45°|0504 | 0504
500257 | 0618
( GVSI"Q”
9 Ve

- 0— ﬂ ’]

Obr. 35

Pro ndzornost a srovndni s predchozim pfipadem volme méfitkové koeficienty
a, = a, = 1/35. Programové schéma zapojeni je na obr. 35. Oscilogram na obr. 36
zachycuje piipad, kdy o = 45°, b/m = 0,4, oscilogram na obr. 37 zachycuje pfipad,
kdy o = 45° a b/m = 0,2. Mimo pribéh y je na obr. 36 zachycena i derivace y
(rychlost ve sméru osy y), kterd se se vzristem ¢ blizi konstantni hodnoté.

Obr. 36. Obr. 37.
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2. Demonstrace pohybu hmotného bodu zavé§eného na pruZiné

Sila, kterd plisobi na hmotny bod, je pfimo umé&rnd vychyleni z rovnovdZné polohy
a mi¥i proti sm&ru vychyleni; sila, kterd brzdi pohyb, je tmé&rnd rychlosti (obr. 38).
Pohyb hmotného bodu popisuje rovnice

(35) my” = —ky — b}’ s poCdtetni podminkou y) = 1
y’(o) = 0 .

Regeni této rovnice je ddno charakterem kofend 1, , charakteristické

rovnice, kde
2
—Ei«/[(k) _45]
m m m T'y
11 2 = . m 1

’ 2 &-y

Podle charakteru kofenl charakteristické rovnice, ktery je urCen dis- 0br. 38.
kriminantem D charakteristické rovnice, jsou mozny tfi druhy FeSeni
rovnice (35), a tedy i tfi druhy pohybu hmotného bodu.

1. D > 0, kofeny jsou redlné a riizné, A, + A,. Redenim rovnice (35) je funkce
(36) y = Cyexp (A1) + Cyexp (4,1),

PonévadZ v naSem piipadé€ je m > 0, b > 0, jsou oba kofeny 4, , < 0. Hmotny bod
kond aperiodicky (pfetlumeny) pohyb.

2. D = 0, charakteristickd rovnice md dvojndsobny kofen 4; = 1, = A. Refenim
rovnice (35) je funkce
(37) y = (Cy + tC,) exp (A1),

Hmotny bod kond pohyb, ktery je na mezi aperiodicity (ptipad kritického tlumeni).

3. D <0, kofeny charakteristické rovnice jsou komplexn& sdruXené. Resenim
rovnice (35) je funkce

(38) y = e*(C; cos ot + C, sin wt),

kde @ = Re(4), @ = Im(2).
Pro dfive uvedené hodnoty po&dtednich podminek md rovnice (35) fe3eni:

(39) 1. y=— A—Zelu + Lelzt’
2-1 - Az A’l - j.z

(40) 2. y=(1-1ta)e,

(41) 3. y=e*coswt.
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V pripadé, ze koeficient odporu prostiedi b = 0, kond hmotny bod netlumeny
harmonicky pohyb s kruhovou frekvenci w, = \/k/'m, kde @, > w. Volime-li
k/m = 0,8, potom v pfipadg, Z¢ b/m > 1,8 kond hmotny bod aperiodicky (pietlu-
meny) pohyb, v pfipadé b/m = 1,8 kond hmotny bod pohyb, ktery je na mezi ape-
riodicity a v pfipadé, Ze 0 < b/m < 1,8 kond hmotny bod tlumeny harmonicky
pohyb.

Programové schéma pro feSeni rovnice (35) je na obr. 39, kdeZto na obr. 40, 41 a 42
jsou oscilogramy vySe uvedenych t¥i pfipadt k/m a b/m. -

Obr. 41. Obr. 42.

Stejnym typem rovnice (35) je popsdna asovd zdvislost velikosti elektrického
niboje ¢ na kondenzdtoru v sériovém obvodu RLC, kdy v ¢ase t = 0 pfepneme pte-
pina¢ z polohy 1 do polohy 2 a kdy se pocdtecni ndboj ¢ = EC na kondenzdtoru
za&ne vybijet pfes odpor R a tlumivku L(obr. 43). Takto vznikly proud je v kazdém
okamziku uréen rovnici

(42) : Ri+Li’+1Ejidt=0.
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Dosazenim za [idt = g, i = dg/dt, i’ = d’q[dt* pfevedeme rovnici (42) na tvar
, 1
(43) Lq" + Rq +Eq=0.

Rovnice (43) i jeji YeSeni maji stejny tvar jako rovnice (35); rovnice (43) popisuje
pouze jiny fyzikalni d&j. Vychylce odpovida ndboj g, hmot& odpovidd indukénost L,
odporu prostfedi odpovidd ohmicky odpor R a koeficientu pruZnosti kapacita C.

R L

1 -5

T ]

Obr. 43.

3. Demonstrace pohybu spfaZenych kyvadel

Pomoci AP se dd ndzorn€ demonstrovat i zndmy p¥ipad pohybu spfaZenych kyva-
del. Vychylka jednoho kyvadla piuisobi vlivem vazby ve stejném sméru na druhé
kyvadlo. Jestlize jedno kyvadlo rozkyvdme, rozkyvd se i druhé kyvadlo a pfebird
¢ast energie prvého kyvadla. Vychylky prvého kyvadla se zmen§uji aZ k nule, ky-
vadlo se na okamZik zastavi a pak se cely d&j obr4ti a opakuje.

Vysetfme nejprve dvé shodnd netlumend kyvadla a pfedpoklddejme, Ze ob& konaji
harmonické kmity s kruhovou frekvenci w. Pfi vychylce y pisobi na kazdé kyvadlo
sila imérnd vychylce, tedy P = —ky. PonévadZ? jde o harmonicky pohyb, je vy-
chylka (drdha) déna vyrazem y = Asin(wt + @) a zrychleni je potom rovno
Yy’ = —Aw?sin (ot + ¢) = —w?y. Sila P musi byt stdle rovna setrvainé sile
—mw?y, tak¥e k = mw>.

Vlivem vazby pisobi na sebe kyvadla opaénymi silami P’, umérnymi rozdilu
vychylek kyvadel, tedy

P = kvk(}’1 - .Vz) = k,,m(oz(yl - }’2) .
Pro koeficient vazby k, plati0 < k, < 1. Pohybové rovnice obou kyvadel potom jsou

my{ = P, — P' = —mo?y, — k,,ma)z(yl - }’z),

my; = P, + P' = —ma?y, + k,mo*(y; — y,).
Upravou téchto rovnic dojdeme k rovnicim

(44) yi + o*(1 + k,) y, — ko?y, =0,

(45) ys + o*(1 + k) y, — k,w?y, =0.
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Tuto soustavu diferencidlnich rovnic (44) a (45) miZeme pievést na diferencidlni
rovnici 4. ¥ddu, napf. pro y,:

(46) P + 20%(1 + k,) y] + 0*(1 + 2k,) y; = 0.
Kofeny charakteristické rovnice
A+ 20%(1 + k,) 2% + o*(1 + 2k,) =0

jsou
/{1,2 = ilw, 2'3,4 = iiw,, kde (I)’ = w\/(l + 2kv) .

Resenim rovnice (46) je tedy funkce

(47) y1 = Asinwt + Bcos wt + A’sin @'t + B’ cos w’t .
Funkci y, miiZeme nyni vypogitat z rovnice (44), tedy

(48) y2 = Asinwt + Bcos wt — A'sinw’'t — B'cos o't .

Integraéni konstanty A, B, A’, B’ vypoGitdme z pocdtecnich podminek. Necht byla
obé kyvadla ptivodn€ v klidu a v ¢asovém okamzZiku ¢t = 0, udélme prvnimu ky-
vadlu ndrazem rychlost v. Po¢dteéni podminky tedy budou

Y1) =0, Yioy=70v, Y20)=0, 20 =0.

Témto poddteénim podminkdm odpovidaji integraéni konstanty

A=Y, 4=, B=PB-=0,
20 20’
takZe rovnice (47) a (48) ptejdou na tvar
(49) yi = —sinot + ——sinw't,
2w 20’
(50) Yy = L sinwt — 2~ sinw't .
20 20’

Z vysledku je patrno, Ze kaZdé kyvadlo kond soucasné dvoje kmitdni s tthlovymi
frekvencemi w a w’, kde w’ zdvisi na koeficientu vazby k,, a kyvadla tedy konaji rdzy.
Ndzorng se dd4 pomoci potitale ukdzat, Ze pfi volné vazb& (malé hodnoty k,) jsou
rdzy pomalé (rozdil Ghlovych frekvenci w a @’ je maly, w = @), pfi t&sn&jsi vazb&
rychlejsi.

Vlivem tlumeni se amplitudy kmitd kyvadel s asem zmen3uji a téZ ob& frekvence
jsou mensi, neZ jaké by byly bez tlumeni. UvaZujeme-li tlumeni imérné rychlosti
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pohybu kyvadel, maji pohybové rovnice kyvadel tvar
" b ’ 2 2
(51) yi +;y1+w(1+ku)y1—k,,my2=0,
” b ’ 2 2
(52) y2+;y2+a)(1+k,,)y2—k,,wyl=0.
Tyto rovnice upravime na tvar vhodny pro sestaveni programového schématu
" b ’ 2 2
(53) Vi= = —yi = oL+ k) ys+ ko',
” b ’ 2 2
(54) y2=—;y2—w(1+k,,)y2+k,,a)y1.

Programové schéma zapojeni soustavy rovnic (53) a (54) s generdtorem Zasové zd-
kladny (integrdtor 7) je na obr. 44. Potenciometry 1, 4, 8 a 9 ménime velikost vazby

]
? -
- » @ I} T=0,05¢
k) ®

k, nebo thlovou frekvenci w, potenciometry 2 a 5 m&nime velikost tlumeni b nebo
hmoty m. Abychom mohli funkci y,; sledovat v horni &4sti obrazovky a funkci y,
v dolni &4sti, pfivddime na suma&ni jednotky 10 a 11 urgité zdporné, resp. kladné
napéti.

Z oscilogrami je patrny vliv koeficientu vazby a tlumeni na pohyb kyvadel. Osci-
logram na obr. 45 zachycuje pohyb kyvadel pfi koeficientu vazby k, = 0,1, oscilogram
na obr. 46 zachycuje pohyb kyvadel p¥i koeficientu vazby k, = 0,2. Uhlov4 frekvence
v obou pfipadech w = 2 a b/m = 0,05.
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Uvedené priklady ukazuji znaénou ndzornost pfi pouzZiti AP jako vyucovaci
pomucky. Pouzivdani AP pro tyto tcely se jisté velmi rozsiii, zvlasté kdyz Tesla Pardu-
bice a Aritma-Vysocany vyvinuly specidlni skolni AP, s jehoZ vyrobou se jiZ zapocalo.
Reseni uvedenych piikladii bylo provedeno na AP DIPOS-A, ktery byl postaven na
katedte algebry a geometrie prirodovédecké fakulty UP v Olomouci.

SEMINAR O MODERNIM POJETI ZAKLADNIHO
VSEOBECNEHO VZDELANI

FrANTISEK DUSEK, Usti n. Labem

Z podnétu ministerstva Skolstvi a kultury uspoiadal Vyzkumny ustav pedagogicky
ve spolupraci s Vyzkumnym ustavem odborného skolstvi, s Pedagogickym ustavem
J. A. Komenského, s Cs. pedagogickou spolecnosti, s Cs. komisi pro spolupraci
s UNESCO a s Odborovym svazem zaméstnanch Skolstvi a kultury seminai o moder-
nim pejeti zakladniho vSeobecného vzdélani. Seminar se konal v Praze ve dnech 22.
az 25. brezna 1966.

Kromé Ctyf set pedagogti a védeckych a skolskych pracovnikl ceskoslovenskych
zucastnilo se seminafe pies Ctyficet vyznamnych hosti nejen ze zemi socialistickych
(Sovetsky svaz, Jugoslavic, Kuba, Madarsko, NDR, Polsko, Bulharsko, Rumunsko),
ale i kapitalistickych (Anglie, Belgie, Francie, Italic, NSR, Svycarsko, USA, Kanada).

V prvnim plenarnim zasedani prednesl po uvodnich projevech ministra Skolstvi
a kultury prof. Jifiho HAIKA, zastupce generdlniho feditele UNESCO André LESTAGE
a picdsedy Cs. komise pro spolupraci s UNESCO prof. Vladimira SEDLAKA obsahly
avodni referat teditel Vyzkumného astavu pedagogického doc. Miroslav Cipro,
ktery zdlraznil, Ze socialisticka Skola vychovava pro Zivot ve spole¢nosti, ktera by
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