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Ivar Fredholm a pocatky funkcionalni analyzy

Ivan Netuka, Jifi Vesely, Praha

Od pocatkd bouflivého rozvoje funkciondlni analyzy nas déli zhruba padesat let,
Ovliviiuje silné ostatni matematické discipliny a zasahuje i do fyziky a techniky. Kofeny
funkcionalni analyzy je v8ak nutno hledat v klasické analyze, algebfe a geometrii, a to
mnohem dfive neZ pfed padesati lety. I jména téch, ktefi v rizné mife pomohli pfipravit
pidu pro prudky rist funkcionalni analyzy, se pomalu vytraceji z uéebnic. O jednom
z téchto matematiki, IVARU FREDHOLMOVI, se chceme v tomto ¢lanku podrobnéji zminit.
Jeho jméno byva spojovano spiSe s teorii integralnich rovnic; oznacime-li v§ak prvni
&tvrtinu naseho stoleti za pfedehru k vyvoji funkcionalni analyzy, jsou to pravé integralni
rovnice, které v ni hrdly prvni housle.

Tento ¢lanek ma byt jen sondou do dé€jin funkcionalni analyzy. Snazi se postihnout
ty dulezité momenty z historie matematiky, které vedly k Fredholmovym objeviim
o feSeni integralnich rovnic, a vliv téchto objevli na vyvoj funkcionalni analyzy. V ne-
posledni fadé m4é téZ &tenafi pfipomenout padesatileté vyro¢i umrti §védského matema-
tika Ivara Fredholma.

Ptipomeneme nejprve nékolik poznatkl z linearni algebry. Soustavu n rovnic o n
neznamych s redlnymi koeficienty

Q)

budeme zapisovat v maticovém tvaru:
Q) Ax =Y.

Oznaéme fadkové vektory matice 4 = (a;;) postupné u; = (a;4, ..., a;,), sloupcové
vektory v; = (ayj, ..., a,). Je-li {x,y> = xyy + ... + X,¥,, miZeme soustavu (2) pie-
psat ve tvaru

&) ’ Qupxy=y;, i=1,..,n
nebo ve tvaru
@ XV 4o XV, =Y.

Z posledniho vztahu plyne, Ze jsou-li vektory v; linedrné nezavislé, ma soustava (1)
pravé jedno feseni pro kaZdé y € E,. Specidlné to plati pro y = o. Matice 4 ma v tomto
pfipad€ maximalni hodnost #(4) = n; je téZ vSeobecné zndmo, Ze to nastane, pravé kdyz
determinant |A| matice 4 je riizny od 0.
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Pfipojme jesté né€kolik historickych wdaji: feSeni soustav tohoto typu bylo pro pfi-
pady n = 2, 3, 4 znAmo MACLAURINOVI (1698 —1746) jiZ asi v roce 1729; objevuje se
v jeho posmrtné vydané praci z r. 1748. R. 1750 publikoval CRAMER (1704 —1752) praci
o kuZelosetkach, ve které se vyskytuje vzorec pro feseni soustav tohoto typu — pravdé-
podobné diky vétsi znamosti této prace byva veobecné nazyvan Cramerovo pravidlo.
Teprve v8ak r. 1764 uZiva BEzout (1730— 1783) determinanti n-tého stupné. Od n€ho
téZ pochazi poznatek, Ze v pfipadé IAI = 0 ma soustava (1) pro y = o netrivialni (tj.
nenulové) fefeni. Za zminku stoji, Ze ,,determinant druhého stupné‘ znal jiZz v r. 1683
NEWTON. Nazev determinant viak zavedl teprve r. 1815 CaucHy (1789 —1857), i kdyZ
pro oznaleni diskriminantu kvadratické formy ax? + 2bxy + cy? ho jiZ dfive uZival
Gauss (1777 —1855). Teprve Cauchy zadal uZivat ,,étvercovy‘‘ zapis s dvojitymi indexy.
Je zajimavé, Ze pojem matice vznikl pozdé&ji; vytvofeni teorie matic se zpravidla pfipi-
suje CAYLEYOVI (1821—1895), od néhoZ téZ pochédzi znaleni determinantu svislymi
&arami. Samotny termin matice zavedl SYLVESTER (1814 —1897) roku 1850. Je vhodné
zdiraznit, Ze nejvét§im stimulem rozvoje teorie feSeni soustav linedrnich rovnic byly
potfeby geometrie. Vratme se viak k nasemu pfikladu.

V piipad& h(4) < n existuji tedy (Bézout) netrivialni feSeni soustav rovnic
) Ax = o,
(59 Af=o0

(4" = (a;;) zde znali matici transponovanou k matici 4; plati tedy a;; = a;,).
Je uZite€né sledovat soudasné ,,geometrické‘‘ hledisko a v§imat si zobrazeni x — Ax
prostoru E, do E,. Budeme je znacit rovnéZ 4. Definujeme

R(A) = A(E,), N(A) = {xeE, Ax = o}.
V zatim vySetfeném pfipad€ je (pro h(A4) = n)
N (4) = ¥(A) = {0}, R(A) = 92(,4") =E,.

Interpretujeme-li pomoci zobrazeni nasi zakladni \ilohu, ma soustava (2) YeSeni, pravé
kdyZ je y € #(A4). Viimneme si tedy blize #(A4) i v pfipadé h(4) < n.

Pfipomindme, Ze vektory u, v, pro néZ je {u, v) = 0, se nazyvaji ortogonalni; zapisu-
jeme to symbolem u L v. Jsou-li U, V podmnoZiny E, a plyne-li z pfedpokladu u € U,
ve V vztah u L v, piSeme symbolicky U L V. Jsou-li zaroveii U, V podprostory E,,
je ziejm& U n V = {o}. DileZity je zejména ten piipad, kdy lze kazdy vektor z E,
vyjadfit jako soucet vektort z takovych dvou podprostorit U, V; pfitom je V ,,nejvétsi*
podprostor E,, pro ktery je U L V.

Snadno se dokéZe, Ze #(A) je podprostor E, generovany vektory v;, mezi nimiZ je
pravé h(A) linedrn€ nezavislych vektori; pro jeho dimenzi tedy plati dim #(4) = h(A).
PfepiSeme-li rovnici

@) | Af=g
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ve tvaru

(3) vpf)=gpi=1..,n

snadno nahlédneme, Ze ,nejvétdi” podprostor V prostoru E,, pro ktery je #(4) L V
(uvaZujte g; = 0 v (37), je pravé A(4'). Mimoto plati dim A4(4’) = dim A#(4) =
= n — h(A4). Odtud jiZ plyne lehce nutn4 a postadujici podminka FeSitelnosti soustavy (2)
ve tvaru

{f,y> =0 proviechna fe.¥(4).

»Symetrické vysledky” dostaneme snadno podobnou tvahou pro soustavu (2').

Cast pfipomenutych vysledkd byla zndma jiZz Jacosimu (1804 —1851) (n€které jsou
téZ pFipisovany SMITHOVI). V rimci vyletfovini soustav linedrnich rovnic pfi ¥iroce
pojatych vyzkumech KrONECKEROVYCH (1823 —1891) dospél ke Smithovym vysledkiim
nezavisle roku 1878 FroBentus (1849 — 1917). Na t&chto vyzkumech se podilel i WEIER-
STRASS (1815—1897), Kronecker dal tvezenim o fefitelnosti soustay linedrnich rovnic
s redlnymi nebo komplexnfmi koeficienty definitivni tvar, jejich uvefejnéni viak piene-
chaval svym kolegiim a ¥ikam. Tak se stalo, Ze 1 hodnost matice zavedl Frobenius.

Velmi obsidhlou &ist linedrni funkciondlni analyzy tvofl vySetfovini operitorové
rovnice

® (- AHx=y,
3

kde 4 : X —» X je spojity operator na redlném nebo komplexnim normovaném linearnim
prostoru X, [ je identita, 1 redlny nebo komplexni parametr, y je dany a x hledany
prvek prostoru X. Tato rovnice stoji v jistém smyslu na konci cesty, kterou checeme
v tomto &lanku sledovat.

UZzjeme-li zminéné poznatky pro pfipad operitoru 4 uréeného na E, matici 4 = (g;))
a vySettime-li tak specilni pfipad rovnice (6), dostaneme tyto vysledky: je-li [Af — A| £
# 0, mi rovnice (6) pravé jedno feSeni pro kaZdé y e E,. Rozepsanim rovnice |Al — A| =
= () dostaneme algebraickou rovnici r-tého stupné, z jejichZ » feSeni nemusi byt obecné
Zadné redlné. Proto je Gfelné studovat rovnice tohoto typu spise v kontextu komplexniho
linedrniko prostoru. Z Cramerova pravidla je pfitom zfejmé, Ze pfi pevném Yy je fefeni
rovnice (6) v tomto piipadé racionilni funkei parametru ), ptiemz ve jmenovateli nim
,,vadi** pravé kofeny vySetfované rovnice |M - A| = 0.

V obecném pfipadé nazyvime mno¥inu o{4) viech komplexnich &isel A, pro néZ
neexistuje spojity inverzni operdtor k operatoru (A7 — A), spektrem operdtoru A. Pro
viechna ostatni A existuje spojity inverzni operator R, = (Af — A4)_,, ktery nazyvime
rezolventou rovnice (6) a Felen{ (6) lze vyjadfit vztahem x = R;y. Viechna takova 4
tvofi tzv. rezolventni mnoZinu operitoru A.

Ta &sla A ze spektra a(4), pro néZ existuje netrivialni feleni rovnice
) (I—A)x=o0,
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se nhazyvaji vlastni &sla operatoru A; netrivialni feseni (7), tj. nenulové vektory, pro néy
je

®) AX = Jox,

se nazyvaji vlastni vektory ptislu§né vlastnimu &islu 4,. Vlastni vektory operatoru 4
maji pfi zkoumani rovnice (6) velky vyznam.

Vrafme se jesté k vySetfovani rovnice (6) na E,. Hledani vlastnich vektorli matice
souvisi zfejmym zplisobem s vySetfovanim invariantnich podprostor prostoru E, vici
operatoru A. Hraje rovn&Z duleZitou roli pfi klasifikaci kvadrik — uvaZme podrobné&ji
(6) na kone&né rozmérném linedrnim prostoru X; pfi tivodni dvaze jsme ztotoZnili ope-
rator A a matici A4, ktera ho uréovala, obecné vak tvar této matice zavisi na volb& baze
prostoru X, viéi niZ vyjadfujeme y, x i operator 4. Pfislusna matice operatoru 4 ma
zvlast jednoduchy tvar v pfipadé, Ze baze je tvofena vlastnimi vektory operatoru A.
Pritom lze vypoditat vlastni ¢isla operatoru 4 pomoci rovnice

Ilé.-,- - aiil =0
(jako obvykle je d;; =0 pro i #j, J; = 1) pfi libovolné maticové reprezentaci
(a;;) operatoru A (tj. pfi vyjadfeni 4 matici (a;;) vi¢i libovolné bazi). Kvadrice Ize v E,
pfifadit symetrickou matici, a tak i jisty operator 4. Jeho vyjadfeni viéi bazi, tvofené
vlastnimi vektory, umoziiuje ziskat rovnici kvadriky v jednoduchém tvaru, ze kterého
se odvozuje klasifikace kvadrik (,,pfevod symetrické matice na diagonalni tvar*).
Pripomnéli jsme tento fakt jednak proto, Ze byl hnaci silou zkouméni vlastnosti
soustav linearnich rovnic, a téZ proto, Ze jsme tento vyklad uZili k zavedeni potfebnych
pojmu, které budeme déle uZivat.
Budeme-li uvaZovat rovnici (7) pro specidlni pfipad X = E, a 1 = 1, zbyva jesté
n&co Yici o pfipadu, kdy je A vlastnim &islem operatoru A. Ctenaf si snadno provede
sam uvahy z ivodni &sti €lanku i pro tento pfipad; ozna&ime-li

©) I-Ax=y,
(10) I-A)x=o,
) I-Aaf=g,
(10" (I-A4)f=o,

1ze vysledky shrnout takto:

Prostory /(I — A) a /(I — A’) maji stejnou (kone¢nou) dimenzi. Rovnice (9) ma
feSeni pro kazdou pravou stranu, pravé kdyZ ma rovnice (10) jen trividlni fe§eni. Rov-
nice (9) mé pro dané y feSeni, pravé kdyZ <{f, y> = 0 pro vSechna fe #(I — A’). Ana-
logické vysledky ovSem plati i pro fesitelnost rovnice (9’).

Na prostorech nekone¢né dimenze je situace pii feSeni linearnich rovnic mnohem

wewr

sloZit&jsi. Definujeme-li napf. na prostoru X vSech omezenych posloupnosti zobrazeni
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A,, A, pfedpisy

Ai({cy, c2,...1) = {cz, €3, ...},

(1n
AZ({CU C2, ---}) = {0, Cy5 C2, ---} s

potom zobrazeni A, je linearni zobrazeni X na X, ale neni prosté, kdeZto linearni zobra-
zeni A, je prosté, nezobrazuje vSak X na X. Existuje vSak dilezita tfida operatorovych
rovnic, o jejichZ feSitelnosti je moZno podat stejné uplnou informaci jako v pfipadé
prostorii kone¢né dimenze. Kofeny pfislu$né teorie operatorovych rovnic leZi ve Fred-
holmovych vysledcich o integralnich rovnicich, o nichZz budeme dale hovofit; nejdfive
se pokusime pfibliZit étenéfi vysledky, které Fredholmovu objevu pfedchazely.

Zakladni tlohou teorie potencidlu je uréeni harmonické funkce na oteviené mnoziné
G c E,, je-li pfedepsano jeji hraniéni chovani (tzv. Dirichletova wiloha) nebo hraniéni
chovani jeji derivace ve sméru normaly ke G (tzv. Neumannova tloha). Tyto ulohy se
objevuji pfi feSeni &etnych fyzikalnich problémi a t&sily se jiZ od svého vzniku intenziv-
nimu zajmu mnoha matematikl. V souvislosti s feSenim Dirichletovy ulohy byl FOURIER
(1768 —1830) veden r. 1822 k feSeni soustavy linearnich rovnic, jichZ bylo nekone¢né
mnoho a které obsahovaly nekoneén€ mnoho neznamych. Fourier se vyrovnal s timto
problémem i bez potfebné teorie, nezabyval se vSak otazkami konvergence a obecné
pouzitelnosti zvoleného postupu. Problémii podobného typu s ,,nekoneénymi sousta-
vami‘‘ postupné pfibyvalo (uréovani koeficientt mocninnych fad, Fourierovych koefi-
cientll apod.), a tak vznikla potfeba vytvofit pro feSeni téchto uloh p¥isluSnou teorii.

JiZ uvedeny pfiklad operatorit (11) naznaduje, Ze je nutna jistd opatrnost. Fourier
postupoval tak, Ze se omezil nejprve na prvych n rovnic, ve kterych uvaZoval pouze
éleny obsahujici prvych n nezndmych; vzniklou soustavu vyfesil a pak provedl limitni
pfechod n — oo. Tato metoda neni obecné vhodna, jak ukazuje tento pfiklad nekone¢né
soustavy

Xy + X+ X3+ ...=Y);,
(12) x2+X3+...=y2,
X3+...=y3,

pochazejici od HELLYHO z 1. 1921. Pro y; = 1, i = 1,2, ... dostaneme pro (12) postup-
nym od&itdnim ,,trividlni fe$eni** x; = 0, které oviem fe$enim neni. D4 se ukazat, Ze
pro takto volen4 y; soustava (12) nema feSeni, i kdyZ Fourierovym postupem ziskané
,,redukované soustavy‘ vesmés feSeni maji a tato feSeni konverguji ,,po sloZkach‘
k trividlnimu ,,feSeni“. Kdybychom definovali ,,determinant soustavy‘ jako limitu
,,redukovanych“ determinantii, dostali bychom 1, i kdyZ soustava nema feSeni. Na
druhé strané proy; = 1, y, = y3 = ... = 0 ma (12) feSeni, které lze ziskat Fourierovym
postupem.

Po Fourierovi nebyly nekonecné soustavy studovany asi pil stoleti. Po &asteénych
vysledcich ze sedmdeséatych let minulého stoleti (FURSTENAU, KOTTERITZSCH) se zadaly
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tyto soustavy opét vySetfovat. K rozhodujicim vysledkiim pro teorii téchto soustav
dospéli ve svych &ldncich HiLL (1838 —1914), POINCARE (1854—1912) a voN KocH
(1870—1924). Ve svych pracich vytvofil von Koch teorii ,,nekoneénych determinantf‘
— hlavni z jeho praci jsou z let 1891 —1892. Pravé tyto vysledky byly pro Fredholma
velmi podnétné.

Poznamenejme na okraj, Ze jiZ pfed Fredholmem byly feSeny rovnice typu (6) alespoii
ve specialnich pfipadech i v nekone¢né& rozmérnych linearnich prostorech funkci. Rovnéz
linearni prostor nebyl diky GRASSMANNOVI (1809 —1877) a PeanNovi (1858 —1932) ne-
znamym pojmem; pfi zcela modernim oznadeni studoval linearni prostory Peano jiz
v roce 1888 (definoval nap¥. linearni zobrazeni).

Fredholmovy prace, které mély pro funkcionalni analyzu rozhodujici vyznam, vznikly
v letech 1900—1903; tykaly se integralnich rovnic. VSimnéme si tedy kratce i jejich
historie. Termin integralni rovnice zavedl Du Bois-REymonD (1831 —1889) v r. 1888
pro rovnice, ve kterych se neznama funkce vyskytovala v integrandu. Tak napf. r. 1782
vySetfoval LAPLACE (1749 — 1827) integralni rovnici

o) = r e~ (r) dt

- 00

vzhledem k neznamé funkci f (vzorec popisuje tzv. dvoustrannou Laplaceovu transfor-
maci). Jeji feSeni podal r. 1823 Poisson (1781 — 1840). Za dulezité priklady integralnich
rovnic vdééime ABELOVI (1802 —1829), ktery vySetfoval problém, jehoZ feSeni vede pro
specialni pfipad na tzv. tatutochronu. Fyzikalné€ 1ze problém interpretovat jako problém
urleni tvaru svahu, po kterém by lyZaf sjiZzdé€l ,,Susem® (a bez tfeni) dolt vzdy za
stejnou dobu nezavisle na vysce, kam by po svahu vystoupal. Abel dospél k feSeni

rovnice typu
_[M_f@
g(x) = L — dt

pro 0 < o < | a uspésné ji (dvéma metodami, které jsou ale specialni) vyfesil.

LiouvViLLE (1809 — 1882) nezavisle na Abelovi fesil integralni rovnice r. 1832; pozdéji
r. 1837 ukazal, jak spolu souvisi feSeni urcitych diferencidlnich rovnic a feSeni integral-
nich rovnic. Nalezené rovnice fesil metodou postupnych aproximaci, dnes zpravidla
pfipisovanou C. NEUMANNOVI (1832 —1925); pfitom byly tyto rovnice jiného typu nez
rovnice Abelovy.

Za podatky teorie integralnich rovnic 1ze povaZovat vysledky VOLTERROVY (1860 —
1940), které publikoval v pracich z let 1884 a 1896 — 1897. Volterra se zabyval feSenim
rovnice tvaru

(13) x(t) + r K(t, u) x(u) du = y(t), te<la,b)

a

s podminkou K(#, u) = 0 pro vSechna ¢ > u (takZe lze v horni mezi integralu v (13)
psat ¢ misto b) vzhledem k neznamé funkci x. Definoval posloupnost funkci y, na inter-
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valu {a, b) pfedpisem

b
14) M0=~JK@wn4wM,n=LL~q

kde y, = y; feSeni rovnice (13) je pak uréeno jako soudet

() X0) = 50 + £ 00,

Pro vySetfované jadro K dokézal konvergenci fady v (15) a dosazenim z (15) do (13)
ovéfil, Ze (15) je feSenim uvaZované rovnice. Rozepsanim (15) dostavame

x(t) = y(@) — J.bK(t, u) y(u) du + J‘ ' JbK(t, v) K(v, u) y(u) dv du — .

Jadro

(16) K@, u) = — K(t,u) + J.bK(t, v) Kw,u)dv — ... .

bylo pozdé&ji HILBERTEM (1862—1943) nazvano feSicim jadrem neboli rezolventou;
umoziiuje vyjadfit feSeni rovnice (13) ve tvaru
b

(16" x(t) = y(@) + I K(t,u) yu)du, te<a,b).
a

Schézi-li v (13) na levé strané prvy s¢itanec, dostavime jinou rovnici, tzv. rovnici prvého
druhu; rovnici (13) nazyvame rovnici druhého druhu. Vzhledem k jadrim K lze rozdélit
rovnice na rovnice Volterrova typu (v integralu lze psat ¢ misto b, tj. K se anuluje pro
t > u) a rovnice Fredholmova typu (jaddro K je funkce definovana na ,,celém &tverci*
{a, b) x {a, b)). Zatimco Abel tedy fe§il rovnici prvého druhu, Liouvillem fe$ena
rovnice byla druhého druhu; Liouvilleova metoda feSeni byla v podstaté stejna jako
metoda Volterrova. -

K feSeni Dirichletovy a Neumannovy tlohy uZil integralni rovnice C. Neumann,
ktery hledal feSeni téchto uloh ve tvaru potencialii. Pomoci metody postupnych aproxi-
maci fe§il r. 1877 pfislu§né integralni rovnice za pfedpokladu, Ze oblast, na niZ se
feSeni 1loh hleda, je konvexni; pak lze totiZ dokazat konvergenci pfislu$né fady.

Roku 1885 publikoval Poincaré praci, ve které se zabyval teorii nekoneénych systéma
line4rnich rovnic. V souvislosti s pracemi, které se tykaly rovnic matematické fyziky,
nalezl mj. feSeni rovnice 4f + Af = g s komplexnimi hodnotami A; feSeni mélo tvar
meromorfni funkce proménné A (samoziejmé mimo pdly). Na zaklad€ téchto vysledki
se pustil do studia rovnice

b
an x(t) + oc'[ K@, u) x(u)du = y(t), te<a,b)
a
a pfedpovédél, Ze jeji feSeni v zavislosti na komplexnim parametru o bude meromorfni
funkci (1896). Tuto jeho domnénku dokazal teprve Fredholm.
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Ivar Fredholm se narodil 7. dubna 1866 v rodiné prosperujiciho stockholmského
obchodnika. Jeho ucitelé na zakladni $kole sotva pfedpokladali, Ze z jejich Zaka bude
jednou slavny matematik. V zapisech z onéch let se objevuje zminka ,,malo obratny
pfi poditani na tabuli““. V kazdém p¥ipadé byl Fredholm dobrym studentem; po matu-
rit€ se zapsal na techniku ve Stockholmu, kterou sice po jednom roce opustil, nicméné
hluboky zajem o technické a praktické problémy ho provazel v celém dal§im Zivoté.
V roce 1886 pocal studovat matematiku na univerzit€ v Uppsale. V té dob& nebyla
uroveil uppsalské univerzity nijak valna, péstovaly se tam pfevaZné jiZ dosti zasta-
ralé partie geometrie. Po dvou letech a po dosaZzeni prvni akademické hodnosti
pfechdzi Fredholm do Stockholmu, kde se stavd Zikem vyznamného S$védského
matematika, profesora MITTAG-LEFFLERA. Fredholm studuje matematiku, jeho zijem
se vSak soustfeduje velkou mérou na teoretickou fyziku. Tento sklon poznameniva
ostatné celé jeho matematické dilo.

Prvni Fredholmova prace (publikovana ve $védstiné roku 1890) spadid do oblasti
,»Cisté* matematiky. Obsahuje mj. tento vtipny piiklad: Je-li [al < 1, potom funkce

fl2) = Za"z"2

ma spojité derivace viech fadu na uzavieném jednotkovém kruhu (ve zfejmém smyslu);
pfitom funkci f nelze analyticky pokraovat mimo kruh konvergence, takZe jednotkova
kruZnice je pfirozenou hranici funkce f. Metoda diikazu je zajimava, je zaloZena na
jistych specialnich vlastnostech rovnice vedeni tepla.

Fredholmova disertadni prace (1898) je vénovdna matematické teorii pruZnosti.
I. Fredholmovi je udélen doktorat uppsalskou univerzitou a stiva se docentem mate-
matické fyziky na univerzit€ ve Stockholmu. Dalsi rok je velmi vyznamny pro jeho
védeckou drahu. Na jafe r. 1899 odjiZdi spolu s LINDELOFEM (1870—1946) do Pafize.
Je to jeho prvni a vlastné téZ jedina studijni cesta, kterou podnikl. V PafiZi se seznamuje
s francouzskymi matematiky, posloucha pfednas§ky PICARDA, HADAMARDA, BORELA,
PAINLEVEHO, POINCAREHO a dalSich. Po svém navratu informuje v srpnu 1899 dopisem
Mittag-Lefflera o svych vysledcich v oblasti integralnich rovnic teorie potencialu.
V roce 1900 vychazi Fredholmova sedmistrankova price s nazvem Sur une nouvelle
méthode pour la resolution du probléme de Dirichlet. V tomto &lanku (o jehoZ vysledcich
bude jesté fec) je obsaZen zdklad teorie Fredholmovych integralnich rovnic a také jeji
aplikace v teorii potencialu, z niZ vyzkumy vznikly. Myslenky této prace Fredholm
rozpracoval v obsahlejsim &lanku publikovaném r. 1903 v Acta mathematica.

Fredholmova publika¥ni ¢innost neni rozsadhld — spolu s pfedb&Znymi sdélenimi
a referaty na konferencich je to celkem 18 praci; jeho sebrané spisy pfedstavuji skrom-
nou kniZku o 160 strankach.

Zminéné dv& prace o integralnich rovnicich pfinesly Fredholmovi velikou slavu.
Jejich vyznam byl ocenén fadou proslulych matematikli, mezi kterymi nechybéli Hil-
bert a Poincaré. Na Fredholmové psacim stole se mnoZila pozvani riznych zahranig-
nich u&enych spole&nosti; o tom viak nikdo (dokonce ani Fredhlomova rodina) nevédél.
Pozvani kondila v zasuvce. Fredholm zistal cely Zivot nendpadny, skromny a neprii-
bojny. Odmitl misto vedouciho katedry Cisté matematiky s poukazem, Ze spife miZe
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pfispét k rozvoji matematické fyziky. (Roku 1906 se stal profesorem mechaniky a mate-
matické fyziky na stockholmské univerzité.) Jeho zajem se soustfedil na konkrétni
problémy teorie potencialu a jeho pfednasky se tykaly zejména rovnic matematické
fyziky. Fredholm nepatfil k vynikajicim pfednasejicim; pfednasel monoténng, Casto
délal u tabule chyby. Jeho sklon k praktickému vyuZiti matematiky se odraZi v neunavné
aktivité pfi organizovani pojisténi ve Svédsku. Rad také vymyslel a vyrabél riizné me-
chanismy. Pozoruhodna je jeho konstrukce mechanického zafizeni pro grafické znazor-
fiovani feSeni diferencialnich rovnic. Také se zachoval dimyslny pfistroj na ryti spektral-
nich mfiZek. Fredholm mél téZ velmi rad hudbu. Byl nadSenym obdivovatelem Bacha
a sam hrél na flétnu a na housle. Zabyval se dokonce na sklonku Zivota teoretickymi
otazkami akustiky hudebnich nastroji; z této prace se vSak zachovaly jen tutrzkovité
poznamky. Ivar Fredholm zemfel 18. srpna 1927.

Vratime se opét k teorii integralnich rovnic. Neumannova metoda z r. 1877 uZita
na feSeni rovnice (17) poskytuje feSeni ve tvaru mocninné fady v proménné «; tato
fada vzhledem k Poincarého hypotéze (feSeni je meromorfni funkci proménné o) ne-
muZe obecné konvergovat pro vSechna «. Fredholm se proto rozhodl hledat feSeni
piimo ve tvaru podilu dvou celych funkci. Pokusime se ¢tenafi velmi zjednodusené pii-
blizit jeho postup, ktery lze oznacit za technicky dosti naro¢ny. DosaZeni ,,08ekavanych
vysledki‘‘ zde bylo silné netrividlni.

Fredholm fesil v podstaté rovnici (17), resp. (13) za pfedpokladu, Ze jadro X je funkce

spojita, rozsifil vSak pak svou teorii na S§ir§i tfidu jader. Jeho umyslem bylo nalézt
feseni x ve tvaru

_ cot) + cy(t) o + () a® + ...

x(¢
© do + dyo + dya* + ...

kde fady v dCitateli a jmenovateli konverguji pro vSechna komplexni &isla « (a vSechna
t € {a, b)). Pro pfirozena Cisla n uvazoval déleni intervalu {a, b) tvaru

up=a,uy =a+h,..,u,=a+nh, kde h=(b— a)n
a nahradil integral v (17) koneénym souctem. Z historického hlediska je zajimavé, Ze
stejné tak, jako si D. BERNoOULLI (1700—1784) piedstavoval chvéjici se strunu jako
limitni pfipad » kmitajicich &astic (1732), povazoval Fredholm integralni rovnici (17)

za limitni pfipad systému linearnich rovnic. Sledujme hlavni kroky jeho postupu.
Ze (17) dostaneme

x(t) + ah i K(t, uj) x(u)) = y(t),
ji=1

COZ je rovnice, ktera pfi n — oo pfejde v (17). V této rovnici poloZme postupng ¢t = u,,
Uy, ..., U,, takZe dostaneme pfi zkraceném oznaceni

) =y, x(u) = x;, K(u, uj) =K;,i,j=1,..,n
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soustavu rovnic
(18) x; + xhilK,-jxj= i, i=1L2,...,n,
neboli "
_il(éﬁ +ahK)x; =y, i=12...m,
j=

Fredholm si tedy pfedstavoval (17) jako limitni pFipad soustav (18) a postupoval dale
wpfirozenym* zplisobem,

Je-li Do) = |6u + o:hK,-j| a ozna¢ime-li k;; dopln€k prvku d,; + ahX;
{pfi D (o) # 0) podle Cramerova pravidla

;» dostaneme

19) x; = (L vk,

Vyjad¥ime-li D, («) jako polynom v a, dostaneme (piSeme pro jednoduchost jen prvni
éleny)
L. 252 R K K
Dy =1+ 23 Ky+ 20 3 [Kus K|
i=1 2t = | Ky, Ky

Limitnim pfechodem dostal odtud Fredhelm vyjadfeni

D(e) = lim Do) =

[ Sl

b e
=1+ tx.[ Koy, vy) dey + EJ J

Podobnym zpfisobem upravil i &itatele ve zlomku v (19) vpravo; dpravy, které jsou for-
malné dosti naroné, mu umoZnily dospét k funkci D(z, u, &), kterd nakonec vystupuje
ve vyjadFen! Fefeni ve tvaru

K(v,, v,), K¢, v3)

dv, dv, + ...
K(v,, vy), K(v3, v3)

. 1 ]
(20) x(@)y = »(1) + B(_ocij Dt u, o) y(u) du .

PibliZili jsme &tenfi jen zhruba formalni postup, ktery Fredholm uZil — oprav-
n&nost limitnich pfechodii, konvergenci fad pro D(x) a D(t, u, ) pro viechna kom-
plexni &isla « atp. zde nelze zdivodiiovat.

Vyraz D(x) nazval Fredholm determinantem jadra X, nebof pfi diskusi Felitelnosti
rovnice (17) hral podobnou roli jako determinant soustavy linedrnich rovnic. Tvrzeni
o Peditelnosti integrilnich rovnic pro dosti $irokou tfidu jader X dokazal v &lanku
z r. 1903,

Fredholmiyv vysledek byl nejen mocnym stimulem pro rozvoj bidéni v oblasti inte-
gralnich rovnic, ale znamenal také dal§i podstatny kvalitativni krok v teorii fefeni
operitorovych rovnic. Znimy ,,koneny** piipad (Cramer) a ,,spodetny* pfipad (von
Koch) obohatil Fredholm o diileZity ,spojity* pfipad. V letech 1900~ 1901 se z referatii
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Fredholmova kolegy HOLMGRENA na seminafi v Gottingen dozv&dél Hilbert o novych
vysledcich v tomto oboru. OkamZité rozpoznal dileZitost objevii a v nasledujicich deseti
letech se plné soustiedil na préci v oblasti integralnich rovnic.

Hilbertovy prace z tohoto obdobi obsahuji nesmirné mnoZstvi budoucich funkcio-
nalné analytickych vysledkii (pochopitelné vyjadfenych jazykem ,klasické analyzy*).
Podle jeho vlastnich slov shledaval praci v této oblasti dileZitou pro teorii integralu,
rozvoju funkci v fady, teorii linearnich diferencialnich rovnic, teorii potencidlu a pro
varia¢ni pocet.

Nejprve se soustfedil na vyjadfeni rezolventniho jadra K,(¢, v) (viz (16)) a dok4zal, Ze
pro libovolné spojité (ne nutné symetrické) jadro K a a takové, Ze D(a) # 0, lze feSeni
rovnice (17) vyjadfit ve tvaru (16’). Dokazal dale, Ze kofeny rovnice D(x) = O jsou
pro symetrické jadro (tj. takové, pro néz je K(t,u) = K(u, t)) vesmés realné. Veden
analogii s kone¢né rozmérnym pfipadem zavedl vlastni &isla a vlastni funkce jadra
a dokéazal ,,spojity analog“ véty o pfevedeni symetrické matice na diagonalni tvar.
Odhalil téZ vlastnost, ktera je podstatna pfi vySetfovani rovnice typu (6) — je to kom-
paktnost operatoru 4 (této vlastnosti v podstaté Fredholm vyuZiva pfi aproximaci
rovnice (17) rovnicemi tvaru (18)). Hilbert téZ dokazal vétu o rozvoji funkce

Ky:t— Jw K, u) y(u) du
b

(kde K je symetrické jidro a y spojitd funkce) ve Fourierovu fadu podle vlastnich
funkci jadra K (Hilbertova-Schmidtova véta).

Dalsi podstatné Hilbertovy vysledky i vysledky jeho pokrafovateli nemiiZeme &te-
nafi v plné $ifi pfibliZit. Za zminku vSak stoji poznatek, Ze pfirozenym vychozim bodem
pro studium rozvoji ve funk&ni fady nejsou diferencialni, ale integralni rovnice.

Z bezprostiednich Hilbertovych pokrafovateli jmenujme na prvnim mist€ jiZ zminé-
ného SCHMIDTA (1876—1959), ktery zobecnil Hilbertovy vysledky pro nesymetrickd
jadra. Hilbert studoval integralni rovnice pro spojité funkce K a y; F. Riesz (1880 — 1956)
zobecnil tyto vysledky pro obecnéj§i funkce — feSeni tohoto problému ho pfivedlo
ke studiu ,,obecnych* Fourierovych rozvoji a pfislu$nych posloupnosti; studoval pod-
minky, kdy je dand posloupnost posloupnosti Fourierovych koeficientti vii¢i danému
ortonormalnimu systému funkci.

Integralni rovnici (17) fesil F. Riesz za obecnych pfedpokladi, kdy funkce K a y
mély integrovatelnou druhou mocninou. FisCHER (1875—1959) pak dokazal, Ze takové
funkce tvofi — v dne$ni terminologii — vzhledem ke konvergenci v priméru stupné 2
uplny prostor, ktery je v jistém smyslu minimalni. Odtud byl jiZ krok k zavedeni prostorii
L?, coz provedl Riesz roku 1910. Zabyval se téZ ,,abstraktni teorii* operatorové rovnice
(6) a zavedl také adjungovany operator A* — analog transponované matice A4’; tyto
vysledky o rovnici (6) byly publikoviny roku 1918. SCHAUDER (1899—1940) tyto
vysledky roku 1927 zdokonalil a teorii ,,zesymetrizoval* — pro rovnici s operatorem 4*
dostal analogické vysledky jako my na zaCatku pro rovnici (9'). Dnes se pfislu§na
teorie pro kompaktni operatory pfednasi v kursu funkcionélni analyzy pod jménem
Rieszova-Schauderova teorie.

20



Nebudeme zde jiZ popisovat dal§i vyvoj Fredholmovy teorie integralnich rovnic.
Poznamenejme, Ze jejich vysledkd bylo mnohokrat uZito pfi feSeni riiznych konkrétnich
problémi aplikované matematiky; nesmirny je jeji vyznam pro rozvoj spektralni teorie
apod. Dala podnét ke studiu raznych prostort funkci, uplatnila se v pfibliz-
nych metodach analyzy, stala se zakladem pro studium nelinedrnich operatorovych
rovnic a pfedev§im odrazovym miistkem pro rozvoj funkcionélni analyzy.

Za padesat let od Fredholmovy smrti urazila funkcionalni analyza nesmirny kus
cesty a z Fredholmovych vysledkt se stal pfiklad, ktery se v souvislosti s tzv. Fredhol-
movou alternativou uvadi v uéebnicich nebo pfednaskach &asto jen na okraj. Snad se
nam vsak podafilo étenéfi ukéazat, Ze Ivar Fredholm dal matematice mnohem vice neZ
jeden pfiklad.
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Pocatky nasi aplikované strukturni
rentgenografie

K sedmdesatindm prof. A. Kochanovské
Ivo Kraus, Praha

8. bfezna letosniho roku se doZiva 70 let &lenka korespondentka CSAV prof. dr.
ADELA KOCHANOVSKA, DrSc., lauredtka statni ceny Klementa Gottwalda. Své rozsahlé
Zivotni dilo vénovala vyzkumu mikrostruktury materidlu pomoci difrakce rentgenovych
paprskid. Ma rozhodujici podil na tom, Ze vyuZiti LAUEOVA objevu neziistalo u nés
omezeno jen na vyzkumné ustavy, ale stalo se souéasti kontrolnich a zku$ebnich metod
v laboratofich a provozech primyslu. Jaké byly podatky &eskoslovenské aplikované
strukturni rentgenografie a kdy do jejiho vyvoje vstupuje s védeckou praci prof. Ko-
chanovska?

21



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T06:58:00+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




