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NEKONECNE MALA VELICINA V ZAKLADECH
MATEMATICKE ANALYZY V 17. A 18. STOLETI

VERA JELINKOVA, Praha

V dé&jindch matematiky vytvari 17. a 18. stoleti obdobi, v némZ matematici zadali
studovat ve vzriistajici mife proménné veli¢iny. Nejvyznamngj$im odvétvim se po-
stupné stal infinitezimalni pocet, jehoZ bouflivy rozvoj zejména v 18. stoleti daleko
zastinil ostatni obory. Piece vSak jeho zaklady zlstavaly velmi vratké, nebotf se
opiraly o logicky nepropracované a nejasné pojmy. Jednim z té€chto pojmi byla
i tzv. ,,nekoneéné mald veli¢ina‘. V tomto ¢lanku se budeme snaZit o nacrtnuti
hlavnich sporii a snah o jeji bezesporné pojeti na konci 17. a béhem 18. stoleti, pri¢emz
daraz budeme klast mimo jiné na to, abychom nezkreslovali vyznam pavodnich

texta.
* %k %k

Analyza nekone¢né malych veliin vznikla téméf soucasné ve dvou riznych, na-
vzajem nezavislych formach. Jejimi zakladateli byli Isaac NewToN (1643—1727)
a Gottfried Wilhelm LeBNIZ (1646—1716). Casové prvni vznikla Newtonova ,,meto-
da fluxi*, avsak Leibnizliv pocet diferencialii byl publikovan dfive.

Newton vytvoril svlij diferencialni a integralni pocet v letech 1665—1666 v sou-
vislosti se studiem mechaniky, se studiem pohybu. Vyklad tohoto po¢tu podal v praci
»»Methodus fluxionum et serierum infinitarum*, ktera vSak vySla tiskem v anglickém
piekladu teprve v roce 1736, tj. devét let po autorové smrti. Newton zde formuluje
obé zakladni tlohy poétu nekoneéné malych velidin:

I. Je-li v kaZzdém &asovém okamZiku znama délka prob&hnuté drahy, je tikolem
najit rychlost pohybu v daném Casovém okamZiku.

II. Je-li zndma rychlost pohybu zAvisla na Case, je ukolem najit délku drahy za
urcity cas.

Oznadi-li se draha jako z a ¢as jako ¢, znamena to v dne$ni terminologii v prvém
pfipadé derivovani funkce z = f(¢), tj. ureni vyrazu

dz _ df(r)
dt dt ’

ve druhém pfipadé jde o nalezeni z = j(p(t) dt z diferencidlni rovnice prvniho fadu
dz
— =o(t).
5~ 0

Cas je u Newtona jen pomocnym pojmem a slouZi spiSe jako pfiklad nezdvisle
proménné veliiny. Nekone¢né malé piirtistky takovéto veli€iny oznaduje pismenem o,
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postupn& vzriistajici nebo ubyvajici veli¢iny nazyvé ,,fluenty* (z), rychlosti, s nimiz
se veli¢Giny méni ,,fluxe (2) a nekonecné malé pririistky veli¢in (fluent) jsou ,,momen-
ty fluxi (20). Ackoli Newton stdle pouzivd pojmu nekonecné malé veli€iny, piesngji
jej nedefinuje. Z jeho vypodéti jen vyplyvd, Ze ¢leny ndsobené Cinitelem o poklddd ve
srovnani se leny, jeZ o neobsahuji, za nuly. Mé-li z daného vztahu mezi fluentami
f(x, y,z,...) = 0(1) ur&it vztah mezi fluxemi, vytvdfi vyraz

f(x+ X0, y+yo, z+z20,...)=0,

k jehoZ zjednoduleni pouZije vztahu (1) a dostane vztah pouze mezi ndsobky ne-
kone¢né malych veli¢in. Potom provede déleni vyrazem o a nakonec zanedbd vSechny
¢leny, v nichZ se jeSté o vyskytuje, nebot podle né€ho je moZno povazovat je ve srov-
ndni s ostatnimi Cleny bez o za pouhé ,,nic*“. Nakonec dostdvd hledanou rovnici
ve tvaru

F(x,.y, Zyn X, 0, 2,..) = 0.

Neni tfeba zvldst zdirazitovat, Ze Newton pouZivd své metody pouze tam, kde vede
k cili, totiZ v podstatd jen pro algebraické funkce f(x, y, z, ...).

Svou metodu Newton aplikoval na urovdni maxim a minim, k nalezeni tecen,
sttedu kfivosti a polomé&ru kfivosti kfivky a nakonec ke kvadraturdm ploch a rekti-
fikaci obloukii. Se zvefejnénim vysledk své prace vSak Newton nijak nepospichal
a velmi neochotn€ ddval souhlas k publikaci i pozdé&ji, kdy propukl spor mezi nim
a Leibnizem o prvenstvi objevu diferencidlniho a integrdlniho po¢tu. Je mozZné, Ze
pficinou toho byla kromé nedokonalosti metod feSeni i nedostatecnd logickd oda-
vodnénost teorie fluxi. Newton si byl tohoto nedostatku dobfe védom, ale nedovedl
se s nim vyrovnat. Ndzory na od@ivodnéni teorie fluxi né€kolikrdt zmeénil. V hleddni
vychodiska vytvofil ,,metodu prvnich a poslednich poméri*, jakysi prvopocdtek
teorie limit. Metoda zdleZi ve vySetfovdni limitnich poméri ,,sotva vznikajicich*
(prvni pomé&ry) a ,,jiZ ji mizejicich* (posledni poméry) veli&in. Rikd: ,,Posledni
poméry, jimiZ veliiny mizi, nejsou ve skuteénosti poméry poslednich veli€in, nybrz
hrani¢ni hodnoty, k nimZ poméry neomezen& ubyvajicich velifin stdle konverguji
a k nimz se bliZi vice, neZ je libovolny pfedem dany rozdil, ktery vSak nepfekroéi ani
skute¢n& nedosdhnou, dokud se veli¢iny nestanou nekonedn& malymi* ([22], 112).

A ddle jesté uvddi: ,,Veli€iny a poméry veliCin, které v libovolném konecném Case
se stdle bliZi stejné hodnoté a v prib&hu tohoto ¢asu se k ni pfibliZi aZ na libovolny
pfedem dany rozdil, budou si nakonec rovny*.

Takovyto vyklad nebyl pro Newtonovy soucasniky zcela jasny. Dalsi osud teorie
fluxi je proto spojen s ostrym bojem, zaméfenym zejména na jeji zdklady.

* %k %k

Leibniz pracoval na svém diferencidlnim poctu v letech 1673 —1676. V roce 1676
si zacal dopisovat s Newtonem. V té dobé jiz védél, Ze Newton pracuje na podobnych
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problémech jako on. Proto jej sezndmil se svymi vysledky a doufal, Ze Newton udini
totéz. Ten vSak velmi peclivé skryval své objevy a pfestal na Leibnizovy dopisy
odpovidat. Leibniz pracoval tedy ddle zcela samostatné. SnaZzil se ospravedlnit sviij
objev bud logicky pfisnou dedukci, nebo dostatecné velkym mnoZstvim praktickych
vysledkli a uspéchil. Vefejnost sezndmil se svym poctem aZz v roce 1684, kdy v lipském
Casopise ,,Acta Eruditorum* publikoval prvni ¢ldnek o analyze nekoneéné malych
veliéin s ndzvem ,,Nova Methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus
quae fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi
genus‘. Stat nemd ani deset stranek a nejsou v ni diikazy. Ale diferencidlni pocet se tu
prvné objevuje ve tvaru, ktery pfipomind jeho dneSni podobu. Leibniz nazval svij
algoritmus ,,calculus differentialis* — diferencidlni pocet ([14], 6). Ve srovndni
s dfivéjsimi metodami povaZoval za jeho piednost, Ze se dd pouZit na lomené
a iraciondlni vyrazy stejné jako na celé a bez obtiZi je mozno ho aplikovat i na kfivky
transcendentni ([14], 7).

Ve svych uvahdch vychdzel Leibniz z problému sestrojeni teCny ke k¥ivce. TeCna
je u ného pfimka, kterd prochdzi dvéma body kfivky, které jsou nekoneéné€ madlo
od sebe vzdaleny. Podle Leibnize lze tuto nekonecné malou vzddlenost vyjadfit vZdy
jako funkei diferencidlu dx ([14], 7). S diferencidlem pak naklddal Leibniz zna¢né
libovolné. Nékdy povazZoval diferencidl argumentu dx za plné libovolnou veli¢inu
a dy definoval vztahem dy = y dx/St, kde St subtangenta kfivky v bodé o soufad-
nicich x, y ([14], 3).

Na jiném misté zase poklddd dx a dy za veliCiny umérné okamzitym pfirtstkiim
hodnot x a y ([14], 6).

V préci jsou uvedena vSechna zdkladni pravidla derivovdni. Je-li a, b konstantni
ax, y, v, w, z jsou proménné veli¢iny, pak

da=0,
d(ax) = adx ;
pro y = vje
dy =dv;

dz—y+w+x)=dz —dy + dw + dx;
d(xv) = xdv + vdx;

P +ody F ydo .

y »y ’
dx®=ax""'dx; di= _ﬂ_@{;
x4 xa+1

a3/(x) = 2 ax /) dg/(lxa) - bi;(if“’)
([14], 3-6).
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Nutno vSak poznamenat, Ze ve studii ,,Nova Methodus...* se Leibniz je$té zdrzZel
pfesného vykladu své zdkladni mySlenky a také preSel mléenim integrdlni pocet,
jehoZ hlavni princip v té dobé jiz ddvno znal. P¥isel totiZ jiz dfive na mySlenku s&itdni
diferenci dx a dy a v8iml si, Ze k souétiim téchto diferenci vedou i tlohy o kvadra-
turdch. Vyrkl nédzor, Ze feSeni inverznich dloh k tilohdm o te¢ndch lze pfevést na
kvadratury. Pfipadl tak na vzdjemnou souvislost mezi derivovdnim a integrovdanim.
Integrdlnimu poétu byla vénovédna préce, kterd vysla aZ za dva roky po studii ,,Nova
Methodus..., tedy roku 1686, a nazyvala se ,,De geometria recondita. Jsou v ni
vyloZena pravidla integrace nékterych elementarnich funkci.

Svymi pracemi dali Newton a Leibniz zdklad nové matematické disciplinég, jejiz
rozvoj a vysledky byly vskutku udivujici. Rychle rostl pocet uloh feSenych jejich
metodami. Ale tato novd nauka nesla ve svych zdkladech nerozieSeny spor mezi
rostoucimi praktickymi ispéchy a logickym zdiivodnénim operaci s nekoneéné ma-
lymi veli¢inami. Zranitelnost takového stavu byla dosti citelnd a projevila se velmi
brzy. Proti ,,poctu nekonecné malych** vystoupili protivnici, ktefi pochybovali nebo
zavrhovali jeho metody, vysledky a zviasté pak vyklad zédkladnich pojmil.

Leibniztiv diferencialni po¢et mél hodné odplrcii. Nejzanicenéji z nich si vedl
Bernhard NIEUWENTDT (1654—1718). Jeho vytky nepatfily jen Leibnizovi, ale v§em
pfivrzenciim diferencialniho poétu, zvlasté pak také bratfim Bernoullitm a I"Hospi-
talovi. Kritika infinitezimalniho poctu je obsaZena ve dvou Nieuwentijtovych spi-
sech: ,,Considerationes circa analyseos ad quantitates infinite parvas applicatae princi-
pia‘“ (1694) a ,,Analysis infinitorum* (1695). Nieuwentijt ma k diferencidlnimu poctu
v podstaté tii vyhrady:

I. Leibniziv diferencidlni pocet trpi stejnymi potiZemi jako ostatni infinitezimdini
metody. Povazuje veliCiny, které jsou jen nekonec¢né malé, nékdy pfimo za nuly.

II. Chybi aplikace diferencidlniho poctu na exponencidlni funkce.

III. 1 kdyZ lze pochopﬁ a pfijmout prvni diferencidl dx, ndsledujici diferencidly
d?x, d3x, ... nemaji smysl.

Leibniz na Nieuwentijtovy vypady odpovédél pfesnéj§im objasnénim svych idei,
které vySlo v Journal des Sgavans (1702) pod ndzvem ,,Justification du calcul des
infinitésimales etc...“. Leibniz nejprve podal jasnou pfedstavu o funkciondlni
zdvislosti dvou proménnych veli¢in a do zdkladi svého poctu nekonecné malych
postavil ,,princip spojitosti. V souhlase s timto principem rozdil dvou veli€in std-
vajicich se sob& rovnymi neni jiZ ,,nic* a nalézd se ve ,,stavu mizeni*. Déle ukazuje,
7e dv& mizejici veli¢éiny mohou mit koneény pomér, takZe nehledé na jejich spole¢né
mizeni, zachovd se mezi nimi urcity rozdil.

Na druhou ndmitku Nieuwent'jtovu odpovéd€l Leibniz odvozenim diferencidlu
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pro pfipad exponencidlni funkce. Z kvadratury hyperboly mu bylo zndmo, Ze

J'dx
— =logx.
X

Je-li déle x" = y, pak z rovnice v.log x = log ) za pouZiti integrdlni formule pro
logaritmus vyplyvd, Ze
de _ d»

d
Lv—+dulog\ =—‘Y.
X Vv

Z toho ovsem po dosazeni za y plyne, Ze

d(x*) = x 2 dx + log x de = ex* "' dx + x"log x dv .
X

([4], 11, 232). Pfi zavedeni vysSich diferencialii Leibniz poznamendvd, Ze existuje
nekonecné mnoho rozdilnych tddi veliCin, pfi¢emZz pomér veli¢iny nékterého fadu
k veli¢iné bezprostfedné piedchdzejicicho nebo nésledujiciho fadu lze vyjadftit pouze
nulou nebo nekonecnem, zatimco pomér veli¢in téhoZ fadu muze nabyvat libovolnych
Ciselnych hodnot. Utvdfi pomér dx/dy = x/a, kde a a dy znamenaji konstanty.
Odtud vypotitdvd dx = x dy[a a derivovdnim dostdvd ddx = dx dy/a = dx dx/x,
popfipadé ddx/dx = dx/x. ([4], III, 256). Tedy ddx se chovéd ku dx jako dx ku x
neboli vyssi diferencidl je vici nizSimu pravé tak nekonecné maly jako prvni dife-
rencidl vii¢i konecné veli€iné. Timto zplisobem oponoval Leibniz tieti Nieuwentijtové
ndmitce, ze vyssi diferencidly jsou néco nesmysiného.

Nejvétsim odpurcem Newtonovy teorie fluxi byl irsky arcibiskup Georg BERKELEY
(1685—1753). Vydal v roce 1734 pojednani ,,The Analyst, ve kterém se snazil
dokdzat, Ze analyza stejné jako i ostatni védy nemd solidnéj§i zdklad neZ bohoslo-
vectvi. Hlavni jeho odpor byl namifen proti fluxim, zvlasté pak fluxim vysSich fddi.
Ze Newton oznad&il fluxe jako rychlosti, s nimiZ se veli¢iny méni, Berkeley jeit& chdpal.
Nechdpal v8ak, co bude druha, tfeti fluxe atd., nechdpal, co to znamend rychlost
rychlosti. Také apeloval na zdravy lidsky rozum a tdzal se, jak je moZno uvaZovat
o veliindch, které nejsou ani konecné ani nekoneéné, o poméru niceho k niemu,
o soulinu koneéné veli¢iny s niéim. Velkym podnétem k t€mto pochybdam bylo
Newtonovo vypoéteni fluxe mocniny x". Podle Newtona se nalezne z rozdilu

-3
X"

- n — —2
(x + o)) = x"=nx""1o + nln = 1) 5 ) X""20% + n{r 21) (3” 2)

Dgli-li se ptirdstek veli¢iny x" &initelem o (pfedpoklddd-li se tedy o + 0) a zanedbaji-li
se viechny &leny, jeZ jesté o obsahuji (tedy jako by ¢ = 0), dostane se pro fluxi x"
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vyraz nx"~ ! ([4], 111, 740). Z postupu je vidét, Ze v pojeti podstaty veli¢iny o existuje
ohromny rozpor, ktery pravé podnitil Berkeleye k ostrym vytkdm. KdyZ totiZ veli¢ina
x obdrZela pii zméné pfirtstek o, musi tento pfirtistek jako takovy existovat, namital
Berkeley, a neni tu Zddné oprdvnéni povazovat veliinu o, z jejiZ nenulové existence
se vychdzi, ndhle za rovnou nule.

Také Berkeleyova kritika vyvolala Zivou polemiku, kterd pokracovala mezi mate-
matiky s velkou intenzitou po celé 18. stoleti. Ostré diskuse vedly sice nékdy az
k odmitani nové matematické discipliny, ale na druhé strané mély ten klad, Ze vedly
k pokusidm vylozZit zdkladni pojmy infinitezimdlniho poctu bez logickych spori.

Tyto pokusy byly vedeny celkem tfemi sméry: Prvni smér je charakteristicky svym
,»haivnim* pojetim idferencidlu dx. Poc¢itd s nim bez bliZ§iho vysvétleni, nékdy mu
pfipisuje vlastnosti koneénych veliin, tedy také dx #+ O, a jindy zase povaZuje
dx = 0.

Druha skupina se snaZzi preklenout tyto rozpory. Existuji v ni dvé tendence. Jednak
je to pojeti Eulerovo, ktery se vyhyba nekoneéné malé veli€iné a pracuje jen s konec-
nymi prirlistky Ax, jednak jsou tu védci, zabyvajici se limitnim pfechodem a pfi-
pravujici tak pidu pro definici limity a derivace, jak ji zavedli pozdégji CAUCHY
a BoLzANo.

Tteti skupinu tvofi matematici odmitajici pojem nekonecné malé veliCiny vibec
a snazici se odtvodnit infinitezimalni pocet algebraickou cestou.

7 r

Nézory prvni skupiny jsou v podstaté obsazeny ve velmi rozsifené I'Hospitalové
udebnici diferencidlniho poltu. Nekoneéné mald veliina je tu charakterizovdna
- nékterymi vlastnostmi, vyjddfenymi v podobé jakychsi tehdejsich axiomi. Nejpod-

Mo .

statné&jsi z nich jsou tyto dva:

I. Dv€ veli€iny, které se 1i§i jedna od druhé o nekoneéné malou veli¢inu, necht
jsou povazovany za sob& rovné.

II. Veli¢ina, kterd se nekonecné mdlo zmensi nebo zvétsi, necht je povaZovdna za
konstantni ([7], 12).

V této koncepci neni pfimo feceno, Ze nekoneén€ mala veli¢ina je nula, v konkrét-
nich ptipadech se vak za ni povaZuje. Sama o sob& je pokldddna za veli¢inu kon-
stantni, v&t3i neZ nula, aviak (v &emZ je rozpor) mensi neZ libovolnd koneénd veliCina.
Je omezend vSemi koneénymi veli¢inami shora. Jinak jsou ji pfipisovdny vlastnosti,
jaké maji viechna &isla, s nimiZ se tehdy redlné pocitalo. Proto aritmetické operace,
definované piivodné pro pfirozend &isla a pfendSené i na ostatni Ciselné obory, se
mechanicky pfendseji i na ni. Z pfedpokladu, Ze nekoneéné mald veli¢ina md vlast-
nosti koneéné veliCiny plyne, Ze je také do nekoneéna délitelnd. Neustdle opakovanym

délenim se dostdvaji nekonedn& malé veli¢iny vysSich fddu. Pokud se tyce jejich vzai-

My

jemnych vztaht, ukazuje se, Ze nekoneéné malou veliinu vy$§iho fddu mozZno za-
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nedbat proti nekoneéné malé niz§iho fddu a tu Ize opét zanedbat viidi veli¢ing koned-
né. Zadné uvahy patfici k tomuto naivnimu pojeti infinitezimdlniho podtu vsak
nevedly k fddnému zdivodnéni, kdy lze poklddat nekoneén& malou veli¢inu za rovnou
nule a kdy nikoli.

Dalsim, kdo se pokusil objasnit podstatu infinitezimalniho poétu, byl Leonard
EULER. Ve vyvoji Eulerovych nazorli na podstatu nekoneéné malé veliCiny lze po-
stfehnout dvé tendence. Prvni z nich je vyjddiena v ,,Introductio in analysin infinito-
rum*. V této prdci v souvislosti se studiem exponencidlni funkce Euler ¥ikd: ,,ProtoZe
plati a® = 1, plyne z tohoto a z pfedpokladu, Ze a je Cislo v&tsi neZ jedna, a tedy pfi
vzristdni exponentu Cisla a soucasné roste hodnota mocniny, Ze kdyZ exponent
nekoneéné mélo prevysi nulu, mocnina nekoneéné mdlo prevysi jednotku. Jestlize w
bude nekoneén& malé &islo, tj. tak maly zlomek, Ze se jen tak tak nerovnd nule, pak
a® = 1 + y, kde  bude také nekone¢né malé«. ([5], 21).

Zde je s plnou urcitosti feceno, Ze nekoneéné mald veli¢ina neni rovna nule. Je to
v8ak ndzor, ktery Euler zastdval asi v letech 1744 —45. Pozdé&ji, kdyZ psal ,,Institu-
tiones calculi differentialis, jej v§ak zménil.

Eulerova ucebnice diferencidlniho poctu byla prvné vyddna roku 1755 petro-
hradskou akademii. V ni Euler dokazuje, Ze nekone¢né mald veli¢ina je konstantni
veli¢ina rovnd nule. Zavddi pravidla pro pocitdni s t€mito ,,nulami*“. O poméru
téchto nul tvrdi, Ze mZe nabyvat libovolnych hodnot. K tomuto tvrzeni dospivd
uvahou o ,,aritmetickém® a ,,geometrickém‘ porovndni jejich vztahu. Zatimco
aritmeticky plati n.0 = 0, geometricky ovSem lze tento vztah transformovat do
uméry n : 1 = 0:0 pro libovolna n. To vedlo Eulera k zdvéru, Ze dvé nuly n .02 0
nejsou si ve vsech pfipadech rovnocenné. Dv€ nuly, ¢imZ vlastné mini nekoneéné
malé veli¢iny, pak mohou mit libovolny pomér, ackoli aritmeticky jsou si rovny
(Is1. 91).

V duchu tohoto srovndvani jsou pak odvozena vSechna pravidla. Je-li a konecné,
pak a dx = 0; a dx je tedy také nekonecné mald, aritmeticky rovna dx, geometricky
v8ak nikoli, nebotf pomér adx :dx = a : 1 je rizny od jedné; a + ndx = a plati
geometricky i aritmeticky. Zde Euler poznamendvd, Ze nekoneéné malé n dx je ve
srovndni s kone¢nymi veli¢inami ni¢im a je moZné je zanedbat ([ 5], 92).

Zavadi také jako mocniny nuly diferencidly vyssich rdda dx?, dx?, dx*, ..., které
vitéi konednym veli¢indm i viiéi dx opét moZno zanedbat. Pak se také vyraz dx + dx?
vii dx nachdzi ve stavu rovnosti jak geometrické, tak aritmetické ([5], 92) a plati

adx™ + bdx" = adx™, jeli m <n([5],93).

Je zajimavé si také v§imnout, jak Euler zavddi nekoneéné velkou veli¢inu. Pro n€ho
je vysledkem déleni kone&né veli€iny veli¢inou nekone&n& malou: a/dx = oo a ana-
logicky i afoo = dx ([5], 95).

V tomto pojeti nekoneén& malé veli€iny a nekoneéna je Euler velmi blizky zastdn-
ctim naivniho sméru. Stejn& jako pro né, je pro Eulera nekone¢né mald kvalitativné

157



néco Uplné stejného jako tieba %, 1, 1, ... S naivisty se shoduje i v tom, Ze s nekoneéné
malou poéitd jako s kazdym normélnim redlnym &islem.

Euler se snazi v podstaté vyhnout pojmu nekone&né& malé veli€iny. Podle ného také
ona neni vlastnim pfedmétem studia diferencidlniho poétu. Tento pfedmét vymezuje
v tivodu své uéebnice diferencidlniho poctu.

,»,Je to metoda urceni poméru mizejicich priristki libovolnych funkci k mizejicim
piiristkiim jejich argumentd, kterych ve svém prib&hu nabyvaji ([5], 39). Pro
ilustraci uvddi priklad funkce x?, jejiz argument vzroste o mizejici pfirtistek w. Pak
o poméru pfirtstku x* ku o plati ([ 5], 39):

2xw + o 2x + o

w 1

A protoze Euler poklddd w = 0, je tento pomér koneény a rovny 2x. Diferencidlni
pocet se tedy podle Eulera zabyvd koneénymi veli¢inami.

Pfes to, Ze se Euler ve svém vykladu vlastné ptikldni k naivnimu pojeti diferencidl-
niho poétu, citi jiz podvédomé nutnost limitniho pfechodu pfi chdpani infinitezimédl-
nich veli€in, ale neumi ho pfesné€ vyjddrit. Svéd¢i o tom naptiklad vyrok, ktery uvddi
v souvislosti s jiZz uvedenymi piirtstky funkce x? a jejiho argumentu x: ,,Je nutno si
predstavit, Ze tyto pfirdstky se stdvaji menSimi a mens$imi a tehdy nachdzime, Ze
jejich poméry se stdle vice a vice pribliZuji k jakési uréité hranici, které dosahuji
viak teprve tehdy, kdyZ se uplné obraceji v nulu. Tato hranice, ktera tvofi jakoby
posledni pomér uvedenych pririistki, je skutenym pfedmétem diferencidlniho poctu‘
([5], 41).
~ Ke vzniku praci zabyvajicich se limitnimi pfechody dala podnét Berkeleyova

kritika Newtonovy teorie fluxi a metoda prvnich a poslednich pomé&rt. Jednim z prv-
nich, kdo zadali tuto teorii rozpracovavat, byl B. RoBins (1707—1751), jenZ témto
problémim vénoval spis ,,4 discourse concerning the... methods of fluxions. ..
a tfi stati v Casopise ,,Republic of letters* (fijen a listopad 1735 a duben 1736).
Robins definoval pojem rovnosti v limitnich pfipadech: ,,KaZda konstantni veli¢ina,
ke které se pfiblizuje, nikdy ji nepfestoupic, spojité se zvétsujici nebo zmenujici
proménna, zkouma se jako veli€ina, jiZ se nakonec stivd proménna rovnou, jestlize
predpokladame, Ze rozdil mezi prom&nnou a konstantni limitou pfi jejim pfibliZeni
k limit¢ miZe byt mens$i neZ libovolna dand vhodn& malad veli€ina** ([23], 155).
A dale: ,,Pfesné tak se mohou bliZit k urcité limité poméry; pomér se nakonec zkouma
Jako totozny s takovou limitou* ([23], 155).

V roce 1742 pfisel Colin MACLAURIN (1698—1746) se svou znamenitou praci
.»A Treatise of Fluxions*. Vykladal pojem limity pomoci uceni o tvofeni veli¢in
prostfednictvim pohybu. Formuloval dva zakladni principy.

1. Jestlize dv& veli¢iny vznikajici pohybem se neustdle rovnaji, pak se neustale
rovnaji pohyby, které je vyvolavaji.
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II. JestliZe naopak jsou si stale rovny ony pohyby, pak si budou vZdy rovny veli¢iny
vyvolané jimi za tentyZ ¢as ([23], 156).

Pomoci pohybu Maclaurin objastioval i fluxe vysSich fadi, a to zavedenim zrychleni
riiznych rada.

Z Newtonovy teorie fluxi vySel i mladsi soucasnik Eulera Jean le Rond D’ ALEMBERT
(1717—1783). Své nazory podrobné vyloZil ve statich ,,Différentielle* a ,,Limite*.
D’Alembertova metoda se jen nepatrné liSila od Newtonovy metody prvnich a po-
slednich pomért, ale d’Alembert pfibliZil toto pojeti matematikiim Evropy tim, Ze
pouzival Leibnizovy symboliky. Zaroven podrobné&ji rozvinul Newtonovy myslenky
a dal jim formu metody limit ve vlastnim pojeti: ,,Jedna veli¢ina je limitou druhé
veli¢iny, jestliZe tato druha se miiZe pfibliZit k prvni vice, nez je libovolna dana veli-
ina, af je tato posledni jakkoli mala, pfiCemZ vSak pfibliZujici se veliina nikdy ne-
miZe pfedstihnout veliinu, ke které se blizi“. Aby se vyhnul operacim s nulami,
vyslovil d’Alembert je§té€ poZadavek, Ze limita se nesmi ztotoZnit s Zadnou hodnotou
proménné. Jeho teorie vSak rovnéZ nebyla bez chyb a jedna z nejzavaznéjSich se tykala
vypoé&tu derivace, ktery provadél nasledujicim postupem: K promé&nnému argumentu x
pfidal koneény prirtistek Ax, ¢imZ funkce y = f(x), kterd je pro d’Alemberta dana
koneénym analytickym vyrazem sloZenym z elementarnich funkci, vzrostla o koneény
prirlistek Ay. Pom&r Ay/Ax, ktery je z danych vztah sestaven, pak déle zjednoduSuje.
Pfi konedném kroku dosadi Ax = 0. Tato metoda je vSak zaloZena na piedpokladu,
7e je jiz znam rozklad y + Ay = f(x + Ax) na fadu podle mocnin Ax, coZ je ve
skute€nosti ekvivalentni tomu, Ze je jiZ nalezena samotna derivace.

V roce 1784 vypsala berlinska akademie véd, jejimZ presidentem byl tehdy Joseph
Louis LAGRANGE (1736—1813), konkurs s cilem vytvofit jasnou a presnou teorii
,,nekonetn& malého“ a ,,nekonecné velkého*‘. PoZadovalo se, aby byl pfedloZen
takovy pfesny a jasny matematicky vyklad, aby jeho studium neéinilo potiZe a nebylo
dlouhé. V konkursu zvitézil Zenevsky matematik S. L’HUILIER (1750—1840). Dusledné
rozvinul podet ,,nekoneéné malych, vychazeje pfi tom z Robinsovych pfedstav
o limit&. Jeho spis vySel roku 1786 v Berlin& pod nazvem ,,Exposition élémentaire des
principes des calculs supérieurs*, L’Huilier zdtraziioval, Ze dy/dx nutno vySetfovat

ne jako zlomek, ale jako symbol limity zlomku, zejména lim Af(x)/Ax. Piesto, Ze
4X=0
PHuilierova prace ziskala v konkursu prvni cenu, nedosahla takového cile, ktery mél

pfi zadavani problému Lagrange na mysli.

Velkou nevyhodou teorie limit bylo také to, Ze neméla zadny algoritmicky aparat,
ktery by slouzil k nalezeni limit. Proto se v 18. stoleti objevila jesté jedna koncepce
z4kladh analyzy, nazyvana ,,algebraickou‘. Jeji podstata zaleZela v tom, Ze by se do
zakladd analyzy poloZil pojem derivace, jehoZ definice by se opirala o skutecny zp-
sob jejiho nalezeni a ne o mlhavé pojmy nekoneéné malé veliCiny, limity apod.
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Operace derivovani by se zaménila algebraickym postupem nebo jakymkoli jinym
specialnim algoritmem.

Prvni prace z oblasti algebraického diferencialniho poétu se objevily v Anglii.
Byly to spisy Johna LANDENA (1719—1790) s nazvy ,,A discourse concerning the
residual analysis“ a ,,The residual analysis*. Landen vySetfuje pro funkci y = f(x)
vyraz [f(x') — f(x)]/(x" — x), kde x" & x, a vyjadfuje jej fadou, jejiz Cleny
nemaji ve jmenovateli vyraz x’ — x. Klade potom x’ = x a takto obdrZenou hodnotu
vyrazu nazyvd ,specidlni hodnotou* neboli podilem ,,rezidui* ([23], 157). Landeno-
vy uvahy stejné jako ivahy ostatnich pfivrZzenct algebraické analyzy se v8ak opiraly
o pfedpoklad, ktery povaZovali 2a samoziejmy, a to rozloZeni libovolné funkce f(x)
v fadu podle mocnin x" — x. Jak se ukdzalo, byl tento postup vhodny jen pro poly-
nomy. Jeho rozsifeni na ostatni funkce bylo spojeno s téZkostmi, se kterymi se tehdejsi
zastdnci algebraické analyzy neuméli vyrovnat (rozsifeni vlastnosti kone¢nych sougtit
na nekoneéné fady, vyjddfitelnost funkci mocninnou fadou apod.).

Nejzavazngjsi praci, ktera se zabyvala moZnostmi algebraického diferencialniho
poétu, byl velky spis LAGRANGEUV ,,Theorie des fonctions analytiques*‘. Jejim tstfed-
nim bodem byla snaha dokazat vétu, Ze kaZzda funkce y = f(x + h) je téméf vSude
(vlastné nemusi platit pro diskrétni hodnoty argumentu) rozloZitelnd na mocninnou
fadu

fx + h) =f(x) + ph + gh* + rk® + ....

Dukaz provedl Lagrange tak, Ze vyloudil vSechny zvlastni pfipady (moZnost vyskytu
¢lenl se zapornymi nebo lomenymi mocninami 7 atd.). Tim mu zbyla pro vySetfovani
jen tfida analytickych funkei, ostatni funkce oznadil jako vyjimky. Mocninnou fadu
uzil Lagrange pro vyjadreni funkci polynomy, opiraje se o to, Ze pro vSechna dosta-
te¢n€ mala /4 je kazdy ¢len rozkladu vétsi neZ soudet po ném nasledujicich ¢lent. Pro
konkrétni funkce odvodil formuli zbytku a zacal uZivat véty o stfedni hodnotg.
Derivace definoval jako koeficienty pfi jednotlivych mocninach 4, ov§em s pfesnosti
na prislu§né ¢iselné konstanty.

Podle Lagrangeovych predstav diferencialni pocet tvofil ¢ast algebry, odliSujici se
jen specifickymi algoritmy. ,,Algebra neni nic jiného neZ teorie funkci... V algebre
ve vlastnim slova smyslu se vySetfuji jen prvotni funkce pochazejici z obydejnych
algebraickych operaci; to je jen prvni vétev teorie funkci. Ve druhé vétvi se vySetfuji
derivace funkce a je to ta vétev, kterou nazyvame ,,teorii analytickych funkci‘‘ a kte-
r4 obsahuje viechno, co se vztahuje k novym podtim* ([21], 42).

Brzy se vSak ukazalo, Ze Lagrangeova teorie neni zcela v poradku. Zakladni véta
o rozloZeni funkce v fadu se v podstaté micky opirala o predpoklad, Ze kazda funkce
se da rozlozZit na Taylorovu fadu. Kromé toho se také Lagrange nemohl vyhnout
nepfimym odkaziim na nekoneéné malé a na limitni pfechody. Operace s fadami se
také ukazala neopodstatnéna, protoZe se provadéla bez fadného vysetfovani kon-
vergence fad. Pfinos Lagrangeovy teorie viak zaleZel v tom, Ze se zde prvné objevila
teorie funci jedné realné proménné.
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* k %

Zavérem je moZno fici, Ze Zddny z uvedenych smérl, kterymi se ubirali matema-
tikové 18. stoleti pti zdivodiiovani zakladnich operaci s nekone¢né& malou veli¢inou,
nevedl zcela uspokojivé k cili. K uspokojivému vykladu pojmu nekoneén& malé veli-
¢iny dochazi az v prvé poloving 19. stoleti, kdy nastava obdobi revize zaklad mate-
matické analyzy.
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