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Kvantové pocitace

Igor Jex, Praha

Kvantové politate jsou fyzikalni systémy zahrnujici kvantové soustavy, jejichz €asovy
vyvoj se da chapat jako jisty druh vypoétu. Pfispévek podava nékteré zikladni definice
a mozné zpusoby realizace.

Uvod

Pocitale se staly nasim kaZdodennim spole¢nikem. Pronikly do v8ech oblasti lidské
¢innosti a znasobily tak naSe moZnosti. Po¢itace maji dlouhou historii sahajici hluboko
do minulosti. Od jednoduchych pocitadel pfes mechanické kalkulatory az k dne$nim
superpocita¢im jejich vyvoj primo odraZel technologickou vyspélost nasi civilizace.
V éem ale spociva skutedny rozdil mezi dne$nim poécitaem a (v piipadé, Ze by byl
dokonéen) kalkuldtorem Charlese Babbagea? Rozdil je v prvni Fadé technologicky.
V soucasnosti pouzivime podstatné rychlejsi soucastky na bazi polovodic¢l, diky
kterym jsme podstatné zkratili dobu elementdrnich dkond. Existuji ale ulohy, pro
které jsou i souCasné pocitace beznadéjné pomalé. Takovou ulohou je naptiklad rozklad
velkych (mnohocifernych) é&isel na prvoéinitele.

Predstavte si, ze dostaneme za kol najit dva netrividlni délitele daného déisla, tfeba
Cisla 27233. Pomoci papiru a tuzky by ndm to zabralo zcela jisté vic nez par minut.
Ovéfit, ze uvedené ¢islo je sou¢inem 113 a 241, bude trvat nékolik sekund (opét jenom
s pouZitim papiru a tuzky). Divod, pro¢ tomu tak je, nemd svoji pfifinu v tom,
Ze nékdo pocitd pomaleji a druhy rychleji, ale v tom, zZe zatim lidstvo nenaslo rychly
(efektivni) algoritmus pro rozklad &isla na prvocinitele. Pro ndsobeni takovy algoritmus
zname a ucili jsme se ho na zakladni skole.

Zda je algoritmus pomaly nebo rychly, se d4 samoziejmé specifikovat pfesnéji. Pro
pomalé algoritmy je typické, ze poCet krokt nutnych k jejich vykondani roste expo-
nencialné s velikosti vstupu, tj. s po¢tem cifer ¢isla N v binarnim zapisu. Napiiklad
elementarni postup pfi prvoéiselném rozkladu ¢isla N je zkusit vydélit dané ¢islo vSemi
&isly mensimi nebo nanejvys rovnymi v N. Pocet &isel S, ktera je tieba ovéfit, roste
jako

S ~ kexp(3log, N),

kde log, N udava velikost vstupu. Poznamenejme také, Ze elementarni testy délitelnosti
tento pocet drasticky nemeéni, tj. zavislost by byla exponencialni, i kdyZ s trochu jinym
faktorem k. V pripadé rychlych algoritmi by méla byt zavislost ne exponencialni, ale
polynomidlni

S =~ P,(log, N),

Ing. Icor JEX, CSc. (1962), katedra fyziky FIFI CVUT Praha, Bfehova 7, 11519 Praha.
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kde P je polynom jistého stupné [.

Mize se zdat, ze v praktickém Zivoté na problémy spojené s rychlosti algoritmi
narazet nebudeme. Rozvoj komunikace nés ale uz dlouho ué¢i né¢emu jinému. S rostouci
moznosti komunikace roste i potieba lidi zachovat si jistou miru soukromi nebo alespon
nékteré informace a zpravy si ponechat jen mezi sebou a osobou, pro kterou jsou
urCeny. Tohoto cile je vétS§inou dosazeno pouzitim tajného klice nebo metody, ktera
pro nezasvéceného navzdory své jednoduchosti bude vyzadovat obrovské materidlové
nebo casové naklady.

Kryptografie

Jednou ze spolehlivych metod, jak ukryt svoji zpravu, je Sifrovani pomoci metody
RSA [1]. Velikou vyhodou této metody je, Ze zasifrovat mize kdokoliv. KIi¢ je vefejné
pristupny tfeba ve formé seznami éisel podobnych telefonnim seznamiim. Desifrovat
zpravu miZze ale jenom ten, kdo zné tajny kli¢. Ziskat kli¢ je z vefejné dostupnych dat
(seznamt) v principu mozné, prakticky ale neproveditelné.

Predstavme si, ze prevedeme tajnou zprdavu na jedno ¢&islo, které si oznafime ja-
ko M. Abychom mohli dané ¢islo bezpeéné odeslat libovolnym vefejnym informaénim
kanalem, odesilatel si v prisluiném seznamu najde dvé ¢isla uvedend pro pfijemce,
a to e a m. Cislo m = pq je voleno ve formé sou¢inu dvou velkych prvoéisel (typicky
padesat aZz stocifernych). Zpravu M, kterou chceme poslat, zakédujeme nasledovné

T = M°¢ (mod m),

kde modm je zbytek pii déleni M¢ &slem m. Cislo T se vefejnym kanalem odesle.
V pripadé, Ze by zprava M byla del$i nez m, rozdélime ji na useky krat$i nez m
a kazdy tsek zakddujeme zvlast. Pfijemce znd pro zvoleny exponent e piislusny
inverzni exponent f takovy, Ze

M =T (mod m),

a provedenim umocnéni si zpétné zpravu deSifruje. Bezpefnost uvedeného zpiisobu
komunikace se zaklddd na exponencidlni ¢asové narocnosti tlohy najit exponent f
v pripadé neznalosti déliteli ¢isla m. Exponent f je moZzno urcit pomoci vztahu

f = e2@mD=1 (1n6d H(m)),
kde &(x) udava pocet Cisel nesoudélnych s = a mensich nez x. V pfipadé &isla m by
platilo #(m) = (p—1)(g—1). Cisté pro ilustraci si étenaf mize zkusit zasifrovat a desif-
rovat tfeba ¢islo M = 5 pomoci exponentu e = 11 a modulu m = 187. Kdybychom pro
redlny pfipad skutecné chtéli za kazdou cenu zpravu desifrovat, nejspi§ bychom spustili
fadu pocitaci a hledali nezndmé délitele (nebo se poohlédli na stole u pfijemce). Zda
se tedy, ze mame skuteéné bezpecny zpisob, jak komunikovat v soukromi. Situace
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se ale muze zménit. Existuji totiZ ndvrhy pro principidlné sestrojitelné fyzikalni zafi-
zeni, které jsou schopny realizovat obrovské mnozstvi paralelnich vypoéti najednou.
Ukazuje se, Ze k dosazeni tohoto cile je nutné pouZzit kvantové systémy [2, 3, 4]. Proti
klasickym pocita¢im jsou kvantové pocitace schopny realizovat nékteré vypocty, které
v klasickém pripadé potfebuji ke své realizaci Cas exponencidlné nardstajici s délkou
vstupu. Kdyby tyto systémy skutecné byly realizované, soukromi pfi komunikaci touto
metodou by nemohlo byt garantovano.

Kvantovia mechanika

Predstavme si dvouhladinovy kvantovy systém, jehoZz stavy popiSeme stavovymi
vektory |z), kde z = 0, 1. Tento systém je zvykem oznalovat jako kvantovy bit neboli
qubit. V klasickém piipadé takovy systém s dvéma moZnymi stavy je bud ve stavu
0 nebo 1. Analogicky kvantovy systém je mozno pfipravit v libovolné komplexni
linedrni superpozici téchto dvou stavi

%) = col0) + e1[1)

s normovaci podminkou |co|? + |c1]|? = 1. S kaZdym stavem je moZno manipulovat
prostfednictvim unitdrnich operaci. Oznatime-li [0) = (), 1) = (0), pak obecna
unitarni operace je reprezentovana parametrizovanymi unitdrnimi maticemi 2 x 2,
typt
R = ( exp(ia) cosp, exp(iB) sin«p)
—exp(ia) siny, exp(if) cosy

nebo

_( exp(ia)cosyp, iexp(if)sinp
~ \iexp(ia)sinyp, exp(iB)cosp )’

Jako specidlni pfiklad miZeme zvolit matici realizujici rotaci o thel ¢ = 45° (o = =

=0)
1 /1, -1
=5 0)

Pomoci téchto transformaci jsme schopni s libovolnou pfesnosti aproximovat prede-
psanou transformaci, a to pomoci polynomialniho poctu krokdu.

Pomoci elementarnich jednotek — qubiti mizeme nasledné zkonstruovat kvantovy
registr neboli soustavu (vzajemné neinteragujicich) qubiti. Pfedpokliddejme, Ze pocet
téchto jednotek je k. Stav celého registru je pak mozno psat jako

11..1
=3 ciln).

n=00...0

Kvantovy stav |0) odpovida situaci, kde kazda z jednotek se nachézi ve stavu 0, stav
|11...1) stavu se viemi qubity ve stavu |1). Celkové mame takto k dispozici 2¥ stavi.
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K dulezitym unitarnim operacim realizovanym nad registrem patfi diskrétni Fourie-
rova transformace [5, 6, 7, 8]. Tato transformace je schopna pfevést registr z daného
stavu |n) do stavu, kde bude viech K = 2* stavii zastoupeno se stejnou statistickou
vahou. Transforma&ni matice ¥ X k ma obecny tvar (s pfesnosti na fazi)

1, 1, ..., 1

U-—L 1, z, ..., k-1
\/E ............................ ’

1, zF1, ..., gh-DGk=D)

kde z = exp(i2n/k). Podotknéme jesté, ze stejné jako Fourierovu transformaci i viech-
ny ostatni pouZité operace v piipadé kvantovych pocitaci je mozné velice efektivné
realizovat. Pro jejich implementaci je vZdy nutny pouze polynomialni pocet kroki.
Diky tomuto faktu nedojde k rozhodujicimu zpomaleni vypoc¢tu z diivodu konstrukce
zafizeni.

Pfedpoklddejme ted, Ze mame za kol najit délitele jistého ¢isla N. Timto problé-
mem se zabyval P. Shor [9] a ukédzal, Ze pomoci kvantovych po¢itaci je ikol mozné fesit
za exponencialné kratsi cas, nez je tomu v pripadé klasickych pocitaci a algoritmi,
tj. v polynomidlnim case.

V tvodu jsme uvedli, Ze nejjednodussim zptisobem je zkouset jako délitele vSechna
&isla nanejvys rovna v/ N (metoda hrubé sily). Diky faktu, Ze kvantova teorie je linearni
a jako vstup lze pouzit libovolnou superpozici, byl by kvantovy pocita¢ schopen dojit
ke spravnému vysledku v priibéhu jednoho vypocétu. Dejme tomu, Ze superpozice by

vypadala néasledovné:
1 L

9 =55 > I

n=00...0

Problémem by v tomto okamZiku ale bylo, jak spravny vysledek vyéist z obrovského
mnozstvi vystupnich tdaji, kterjch bude 2¥; srovnani s hledanim jehly v kupce sena
je vice nez vystizné! V podstaté si vSak musime poradit je$té s jednim problémem.
Kdyz se totiZz podivame na jeden z vysledki, vime z kvantové teorie, Ze automaticky
ztratime vSechny ostatni vysledky a v pfipadé nevyhovujiciho vysledku, ktery je velice
pravdépodobny, jsme nuceni spustit vypocet znovu (problém redukce v kvantové teorii
méfeni). Timto postupem bychom ale nedélali nic jiného, nez co dél4 klasicky pocitac.

Podstatné zjednodugeni feSeni tohoto problému navrhl P. Shor [9]. Ulohu najit
rozklad ¢isla na jeho prvocinitele prevedl na tilohu najit periodu vhodné zvolené funkce
a pomoci zjisténé periody najit vhodného kandidata pro prvociselny rozklad. Kdyz
takového kandidata najdeme, je lehké ovéfit, zda tento kandidat skuteéné je feSenim
naseho problému.

Shortiv algoritmus

Zakladem pro Shoriv algoritmus je feSeni rovnice
2?2 =1 (mod N),
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kterd pro sloZena ¢isla ma kromé trividlnich fe§eni z = £1 (mod N) i netrividlni feSeni
z = #a (mod N). Refeni mozno najit nasledujicim postupem. Zvolime si ndhodné
y < N. Pro nesoudélnd y a N existuje exponent r takovy, Ze

y" =1 (mod N).

Pro sudé r pak nachizime feSeni
7= yr/z

pro vychozi kvadratické rovnice a tim i kandidata na netrivialni délitel ¢isla N. Jako
ilustrativni pfiklad se miZeme pokusit rozlozit na prvocinitele ¢islo 21. Zvolme si y = 2
a spocitdme zbytek 27 po déleni 21 (funkce je periodicka). Zjistime, Ze v tomto ptipadé
r = 6 (perioda funkce). Z toho plyne dal, Ze z = 23 = 8 a nésledné mame jako mozné
délitele 21 ¢isla 7 nebo 9.

Implementace této metody pro rozklad ¢isla N na kvantovém pocitaéi pak vypada
takto. Potfebujeme najit periodu funkce fy(z) = y* (mod N), tj. takové r, ze
fn(z + 1) = fn(z). Pro zacitek potFebujeme kvantovy systém slozeny ze dvou registri
stejné délky L vytvoiené z I qubiti L = 2! a budeme dale predpokladat, ze L > N2.
Pocatecni stav obou registri bude

0)(0).

Prvni registr pfevedeme pomoci Fourierovy transformace do superpozice se vSemi
stavy |z) zastoupenymi se stejnou pravdépodobnosti

—= S )

N&hodné zvolime y a nechdme spoéitat pro kazdé z hodnotu fn(z), kterd bude ulozena
v druhém registru. Po realizaci vypocétu bude soustava dvou registri ve stavu

% S 2)fn ())-

Provedeme zpétnou transformaci na prvnim registru a tim prevedeme systém do stavu
1 .
= 3" exp(i2ena) |n) £ (2)).
@T,m

V tomto okamZiku se hodnoty prvého registru zkoncentrovaly (diky periodicité funkce
fn(z) arealizované transformaci) kolem nasobki zakladni frekvence L/r. Méfenim na
prvnim registru ziskdme hodnotu h, ktera bude velice blizka jistému nasobku zakladni
frekvence jL/r. Ze znalosti £ a L jsme pak schopni najit hledanou periodu r pomoci
klasickych, ale (v poéitadovém smyslu) efektivnich metod.

Predlozena metoda je svou povahou statistickd. Ne kazdy béh kvantového pocitace
dava hledany vysledek. Mize napiiklad dojit k tomu, Ze se ndhodné zvoli nevhodné
éislo y. To ale nepfedstavuje nijak zvlastni problém nebo prekdzku. Nékolik opakovani
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béhu pocitafe nezpiisobi exponencilni zpomaleni vypoctu, ale vede k nalezeni sprav-
ného kandidata. Z fyzikalniho hlediska je podstatné nebezpecnéjsi vliv ztrat a okoli
na fungovani registri. Vlivem okoli nékteré realizace kvantové dynamiky maji vétsi
pravdépodobnost, coZ zplsobuje, Ze na druhém registru nebudeme mit k dispozici
dostateény podcet reprezentativnich vysledkii. Pak nam ani Fourierova transformace
nepfinese hledany vysledek — museli bychom poéita¢ pouzit opakované stejné Casto
jako klasicky pocita¢, coz by vedlo k exponencidlnimu zpomaleni vypoctu, a tedy
efektivnimu znehodnoceni Shorova algoritmu [10].

Druhym kritickym momentem celé konstrukce je vliv chyb v systému. V kazdém
kroku, kdyZ dochézi k manipulaci s qubity, mame co ¢init s problémem pifesné nastavit
(spojité) parametry transformaci. Zdaleka neni trividlni tento druh chyb dostat pod
kontrolu a zarudit tak spolehlivé fungovani celého systému.

Kvantové obvody a logické jednotky

Ukézali jsme, jaké transformace potfebujeme pro realizaci kvantového pocitace.
Stejné jako v ptipadé klasickych poéitaci je mozné i pro kvantové pocitace navrhnout
elementdrni stavebni jednotky — logické obvody [11]. Z fyzikdlniho hlediska jsou tyto
obvody konstruovany ze dvou kvantovych podsystémil. V zavislosti na stavu jednoho
podsystému je realizovén jisty druh unitarni evoluce na druhém (¥izeném) podsystému
[12, 13, 14, 15, 16]. Dynamika miZe vypadat nasledovné

U:Ek]k)(k]@ﬁk =;Pk®fjk.

o w2z

Projektory A predstavuji fidici systém a unitarni transformace Uy predstavuji ¢aso-
vy vyvoj rizeného systému. Nejjednodussim piikladem logického obvodu je analogie
klasického fizeného NOT. Jeho kvantova obdoba je popsana transformaci

ler)|e2) —> |e1 D e2)le2)

soustavy sloZené ze dvou qubitii, kde operace @ znadi sou¢et modulo 2. Jednoduchym
rozSifenim fizeného NOT =ziskdme univerzalni logickou jednotku, pomoci které je
mozné vybudovat libovolny logicky obvod [13, 15].

Nezodpovézenou otazkou stile jeSté zistava, jaké fyzikalni procesy jsou schopné
indukovat pozadovanou dynamiku. V tomto sméru jsou slibné neddvné experimenty
s chladnymi ionty v magnetickych pastech, mikrodutinovd dynamika a kvantové tecky
[17, 18]. V pfipadé atomovych systémi je fizenym systémem Rydbergovsky atom
a fidicim systémem je kvantované elektromagnetické pole v dutiné (rezonatoru). Dalsi
eventualitou mohou byt polarizované fotony [19, 20].

Kvantové pocitace maji za sebou obdobi bouflivého rozvoje hlavné v roviné teore-
tické. Experimenty v tomto sméru jsou zatim na pocatku [17, 18]. I kdyZ prakticka
implementace je zcela jisté stéle jeSté spiSe vizi, nova problematika stimulovala vyzkum
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v oblasti teorie algoritmi, zpracovani a pfenosu informaci stejné jako v oblasti kvan-
tové optiky. Vidime zde i fascinujici ilustraci, jak zakladni koncepce kvantové teorie
lze vyuzit v oblasti na prvni pohled odtazité, jako je rozklad na prvocinitele nebo
realizace vypoCtli. Linedrnost a interference amplitud pravdépodobnosti je vyuZita
ve formé masivniho paralelismu pro ,napocitani“ dostate¢ného poctu testovanych
pfikladt. Tzv. kvantové provazani (entanglement) [4] je efektivné vyuzito pfi interakei
registri a projekéni postulat a neurcitost se uplatni pii ode¢itani vysledki registru pro
ziskani kone¢ného vysledku vypoctu [21, 22].

Literatura

[1] M. R. SCHROEDER: Number theory in science and communication. Springer Verlag,
Berlin 1986.

[2] R. P. FEYNMAN: Int. J. Theoret. Phys. 21 (1982), 467.

[3] D. DEuTscH: Proc. Roy. Soc. (London) A 400 (1985), 97.

[4] A. PERES: Quantum Theory — Concepts and Methods. Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, 1993.

[5] A. ZEILINGER, M. Zukowskl, M. A. HorNE, H. J. BERNSTEIN a D. M. GREENBER-
GER: In Fundamental Aspects of Quantum theory, eds. J. Anandan and J. L. Safko
(World Scientific, Singapore) 1994.

[6] K. MATTLE, M. MICHELER, H. WEINFURTER, A. ZEILINGER a M. ZUKOWSKI: Appl.
Phys. B 60 (1995), S111.

[7] M. RECK, A. ZEILINGER, H. J. BERNSTEIN a P. BERTANI: Phys. Rev. Lett. 73 (1994),
58.

[8] P. TORMA, S. STENHOLM a I. JEX: Phys. Rev. A 52 (1995), 4853.

[9] P. W. SHOR: Proceedings of the 35th Annnual Symposium on Foundations of Computer
Science (IEEE Press, Piscataway, NJ, 1994).

[10] P. W. SHOR: Phys. Rev. A 52 (1995), R2493.

[11] D. DEUTsCH: Proc. Roy. Soc. (London) A 425 (1989), 73.

[12] J. I. CIRAC a P. ZoLLER: Phys. Rev. Lett. 74 (1995), 4091.

[13] A. BArRENCO, D. DEUTSCH, A. EKERT a R. Jozsa: Phys. Rev. Lett. 74 (1995), 4083.

(14] A. BARENCO, CH. H. BENNETT, R. CLEVE, DAviD P. D1 VINCENZO, N. MARGOLUS,
P. SHOR, T. SLEATOR, J. A. SMOLIN a H. WEINFURTER: Phys. Rev. A 52 (1995), 3457.

[15] T. SLEATOR a H. WEINFURTER: Phys. Rev. Lett. 7/ (1995), 4087.

[16] I. CHUANG a Y. YAMAMOTO: Phys. Rev. A 52 (1995), 3489.

[17] C. MonRrOE, D. M. MEEKHOF, B. E. KING, W. M. ITANO a D. J. WINELAND: Phys.
Rev. Lett. 75 (1995), 4714.

(18] Q. A. TURCHETTE, C. J. Hoop, W. LANGE, H. MaBuUCHI a H. J. KIMBLE: Phys. Rev.
Lett. 75 (1995), 4710.

[19] S. STENHOLM: Polarization coding of quantum information. Preprint HU-TFT-95/31.

[20] P. TORMA a S. STENHOLM: Polarization in Quantum Computation. Preprint HU-TFT-
96/1.

[21] CH. H. BENNETT: Physics Today 48 (1995), No. 10, p. 24.

[22] R. Josza a A. EKERT: Rev. Mod. Phys. (1996), v tisku.

~

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 41 (1996), &. 6 317



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T21:44:14+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




