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FRANTISEK HARANT

1) SPECIALNICH KUZELOSECKOVYCII KLINOVYCH
PLOCHACH

Tato price navazuje na vysledky praci uvedenych na zivér jako [1], [2], [31.
V t&chto pracich bylo dokizino, Ze t. zv. implicitni plocha klinovi je definovina

rovnici
F(x,z-G(y) +H(y) =0

pfi splnéni téchto poZadavki:

G(y), H(y) jsou funkce, majici v jednorozmérné oblasti J spouté prvni derivace,
pfi ¢emZ neplati G(y) = 0 pro #4dné y € J, a F (x, 2) je funkce definovani na dvoj-
rozmérné oblasti O, tak, Ze, F ((x, 2) = 0) je kfivka v roving uspofadanych dvojic (x, 2)*).

Za splnéni danych pfedpokladi je tedy moZno sestavit rovnici uréitého druhu kli-
novych ploch takto:

" Necht je déna F (x, 2) = )3 ai, x"i 2, kde uspofddané dvojice cel}’/ch nezipornych

Gsel (v, wi)y i=1,...,1, )sou vzijemn rizné a kde platf a; 7= 0 pro kazdé i = 1,
..., Dosadime do tohoto vztahu z = 2 - G(y) + H(y), kde G(y) aH (¥) splnu)I
pfedpoklady k definici implicitni klinové plochy. Dostaneme tak rovnici implicitni plochy
klinové, kterd m4 systém zékladnich kfivek vzdjemné afinnich v rovinich (y = konst.).

UZitim t&chto vysledkd vy$etiime nyni z uvedenych klinovych ploch ty, na nich
leZi kuZeloseCky. K soustavnému studiu klinovych ploch doSlo se prévé na zdklad&
nékolika specidlnich klinovych ploch s kuZelosetkami, které byly znimy (z popudu
technické praxe).

I. Hledejme tedy mezi uvedenymi implicitnimi klinovymi plochami takové, na mchi
lezi kuzeloseéky Omezime se na plochy stupné nejvySe &vrtého, v piipads, Ze F (x, 2) =
= 0 je kvadraticka rovnice, G(y) je linedrni a H (y) kvadraticka funkce. (O stupm viz
poucku 7 v préci [1]).

Necht tedy .

F(x,2) = ayx* + by2® + 13z + ayx + bz + ¢, =0,
z=e-(ay+b)+(cry*+dy+e),

kde ai, biy ci (1 = 1, 2), a, b, ¢, d, € jsou dané reilni &sla, a, by, ¢;, b, nerovnaji se soucasné
nule.
Po dosazeni a tipravé dostaneme rovnici nnphcu:ni klinové plochy nejvySe &tvrtého

stupné:
by 4 2 abicy’z + a?hy?2® + coxy? + acixyz + 2 bicdy® + 2 b, (ad + be)y*z +
+ 2abbyz? + ax® + My? + bb22? + cdxy 4+ beyxz 4+ Lyz + Nx 4 Py 4+
+Rz+S8S=0, (¢))

kde
M =bd?+ 2bgce 4 cby, P =2bde + by,

*) Symbolem (F (x, 2) = 0) oznadime mnoZinu uspofddanych dvojic v dané oblasti, splfiuji-
cich rovnici F (x,2) = 0. Obdobné v dal§im textu.
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L —=2abe+2bbd +ab, R=2bbe+bb,
N=a3+cle,‘ ) S=blea+bge+62.

Zkoumejme nyni podminky pro to, aby na plose ((1)) lezély kuZelosecky, a to v rovinich
(2 =mx + ny + q), resp. (y = mx + n), resp. (x = konst).
1) Protnéme tedy plochu (1) rovinou

‘ z=mx +ny+ q. ‘ )

Aby prinik byl kuZelosetkou, musf byt soucasné splnény tyto podminky:

L b,(c+ank=0,

II. abm(c + an) =0,

III. a%,m? =0, 3)
-IV. b, (a*nq + acq + cd + adn + ben + abn?) =0,

V. 2bm(atq + ad + bc+2abn) +acn 4 cc, =0,

VI am (¢y +2bbym) = 0.

Z 1. plyne budto a) b, =0, énebo b) c+an=

Je—h b,.= 0, pak v soustavé (3) plati i‘rovnice II. —IV a zbyvé splnit rovnice

¢ (an +¢) =0,
VI'. acem = 0. ‘
Tyto rovnice jsou spin€ny, plati-li n¢kterd z dalsich podminek:
@) ¢ =0 Pa=0,an+c=0, y)m=0,an+c=0.
Pfipady ax), aff) vSak maji za nisledek sniZeni stupné plochy ((1)); pak )de o plochy
kvadratické. Vyznam m4 tedy jen pfipad ay), z n€hoZ plyne:
b=0,m=0,an +¢c=0, N
a tedy pro a = 0
c

n=——.

a
ProtoZze pfipad b) ¢ + an = 0 vede ke stejnym zdvérim 1ako a), muZeme vyslovit
tento vysledek:
Véta 1: Necht a;, bi, ¢i ( = 1, 2), a, b, ¢, d, e jsou redlna &sla, z nichZ ¢,, by nejsou
soudasné rovna nule, a dile necht a s~ 0. Na plo$e o rovnici
€ xy? + ac,xyz + alx‘*‘ + cbyy? + cidxy + beyxz + abyyz + (a; + ¢e) x + bzdy +

+ bbyz + bye + c =0 @
leZi pak kuZeloselky v rovinich .

’ c . .
(z=—7y+q). d ©)
Budeme vy3etfovat znovu soustavu rovnic (3). Tuto soustavu lze anulovat i tehdy,

kdyZ by #0=m=n. Za tohoto pfedpokladu ' je soustava (3) spln€na’ pravé tehdy,
kdyz plati souasné
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I. b=0,
IV'. bc(@aqg+d) =0, ©)

V. ¢c=0.
Rovnice soustavy (6) plati viak soufasné, kdyZ a jen kdyz ¢ = 0. Odtud pak plyne:
Véta 2: Necht a;, b, ci (1 =1, 2), a, b, ¢, d, e jsou reé.lné ¢isla, b, 74 0. ]&sthic

rovmce
a?h,y?2% + ac;xyz + 2abdy’z + 2abbyz® + a;x* + bd*y? -+ b,b%z? + cdxy +
’ +bc1xz+L_yz—I—Nx+Py+Rz+S=0

se neredukuje na identitu (vzhledem k x, y, 2), pak na plo3e o rovnici (7) lei kuZelose&ky
v rovinich (z = konst). [Vyznam symbolﬁ L, N, P, R, S je uveden za rovnici (1)].
' Poznédmka: V rovinich y = konst leZ kuZelosetky; tyto kuZelosetky tvofi systém
zékladnich kfivek klinové plochy, které jsou podle definice implicitni klinové plochy spjaty
navzéjem afinitou a posunutim.

2) Protéme plochu ((1)) nyni rovinou (y = mx + n). Aby prﬁmk byl kvadraticky,
nutno splnit tyto podminky:

I.  by*mt =0,
II. em?*[2bym(2¢n +d) + ¢;m] =0,
IIL. 2 abem® =0, . @®)
IV. m[6abicmn + ac, + 2 bym (ad + bc)],
V.a? b, m* = 0.

VI. abm(an + b) = 0.
Necht opét b, = 0, Pak soustava (8) je ekvivalentni se sousthvou rovnic
| IV, copm® =0,
_ IV'. acm = 0. S (9)
Roﬁce (9) jsou splnény pravé, kdyZ plati n&¢kter4 z rovnic
a)ym=0, fla=0,¢c=0, p)c, =0.

Ptipady f), 7) vedou oviem opét na kvadratickou plochu a pfipad «) m = 0 diva
vysledek znimy jiZ z definice implicitni klinevé plochy (kuZelose¢ky v rovindch (y = konst)).
Vyloud¢ime-li tedy ptipady, kdy plati soucasné

by=0, ¢, =0, (10a)
nebo "
| a=0, c=0, (10by
pak uZ soustavu rovnic (8) nelze jinym zpisobem splnit. o
3) Zkoumejme nyni podminky pro to, aby kuZelosetky lezely v rovinich
 (x = konst). . e3))
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Po dosazeni do rovnice (1) dostaneme tyto podminky:
' I b32=0,
II. a%*, =0, '
III. 25, (ad +bc) =0, - (12)
IV, 2abec=0,
V. 2bcd=0,
VL. 2abb, =0.

Vyloudime-li ihned pfipady (10), Ize soustavu splnit, jen kdy% b, = 0, a odtud plyne,
Ze na plode ((4)) leZi kuZelosetky v rovinich (11). Ve spojeni s v&tou 1 sformulujeme nyni

z4avér:
¥

i

—

—-—
—— -

Obr. 1
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Véta 3: Necht a;, b, ci (i =1, 2), a, b, ¢, d, ¢ jsou reéiné disla, necht c;, b, ne]sou
soucasné rovna nule, a dile necht @ = 0. Na plo$e o rovnici (4) lezi kuZeloseZky v rovi-
nich (5) a (11), (vyjma kuZeloseCek v rovinich (y = konst)).

I1. Véta 3 pfinasi tento vysledek: Vyjma dvou soustav vzijemné afinnich kuZelosetek

v (rovméch x = konst), (y = konst), leZi na ni kKuZeloseZky v rovméch (z= =— % y+9),
(a = 0). _ .

Ilustrujme tuto vétu na pfikladu.
PiSme rovnici (4) v tomto tvaru:

Axy* + Bxyz + Cx* + Dy* + Exy + Fxz +Gyz +Hx + Ky +Lz + M (?3)
Zvolme
A=B=C=D=G=H=M=1 a E=F=K=L=0;
dostaneme tak rovnici '
x+axyz+x+y+yz+x+1=0. . (19
Na plo§e ((14)) lezi hyperboly. Pro takovou hypetboluvrovmé (y="kjedyu=4=
=— k2 a tedy tato hyperbola m4 stfed S (— 1, k, % (I— k*)) aasymptoty(x+ 1=

= 0) a (x 4+ k2 + k% = 0). Pro hyperbolu v rovin& (x = konst) je Az = — % (k+ 1)

ad= ——L B+ 12-(R2+Ek+1), a./hyperbola mi stfed S (%, 0, 0,') a asymptoty

(y=0) a(y+z—0)
Mimo to leZ na plode hyperboly v rovinich (z =—29 + q), plitemZ 4 = A4z =
=— % ¢?; hyperboly maji stfedy S (—1 Lq —(¢#— 1)) a asymptoty (x + 1 =0)

a(x+ gy =0). Je vidét, Ze tyto kuZelosetky nejsou zéws’lé na volbé &, nybrZ jen na volbé g.
V obrizku jsme se omezili na pfipad 2 > 1, a zobrazili jen jednu vétev hyperbol,
lezicich v rovinich (y = konst) a (x = konst); mimo to je zobrazena vétev hyperboly, :

lezici v roving (z = —y —1).
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