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17. Na zivé&r podime struény pfehled definic nejdileZitéjsich podgrup afinni grupy.

Grupa translaci G; ohsahuje identitu a translace. Translace jsou homothetické
afinity bez samodruZného bodu.

Grupa stejnolehlosti G, obsahuje viechny homothetické afinity. Mimo afinity
z grupy G; jsou to je§t& stejnolehlosti, t.j. homothetické afinity s jednim samodruZnym
bodem. '

Zikladni grupa eliptickych afinit I" neboli transformovani grupa pfimych
podobnosti je mnoZina viech (homothetickych a eliptickych) afinit, které jsou smérove
komutativni s danou eliptickou afinitou. '

Transformovani grupa viech podobnosti I'' se dostane z grupy I" roz8ifenim
o mnozinu afinit I' §, kde & je kosi soumérnost splﬁmicx vztah QI' ® =T,

Transformovani grupa viech shodnosti je mnoZina viech afinit z transfor-

mované grupy vech podobnosti I, které lze sloZit z kone¢ného poétu involutornich
afinit. ’
Transformovand grupa pfimych shodnosti je mnoZina viech afinit, které
néleZeji transformované grupé pfimych podobnosti a transformované grupé viech
shodnosti, neboli je to mnoZina viech pfimych afinit z transformované grupy vsech
shodnosti.

Zyla$tnim piipadem poslednich ¢tyf podgrup jsou: grupa pfimych podobnosti Gp,
grupa viech podobnost{ Gp, grupa viech shodnosti G;. a grupa pfimych shodnosti Gp.
Dosganeme je tak, Ze mezi transformovanyml grupami % G}, % vybereme jednu uréitou
grupu. Tento vybér se opird o pojem shodnosti usedek, resp. vzdilenosti dvou bodu,
a je vyjidfen podminkou X'Y’ = kXY, kteri je uvedena v definici podobného
zobrazeni.

Na konec je tfeba pfipomenout, Ze v této stati jsou afinity mélo studovény po konstruk-
tivnf strince, kterd je pro jejich pouZiti velmi dileZit4 a kterd by vyZadovala soustavného
a podrobného zpracovéni.

OTOMAR HAJEK

SINGULARITY DIFERENCIALNI ROVNICE

Obsah: Uvod a oznaleni. § 1. Zékladni véty. §2. Maximalni fefent,
monotonie. § 3. Struktura singuldrnich bodd. § 4. Unicita. §5. PH-
klady a problémy. Literatura.

Tato préce' je v podstaté pouZitim nejjednoduslich method modernich partii mate-
matiky na obecnou theorii diferencidlnich rovnic (pfesnéji, oby&ejnou explicitni dife-
rencidlnf rovnici 1. f4du se spojitou pravou stranou). Prakticky se to projevuje trivialisaci
dikazi — viz zejména vétu o unicité (véta 19), nebo o zivislosti fefenf na po&ite¢nich
podminkich (véty 9, 10).

Aparit §1—2 aphku)e na klasické thema'v §4, a na §3, ktery je vlastnim cflem
price. Tento § povaZuji za nejdileZitéjsi (a nejméné plny); zistivaji zde otevreny né-
které velmi jednoduché a zéroveri fundamentilni problémy.

Podobné jako v jinych partiich- matematiky (z klasick§ch oborli na pf. ,calcul des
limites*, parcidlni rovnice 2. fddu eliptické, Perroniv integral) i zde je jednim z dile-
Zitych prostfedki methoda majorant. Zikladnf je pak jedna véta z Perronovy préce [1],
vydané r. 1915; Perron ji tam dokazuje zpisobem tak jednoduchym, Ze, za prvé, vibec

551



ji neformuluje jako vétu, a za druhé, ihned pfipousti zobecnéni (véta 6). O spravnosti’
tého vysledku byl pfesv&déen i Caplygin; v pracech [2] z let 1919—1920 podava nékolik
dukazu, vice mén¥ neusp&nych; v pracech sovétskych autord je pak nazgvéna Caply-
gmovou vétou, a stala se zdkladem duleZitého aproximativniho feSeni diferenciilnich
rovnic (Caplyginova methoda).

Tento ¢ldnek vznikl za stalych podnéti a rad doc. dr. A. Srovnala a pomoci dr. M. Neu-
bauera; obéma dé&kuji.

*

Stéle pfedpoklidime, Ze je d4na pevné spojité funkce F v roving E?, které je omezend:
|F (x,5) <M (to je celkem nepodstatné: funkci spojitou v kompakmim okoli pocitku
Ize spojité a omezeng roziifit do celé roviny). Redenim rovnice

¥y =F(xy)

(v dal$im: ,,feSenim‘‘) rozumim derivovatelnou funkci f na reilné pfimce E?, pro kterou
plati viude f'(x) = F (x,f(x)). Funkci f soustavné rozumim mnoZinu bodi [x, y],
spliujicich y = f (x); mluvim tedy na pf. o feleni f bodem P = [xy, y,]. Identickou
funkci nékdy zna¢im x. Maximum a minimum znadim a\/ b, a /\b — podobné
supremum a infimum. Bod znamen4 bod v E?%; miste bod na E* mluvim radéji o &sle
(i kdyZ to neni obvyklé). Pro funkce {fu}o’ deﬁnované na A znadi f, 3 f, stejnomérnou
konvergenci na kazdé kompaktni &asti 4 (t. zv. konvergence téméF stéjnomérnd).

§ 1. Z4kladn{ véty
Je znima tato véta:!)
Véta 1. Ka#dym bodem roviny prochdzi nékteré ¥efent.

Vé&ta 2. Necht f, maji spojité derivace v E*, {f, (0)} omezend, fo — F (x,f,) 30 pro
o — 0. Pak existuje posloupnost on — 0 a fefeni f takove’, Se :

f an —)f, \l’l -—)

Dikaz. Pracujeme v kompaktnim intervalu j’, 0€ ¥cEL. Jest |fa] <|F|+
+ |fs — Fl, takZe f, spliiuji Lipschitzovu podminku s touZz konstantou; zejména jsou
stejng spojité. Lze tedy z nich vybrat stejnomé&rné konvergentni f,, = f (Ascoliova véta).
Pak také F (x,f,,) konverguji stejnomérné (spojitost), takZe fiun=F (x,f.) +
+ [fs, — F (%, fu,)] konverguji stejnom&mé, nutné k f’. Zfejmé f je fedenim v .

Poznimka 1. Pfedpoklidejme jestE, Ze f, (0) — 0 a Ze je jen jediné feleni f politkem.
Z véty plyne, Ze z kazdé podposloupnosti ze {f,} lze vybrat posloupnost téméf stejno-
mérné konvergujici k f. To pak znameni, Ze dokonce cel4 f, 3 f. V&tu &asto uZivime
podobnym zptisobem.

Poznimka 2. Véty 1, 2 charakterisuji dif. rovnice se spojitou pravou stranou: Necht
pro dif. rovnici y' = G (x,y) s konetnou pravou stranou plati tvrzeni vét 1, 2. Pak G
je spojitd. (Dtkaz.) Necht [xn, ¥a] = [Xps Vo]s G (%n, ¥n) = a (pfipadné nevlastni).
Existuji feSeni fr: fo (%n) = Yns fn 3 fo fn 3 fo (pEipadnd se vybiraji podposloupnosti).

Jest .
G (%9 y0) = f ¢ (x0) < fn (%n) = G (%n, yn) —> a.

Tedy G je spojita v [x, y,].
Poznidmka 3. MiZe se stat, Ze pro diferencidlni rovnici y' = G (x, y) plati tvrzeni
véty 1 a véty 2 az na f; 3f'. G je pak nespojita, ale miZe byt omezena (pfiklad 5).

1) [3]; na pf. [4], str. 60. Za naSich predpokladu 1ze feSeni prodlouzZit na celou E?, takZe existuje
feSeni ve smyslu nasi definice.
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Vétu 2 lze chipat jako vitu o konvergenci pfibliznych feSeni, ale také jako velmi
obecnou vétu o zédvislosti pravé strany na parametru.

Véta 3. MnoZina viech teSenf s konvergenci témé¥ stejnomérnou je lokdlné kompakini
metricky prostor.

Dikaz. Necht |f|l» = V |f(x)|. Pak za metriku Ize volit
[x|<n

w 1 |f'n
e(_f,g)—El 7 T+

Lokilni kompaktnost podle véty 2.

Poznimka. Releni tvofi tedy &ist lineirnfho prostoru C viech spojitych funki.

. Z ptikladi v § 3 je zfejmé, Ze prostor feSeni miZe mit kazdou dimensi > 1, dokonce i c.

Piitom se jedn4 dokonce o topologické zobrazeni na I* nebo I (I — otevieny interval).
Ze ,,teleni zivisi na jediné konstant&* lze tvrdit pravé kdyZ neexistuji singulirni body.

Lemma. Infima neprdzdnych podsystémi soustavy D stejné spojitych funkci rvori stejné
spojitou soustavu. :

Diikaz. K 3—1-£>>0 urdeme 6 >0 tak, aby f € @, |x —y| <4 implikovalo
|f () —f(3)| < 3 - & Necht # je infimem neprizdné ¥ € ®. Necht |x, — x,| < J;
uréeme f; € D tak, aby 0 < f; (x)) — h(x:)) <31 e (1 = 1, 2); poloZme f;— f; A fo
Pak

lh (x)—h (’?2)| <f(x) —h(x)) + fo(x) —h(x) + ]fs (x)—fs (xa)l <&

(uvaime, Ze pro f, A f» plati stejny ,,6 —  reZim* jako pro f;).

Véta 4. MnoZina vsech FeSenf s pfirozenym Edsteénym uspofdddnim tvori podmineiné
uplny distributioni svaz.

Diikaz. Necht f, g jsou feleni, 2 =f A g. Ziejm& k' = f' tam, kde f< g. KdyZ
f (x0) = & (%o), mé [k (x) — k& (x0)]/(x — Xo) s % =+ x, jenom tyto hromadné body:

[ (x6) = F (%0, f(x))> &' (%0) = F (%, 8(x))
tedy stejné. Celkem: & mé v kaZdém bod¢ derivaci a je feSenim.

Necht f, jsou feSeni, & = A f,. Pak A je spojitd (f, jsou stejné spojité — dikaz 2.;
lemma). V kazdém &isle x lze 4 aproximovat n&kterou f,, kterd pak aproximuje % stejno-
mérné v nékterém okoli x (spojitost). V kazdém kompaktnim intervalu ¥ lze tedy % po -
&astech stejnomérné aproximovat koneénym poétem f, (Heine-Borelova véta); jejich
minimum je feSenim, které stejnomérné aproximuje # v J. UZijeme vity 2.

Poznédmka. Topologické pojmy jsou vétinou definovény v uéebnicich (5], [6], pojmy
theorie svazu v [7].

'

§ 2. Maximélni feSeni, monotonie
Veta 5. (Druhd véta o existenci).?) KaZdym bodem P = [x,, y,] prochdzeji teseni vp, wp
takové, Ze
op <f<wp , _
pro kaZdé teSeni f bodem P. Je-li Q =[x, y,], vp (%) <y, < wp (x,), pak existuje
feSeni g prochdzejici body P, Q.

Dtkaz. MnoZina feSeni prochizejici bodem P je omezena lineirnimi funkcemi

o smérnicich + M. Tvofi tedy Gplny podsvaz; jeho nejmensi a nejvétsi prvek oznadime
Up, WP.

Necht Q mé popsané vlastnosti, necht na pf. x, < x,; necht f je YeSeni bodem Q;
) [8}; v. téZ[4], str. 78: Minimal- und Maximalintegrale.
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necht x, je prvni &islo vlevo od x,;, kde f(x;) = vp (x;) nebo f(x,) = wp (x,); tedy
%y < X3 < x;. PoloZme

g = vp (resp. = qu) v (— 00, %3 >,
_ g=rf v < x5 + 00).
Véta 5 nis pfivadi k této klasifikaci:

Definice. Bod P = [x,, ¥,] nazveme singuldrnim zprava a oznalime P € S+, kdyZ
existuje posloupnost x, —» x+ tak, Ze

op (xn) < wp (Xn).

Jinak nazveme P obylejnym zprava.®) Je-li P singulirni zprava, a existuje-li je$t& po-
sloupnost z, = x4 tak, Ze
op (zn) = Wp (zn)s

nazveme P 2. druhu; je-li viak vp < wp v n&kterém (xq, x, + 6), 6 >0 nazveme
P 1. druhu. A analogicky zleva (S—, atd.).

Redeni f nazveme singuldrnim kdyz existuje nedegenerovany interval ¥ takovy, Ze
kaZdy [x, f (x)], x € J, je singuldrni. Relenf nazveme regulérnim, kdy% kaidy jeho bod
je obycejny zprava i zleva. MnoZinu bodi [x, y] : xo < x,9p (x) < ¥y < wp (x) oznatime
TEY. Analogicky Tp (x < o).

Ziejmé jsou tyto dusledky.

5dgi P = [x4, yol; Q = [%1, 31)s 1 = wp (1), %, > %, PaK wp = wq v <Xy, +°°)'

Y
Q€ETE <= PE€Ty = T > Th = Tp ¢ Ty = existuje fedeni body P, Q. Tedy
vztah Q € T} je césteénym uspofadinim; v této dstedné uspofidané mnoZing saturo-
vané fetézce odpovidaji FeSenim.

Véta 6. (Prvd véta o monotonii).5) Necht f je spoitd, f(0)= 0, Df (x) > F[x, f(x)]
pro x > 0.8) Necht g je feSeni pod’dtlum Pak f > g v (0, 4 00).

Dukaz. Je D f(0) > F(0,0) =g’ (0), takZe f(x)>g(x) pro x>0 blizkd k 0.
Je-li x, prvni &slo >0 takové, Ze f(x,) = g (x,), plati

[ =) g0 —g(x)

X — X x— X,

+ Odtud Df (%) < g’ (%) = F (%0, 8 (x)) < Df (%o), spor; %, neexistuje.”)

Véta 7. (Druhd véta o monotonii). Necht P = [x4, ¥ol, O = [%1, Y1]s 1 > wp (x,). Pak
wQ = wp. Nastdvd-li rovnost v bodé x, > x, (resp. x5 < x,) nastdvd viude v < x,, + @)
(reSP (— o, ,>).

Diikaz. wp V wq je fedenim bodem Q; tedy wo > prwQ > wp.

Poznimka. Véty 6,7 lze kombinovat. Na pf. je-li f majorantou a g feSenim, f (0) >
>(os;]()0), pak f>g v (0, + ) (nebot f>wp > wo > g pro P =[0,£(0)), Q=10,
4

" Uvedeme n&kolik v&t o zivislosti maximéalnich fefeni na pravych stranich a po&itetnich
podminkach.

3) Zhruba: P je oby&ejny zprava, kdyZ blizko k P vpravo je jen jediné felenf bodem P.

4) T§ bychom mohli nazvat pravym trsem bode P.

%) [1], str. 473. Nase zobecnéni je bezprostfedni.

%) Dolni derivace.

") Funkci f spliujici podminky véty nazveme mwarantou bodem O0; dnalogicky minoranta:
Df < F(x).
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Véta 8.8) Necht F<F, 3 F pro £¢—>0+4°%); necht f; je nékterym feSenim rovnice
y' = F, (x,y) poddtkem. Pak f. = w,.

Dikaz. f; =F. >F, takie f. >w, (véa 6); f: 3w, uZzitim vity 2. Zejména
W, 3 Wy = V5.

Véta 9. Nech? w, je maximdlnim FeSenim bodem P, = [x,, X5}y Po—>0 pro a—>0.
Kdy# stdle yo > wy (x.), pak we 3 wy. (Véty 7 a 2: w, < w33 w,).

Véta 10. Za predpokladic véty 9, kdy% stdle x, < 0, vy (%,) < Yo < wo (%a), pak
Wa 3 Wy 0o 30 '

(w. > wy, > v, > v,; konvergence podle 2.)

Véty 9, 10 se tyka)i nepfesné feeno, konvergence maximalnich feSeni shora a zleva.
Zprava a zdola maximéln{ feSeni nemusf konvergovat k w,, nemus{ ani konvergovat.

§ 3. Struktura singuldrnich bodia

Tento odstavec obsahuje jen jednoduché disledky definice singularnich bodid. Jedni
se postupné o topologii v E?, topologii na feSeni a vy3etieni jednoho speciélniho pred-
pokladu. PouZfvime stile oznaleni z§ 2, a takeé &istetného uspofidini P< Q > Q € T#
("’Q je vpravo od P).

Veéta 11. Mnozina singuldrnich bodis je typu F.q.

Dukaz. Pro pfirozena »n, m a racionélni p, ¢ necht 4,,,,, j¢ mnoZina bodd P = [x, 5]

takovych, e
0g—p<nthp<x<g WP(Q)—vp(q) >m1

Apmp, je uzaviena: kdyZz do nf patf{ P;, — P, pak P leZi v daném pésu; a existuje vybrani
posloupnost z P; takové, Ze wp, 33 f, vp; 3 g, kde f, g jsou feSeni bodem P. Nutn&

mt <f(9)—e(9) <wp(9)—rr(9)s
tedy P € Ay,

Ztejmé S+ = n UA,,,,,M a je typu F,;; stejné pro S

Véta 12, Necht mnoéma oboustranné singuldrnich bodi je hustd v otevPené G. Pak kaZdym
singuldrnim bodem v G prochdzi singuldrni ¥eSeni.

Dikaz. Necht § = S* o S—. Necht P, €G je smgu.lém{ na pf. pravy. Volme
P, €S n T3, afeleni f; body P, P,. Volme P, € S n T3, o Pp, tak, aby o (Pg, Py) <
< (i\’ (Pp,P) >0 (P, P,) a fe§eni§f, body Py, P,, P, (miZeme totiZ od zalitku pfed-

pokladat 'F| < 1). TotéZ provedeme s dvojicemi P0 P,, P, P;; dostaneme feleni f;
'body PP P,P,P, |vzdélenost dvou po sob& nésledujicich je < <1) 0 (Py, P‘)J

atd. Z { Ja} vybereme stejnom€rng konvergujici, k f. Pak f je reﬁenimprochéze)icim viemi
P;, a P; jsou husté na f UtZijme duasledku véty 14.

Dusledek. V' mnoginé G kaZdé FeSent je bud singuldrni nebo reguldrn{

Véta 13. (a) Nech? P € S+ 2. druhu. Pak existuji posloupnosti Py, Qn 1. druhu tak, e
Ph€S",0nsS,P<Pr—>P,P<QOn—>P.

gb) Necht’ P, ]sou singuldrni 2. druhu, Pr —> P, bud Py < P .nebo P < Py. Pak P je sin-
guldrni. !

(c) Necht P, €S+, P < P,—>P. Pak PE€S,. -

Dikaz. (a) Necht P = [x, y]; existuji- cisla Xny Zn taK, Ze xp —> x+, 2n —> x*, wp (xn) —
— 0. () >0 = wp (o) — 00 (2n). | |

®) [9], str. 53. '
%) Fe sbojité omezené v E2.

555



Lze pfedpoklidat xn.,<C 2n+; < %0 < 2a. Pro kaidé n existuje nejmensi Cislo
un < 2ntakové, Ze wp = vp v intervalu <un, 2,>.Pak oviem xp < un < 2ny x < ttn = x,
[t4n, wp (un)] €S~ 1. druhu a konverguji k P. Podobn& pro S+.

(b) Lze pfedpoklidat, Ze viechny P, € S*. KdyzZ stile P < Pn, zifejm¢ wp—ovp >
>wp, — vp,, coZ je >0 vpravo od P, blizko k Py, t. j. blizko k P. KdyZ P, <P, lze volit
On€ S »Pn < Qnblizko kP,. podle (a), a dokonce tak, aby P, < Qn < P. Pak opakujeme
drivéj$i tvahu ,,zleva®.

(c) Bylo dokézino v prvni &st (b).

Poznidmka. Vzhledem k (a) body 1. druhu vytvafeji body 2. druhu. Smgulémi
1. druhu mohou konvergovat k oby¢ejnému bodu (pfiklad 7.).

Véta 14. Necht f je feSeni. MnoZina singuldrnich bodil na f je rozdtlem mnoZiny uzaviené
na f a spocetné.

Dukaz. Redeni j je homeomorfni s E* (i pofddkové isomorfni); miZeme tedy mluvit
o intervalech na feSeni.

Bod P € f je obylejny zprava pravé kdyZ wp = vp na intervalu s P jako levym kon-
cem; vSechny jeho vnitfni body jsou obycejné zprava. Komponenty mnoziny 4 bodu
obycejnych zprava jsou disjunktni nedegenerované intervaly; je jich tedy jen spocetné
mnoho; A je pak oteviend plus spocetnd (konce intervald), takZe Stnf=f—4 je
uzaviend minus spocetn. Stejn€ pro S .

Disledek. Necht na f je S+ hustd. Pak kaZdy bod P € f je € St (viz dikaz).

Rekneme, e mnoZina 4 c E? protind trajektorie, kdyZ

P, Q € 4, P &= Q = neexistuje feleni body P, Q.

Lemma. Necht A protind trajektorie. Pak mnoZina A o S+ je tvaru spocetnd plus pod-
mnoZina S92 0 8§—4.19)

Dikaz. Mame dokizat, Z2 B=A4~St —(S+dnS 9) je spoéetné Pro kazdy
P € B necht Gp je oteviené okoli P, v ném? bud nejsou Q € S+ — P, nebo nejsou
Q€S——P. Necht Hp =GpnTp%%) MnoZiny Hp jsou oteviené a nepriazdné
(nebot P € S+). Snadnou \vahou méme: protnou-li se dv& rizné T3° T4° je bud
jedna &asti druhé (nemiZe nastat — A protina trajektorie) nebo na hranicich T4, T4
jsou body z S+ iz 8. Z na¥i konstrukce plyne, Ze mnoziny Hp jsou tedy disjunktni.
Pak jich je jen spocetné mnoho.

Vyslovme jeden zna¢n& omezujici pfedpoklad I

(8) SnStdaS—4je spoletn.

Je celkem samoziejmé, Ze je-li splnén (S) jen v &isti roviny E?, musime nésledujici
vysledky relativisovat.
Véta 15. Za predpokladu (S) mnoZina singuldrnich bodit md miru 0.

Dtkaz. KaZd4 rovnob&Zka s osou y protind trajektorie; mnoZina singulirnich bodd
na ni je tedy spocetnd. UZijeme véty 11 a Fubiniovy.

Véta 16. Za predpokladu (S), kdy# hladkd reguldrni kiivka C sestdva 2e singuldrnich
bodii, pak je dsti singuldrniho Felent.

Dikaz. C je popsédna rovnicemi

x=x() -
y=y(t)} t€f, x* +92+0.

Kdyby pro ngkteré ¢ bylo y () &= F(x (¢), (2)) - x (), pak v okoli [x (2); ¥ ()] by C

10) Xd je derivace, X° vnitfek mnoZiny X. N

’
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protinalo trajektorie; tedy by C byla spogetna (lemma), spor. Tedy viude y = F (x,y) - %,
takZe x == 0, C je feSenim.

§ 4. Unicita

Véta 17. Maximdlni FeSent w, je infimem majorant poldtkem. Dokonce je frn 3 wy pro
vhodné hladké majoranty poldtkem.)

Dikaz. Pro kazdou majorantu f politkem je f > w, v (0, + ) (véta 6). ReSeni f,
rovnice y' = F (x,y) + n—! potitkem jsou hladkd majoranty, f, =3 w, (véta 8).

Piiklady 1, 2 nim napovidaj{ nisledujici velmi primitivn{ kriterium singularity.

Véta 18. Nech? F (x,y) = |y|* G (%, ), kde 0 < & <1, G je koneénd a bud G (x,y) >
>A>0 nebo G (x,—y) <—A<0 pro y >0. Pak poldtek je zprava singuldrni
1. druhu.

Dikaz. Lze predpoklidat, Ze podminky na G plat i pro y = 0. UvaZme, Ze 0 je
felenf pocitkem. Necht nastiva prvy piipad; necht f je hladké - ma]oranta pocitkem.
Pak f > 0 (véta 6), takZe f' > f* . A; f je tedy majorantou rovnice y' =4 - |y|*; odtud
f>B - xP, takie i w, > B - x>0 (véty 6, 17).

Déle, je-li g feSeni y' = F (x, y), je —g feSeni rovnice y' = —F (x, y). Tim je druhy
pfipad pfeveden na prvy.

Poznimka. Nepfesn® fedeno, podminka véty je asi toho rizu jako Lipchitzova pod-
minka (t. j. pfipad « > 1, G omezen4).

Pfedchazejici véta trochu pfipomini kriterium divergence integrdlu srovninim s moc-
ninou. Vznika tedy otizka po obecnéjsi podmince unicity, kterd srovnévé dvé diferencilni
rovnice..

Véta 19. Necht také G je spo;ztd omezend v E?, G (x,0) = 0. Necht plan' jedna 2 téchto
podminek

"F(%,9) —F (%,9) < G(x,9,—;) viude, nebo
F(53) —F (3 > G (5,5, —y) viude.

Necht [x, 0] je zprava obylejnym bodem rovnice y' == G (x,y). Pak kaZdy P = [x,, y,}
je zprava obyéejnym bodem-rovnice y = F (x,y).

Dikaz. Uvaime predevsim Ze y' = G (x,y) m4i jediné feSeni 0 (v okoli po&itku).
Necht g, je feSenim rovnice y’ = G (x, ) + « (i pro a < 0). Podle vét 6,8 je v prvém
pfipadé

0 < wp— vp <g:.30 proa—0+;
v druhém pfipadé je
O>op—wp>g,30 proa—0—.

- Pozndmka. V [4] je podminka |F (x,y,) —F (x,¥5)| < G (x; |y, —3,/).1%) JeZto
|we — vp| = wp — vp, F (%, 31) — F (%1, ¥2) < |F (%1, 1) — F (%, y2) » jedné se o spe-
cidlni pfipad prvé varianty ve vété 19. Odtud pak plynou!?) klasické podminky: Nagumo,
Osgood, prschltz

Neékdy je postaven trochu )ednodués( problém je déno feleni bodem P, uriti, zda
je jediné (podminkou tohoto druhu je i v&ta 18). V tom pfipadé mdme i kriterium
singularity:

Véta 20. Necht také G je spo;ztd omezend v E?, G (x,0) = 0; necht f je FeSenf y' =
= F (x,y) bodem P =[x, ¥,]. Necht

G (%,5) < F (x,f(x) + y) —F (x, f(x))
11) Viz pozn. 7). Perronova véta, [1]. Oviem Perron podal pﬂm& dikaz, iéko variantu existenéni

véty.
1) [4], str. 139—142. Kamke formuluje dokonce pro soustavy rovnic.
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vSude. Necht [x,, 0] je singuldrni zprava (nebo dokonce 1. druhu) pro rovnici y' = G (x,y).
Pak P je singuldrnf zprava (resp. 1. druhu) pro rovmici y' = F (x, y).
Dukaz Polozme H (x,y) = F (x, f(x) 4 y) — F (x, f[x]). Uvazmc, Ze g je feSenim
= H (x,y) bodem [x,, 0] pravé kdyz f+g je feSenim y' = F(x,y) bodem P.
Oznacme W, g max. a min. fefenf y’ = G (x,y) bodem [x,, 0]. .
Je-li wz >0 v pravém okof x,, je-li A, feleni rovnice y' = H (x,y) + « (a > 0),
méme 0 < w3 < h, 3 h, kde f +.k je feSeni y' = F (x,y) bodem P. Je-li viak v; <70 -
v pravém okoli x,, mime —G (x, —y) > —H (x,—y) — @ a postupujeme podobné.

§ 5. Pfiklady a problémy

Priklady 1, 2 obsahuji ,,nendsilné‘‘ diferencidlni rovnite se singularitami. Pfiklad 4
naznacuje konstrukci singularity 2. druhu — viz téZ pfiklad 8. Ostatni ilustruji rizné
situace. Je patrny zpusob ,,sklédini singularit®. \

L.y =17y| |). Osa x sestivi z oboustranné smgulérnich boda 1. druhu.

2.y =J1—3? pro |y <1, jinde = 0. Singularni feSeni jsou pHimky y = —I,
y =1, sestdvajici ze singuldrnich bodid resp. zprava a zleva.

3.y =1—exp {|x—1][y|. Osa x je singuldrni (v&ta 18, pro x= 1 jeit&
véta 14, disledek).

4. 9 =y- l_sm_xx pto0 < x < 2, |y| < 1 — cos x (feleni c (1 — cos x)

=sin x - sgn y pr00< x <2my|y| > 1— cos x (feSeni 1 — cos x)
=0

Jsou pravé dva smgulémi body [0,0] zprava, [2 7, 0] zleva.
5.9 ='—5’—sgn x proy > |x| (feleni y* F x% = a®pro x = 0)

=1 jinde.
Pravi strana je omezend a neni spojita.
6.9 =y 1“136:?} pro |y| < 1 — cos x (feenf ¢ [1 — cos x] v <0,2 7>>)
—(;i: 1—y)tgx pro 1 —cos x<:};y<2, ([1 —c¢ - cos x] sgny v <—m, % >)
jinde. .
Spoéetné uzavrené mnoZ¥ina isolovanych singulirnich bodd. Refenivpisu —1 <y <1
Ize zobrazit do I®: feleni f ptifadime {f (k 7)}Z..
7. Snadno se ukéZe, %e existuje diferencidlni rovnice se spojitou pravou stranou,
kterd m4 feeni
«(l—cos(x+a) s 0<la<m po—a< X< T—a&
l—cos(x+a) s a>an prox < —a
konstanta jinde.
(Lze pouZit pozn. 2 k vét€ 2). KaZzdy bod na ziporné ose x )e zprava singulirni; po&itek
je obycejny bod.

8. V kazdém pésu a < x < b, kde (a, b) je styiny interval Cantorova diskontinua
(b — a = 3—") necht pole fefeni je takové jako v pf. 4 s tim rozdilem, Ze ,,vySka“ (t.j.
oscilace fefeni) je < 3—27, V kaZdém jiném bod€ necht y' =0. Pfislu¥né diferenciiln{
rovnice mi ‘spojitou pravou stranu. KaZdy bod Cantorova diskontinua je siguldrni
2. drubu.

1) [4], str. 353.
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Problémy

1. Dokézat nebo zamitnout tvrzeni, Ze kdyZ v pravé poloroviné nejsou sing. body,
mnozina singuldrnich bodd na ose y je fidk4.

Poznimka. Kdy? je splnén pfedpoklad, pak maximé4lni a minim4lni feSeni bodi na ose y
vytinaji na x = 1 disjunktni uzaviené intervaly. Pfifadme kaZdému styénému intervalu
diskontinua na x =1, 0 < y. < 1 pfisludny ,,diadicky* bod na x =0, 0 <y < L.
Lze sestrojit diferencidlni rovnici? (M. Neubauer).

2. Dokézat,' Ze mnoZina singulirnich bodd v E? je F,. Dokizat, Ze nemusi byt G.

3. Je mnoZina singulirnich bodd Fidki v E*? MuZe _protnout osu v intervalu?

4. Uplné popsat strukturu singulirnich bodt kdyZ je jen ,,kone&ny pocet singulirnich
fefeni“ (jak pfesn¢ formulovat?).

5. Jak roziifit theorii na dynamické systémy v rovin€? na soustavy rovnig?

Poznimka. Pokud se tykéd soustav, fundamentalni vétu 6 nelze roziifit v plném znénf
—[2], a nové préce sovétskych autori. Na druhé strané v. také [9].
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F. FABIAN

K THEORII REGRESE A VYROVNANI ROZDELENI
STATISTICKYCH SOUBORU

1

Véda mé poskytnout &loveku poznéni zikonitost reilného svéta, které jej vyzbrojujf
k tomu, aby prakticky ménil skuteinost. Pouze znalost objektivnich zikonli umoZiuje
pfedvidat vyvoj udilosti a tudiZ G&elné jednat. Vynikajici rusky chemik Mend&lejev fekl
o pfirodovéde: ,,Védecké zkoumdni véci mé dva zdkladni, nebo kone¢né cile: predvidini
a uitek.“ Pfedvidédni podle Mendélejevovychslov ,,... m4 ten nejvy$¥f vyznam, Ze
ukazuje lidem moZnost proniknout v samu podstatu v&ci. Na druhé strané splnéni
védeckych pfedpovédi by mélo pro lidi velmi maly vyznam, kdyby nakonec nevedlo
k pfimému vieobecnému uZitku. Tento uZitek vyplyva z toho, Ze védecké pfedvidani,
které spocivé na studiu, poskytuje lidem takovou jistotu, Ze mohou usmériiovat podstatu
vécf Zddanym smérem a dosahovat toho, aby Zidané a chténé se pribliZilo ke skutenému
~ a neviditelné k viditelnému.*

Ukol v&dy spolivi v tom, aby za zdénlivym chaosem nes&etnych jevi vystupu;ic(ch na
gzgch, nalla vnitfni zékony, kterym je vyvoj jevi podfizen, a aby pronikla do jejich

taty.
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