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JAN VYSIN (Praha)

AFINNI ZOBRAZENI V ROVINE

1. Uvod. K hlubdimu pochopeni euklidovské geometrie vedou v podstat® tfi cesty:
prvni jde pfes projektivni geometrii, druhd pfes absolutni geometrii a tfeti pres
afinni geometrii. Prvni cesta, kterd ukazuje euklidovsky prostor jako &ist modelu
projektivniho prostoru, je nejniro¢néjsi, nebot predpokldda znalosti dal¥f matematické
discipliny — projektivni geometrie. Druh4 cesta vede pfes spoleiny ziklad geometrie
euklidovské a Lobalevského — pfes geometrii absolutni. Tato cesta nim ukazuje
geometrii euklidovskou jako rovnocenného partnera geometrii neeuklidovskych a uplat-
fiuje se u nds v posledni dobé stile vice vlivem sovétské matematiky.

Tteti cesta — pfes afinni geometrii — je dnes ponékud opomijend, ad je celkem ne-
niro¢na a adkoli poskytuje dobry pfehled o t. zv. vlastnostech polohy a vlastnostech
metrickych. Afinni geometrie sama jednd _jen o vlastnostech incidence, uspofidini,
rovnobé&Znosti a spojitosti; jednim z jejich nejdileZitéjsich pojmi je beze sporu pojem
afinniho zobrazeni ¢ili afinity.

Obsahem této stati je podrobny vyklad o afinnich zobrazenich v roving, ktera jsou
‘podkladem afinni geometrie v roving, zejména’ pokud jde o jejich tfidéni. NeZ viak
pfikrodime k vlastnimu vykladu, musime néco fici o aparitu, kterého budeme uZivat.

Prostfedky jsou umysln€ redukoviny na nejmen$i miru. Nebudeme uZivat ani pro-
jektivni geometrie, ani 1mag1némich elementu, ani vektorové algebry. Methoda bude
pfevaZné analytick, misty viak pouZijeme i tivah synthetickych. ProtoZe piijde z v&tsi
¢4sti o vlastnosti nemetrické, mohli — a méli — bychom pracovat s rovnobé&Zzkovymi
soufadnicemi v rovin€, omezenymi na obor redlnych ¢&isel (viz vySe poznimku o vy-
louceni imagindrnich elementd). Abychom v3ak vypocty formalné zjednodusili, pouZijeme
komplexnich soufadnic v roviné; tim doséhneme vétsi pfehlednosti pocetniho vyjadfeni
afinit (misto dvou- rovnic budeme mit rovnici jedinou); zaroven tak ukiZeme vyuZiti
zékladl aritmetiky komplexnich ¢éisel v geometrii, t. j. méné obvyklou formu analytické
geometrie v roving, opirajici se o jedinou komplexni soufadnici. I zde jsme omezili
aparit na nejmens$i miru; tak na pf. nevyuZivime vibec transformace komplexni sou-
fadnice. Pfi nafem postupu nebude na zdvadu, Ze nemiZeme vyjadfit imaginirni
elementy komplexnimi soufadnicemi, nebot imaginirni elementy jsme ze svych tdvah
pfedem vyloudili.

S hlediska logické vystavby geometrie je tfeba pfipomenout, Ze vlastnosti afinnich
zobrazeni, obsaZené v této stati, lze odvodit syntheticky; vysledky, které se netykaji
shodnosti a podobnosti, t.j. vlastnosti obecného afinniho zobrazeni, lze odvodit jen
z axiomu incidence, uspofddéni, rovnobéZnosti a spojitosti.

2. Pfistoupime k vlastnimu vykladu. Nejprve odvodime dvé pomocné véty.

Pomocna véta 1. Budi# f (2) komplexni funkce jedné komplexni proménné, kterd md
tyto vlastnosti:

a) fe definovdna na mnofiné M viech komplexnich Cisel, jejichE redlnd i imagindrni
&st jsou raciondlni &isla.

b) Funkéni hodnota, prislusnd k aritmetickému praméru dvou hodnot nezdvisle pro-
ménné, je rovna aritmetickému priaméru obou funkénich hodnot.
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Pak plari:
f(z)=az+bé+c,

kde a, b, ¢ jsou pevnd komplexni &isla, z je komplexni é'{slo konjugované k &slu z.
Dikaz: Vlastnost b) lze zapsat formuli

BT = g re + 56 - m)
ktera plati pro viecka z,, 2, z M. Oznatme f(0) = c; ze vzorce (1) dostaneme pro
2 =22 =0V

15 -zr@+5e @
ktery plati pro viechna z z mnoziny M. Zavedme nyni funkci
g@) =f(2)—c

Funkce g (2) mé tyto vlastnosti:

a’) Je definovina na mnoZiné M.
b’) Plati pro ni souctovy vzorec:

g +2) =g (=) +8 () 3
kde 2,, 2, jsou libovoln4 dvé komplexni ¢fsla z mnoZiny M. Vzorec (3) odiivodnime snadno
pomoci vztahd (1), (2).
22, + 22, ) _

gl +2) = o+ ) —e—f (22F
= fQa) + 5 f@a) —c=f () — ¢+

+fE)—ge—c=fE)—c+I @) —c =g+

Vzorec (3) roziifime indukci na 7 séitancl; dostaneme vztah

g +2+ ... +2)=g(2) +8(=) +-..+8(2n)s 4) )
ktery plati pro viechna z,, 2y, ..., 2, z mnoZiny M. PoloZme v (4)

=2 =...=2 =2}

dostaneme vztah
g(nz) =n-g(2) y
ktery plati pro vSechna 2z z mnoZiny M. To znamen4, Ze rovnost
, gra)=r-g(2), 3
kde z je &islo z M, plati pro kaZdé pfirozené r. Dosadime-li do vztahu (4)
, 2
Zl=22=...=zn=7’

dostaneme

.g(2)=n-g(—:-),
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neboli
1

1
g (7-2) =8
To znamen4, Ze vztah (5) plati pro viechna r tvaru —'11— (n pfirozené). Budiz r = 1;—

libovolné kladné raciondlni &islo (p, g pfirozen4). Pak pro libovolné z z mnoZiny M
plati vzhledem k pfipadiim, kdy plati rovnost (5):

A A

To znamen4, Ze rovnost (5) plati pro viechna kladné racionilni r. Ale ze vztahu (3)
vyplyvé pro z; =z, =
g0 =

t. j. rovnost (5) platl i pro r = 0. Dosadme dile do (3) 2, = rz (r kKladné racion4lnf),
2, =—rz; pak je
: 0=g(rz—rz)=g(rz) +g(—rz).
.~Odtud
g(—rz)=—g(rz) =—r-g(2); ,
to znamend, Ze rovnost (5) platf pro viechna racionilni r a pro kaidé s
z mnoziny M. »
BudiZ nynf 2 = r; + r,i libovolné &slo z M. Podle (3) a (5) je ,
g()=g(r +ri) =g (r) +g(rsd) =g (1) +rag (@ (6)
Dosadime-li do (6)
' 1 _ i ,
=5 @tz nn= 7@'—3):

vyjde

£(2) = g()— . ig@ +g(1)12ng(1),E_
Ozna¥ime-li ’ ,.
_eM—ig® , g +igQd)
2 ? 2

(coZ nejsou vidy &isla konjugovani, nebot g (1) a g (i) nemusi byt éisla reilnd), dostaneme

g(@) =az + bz a dile

f(@ =az+bz+q

jak jsme méli dokizat. )

Pomocnd véta 2. Budi¢ ¢ (¢) redlnd funkce jedné rediné proménné, kterd md tyto

vlastnosti:
c) Je definovdna na mnoZiné viech redlnych Cisel.

d) Funként hodnota pfislusnd k aritmetickému priméru dvou hodnot nezdvisle proménné
Je rovna aritmetickému priaméru obou funkinich hodnot.
e) Je rostouct.
Pak plari:
‘ p@)=at+p,

kde a, B jsou rediné konstanty, o 0.
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Dikaz: Vlastnosti d) lze zapsat vzorcem
L+t -
o (252) = Fe@+ o

ktery plati pro viecka reélnd Cisla ¢, ¢, Obdobnym postupem )ako v dikazu pomocné
véty 1 zjistime, Ze pro viechna raciondlnf &isla ¢ platf

p@)=at+p ™
kde «, f§ jsou pevné redlna Cisla.
Je-li nyni ¢, libovolné irracionélni &islo, sestro;ime dve posloupnosti raciondlnich &sel

Lislyyeeed Biplayeees
z nichZ prvni je neklesajici (; < 7, < ...) a druhd nerostouci (23 =22 >...) a takov4,
Zeplatd lim 7 = lim 2, = ¢, )

C n=—>x n—> ®

th <ty < Iy ®
pro viechna pfirozen4 &sla n. Na podklad€ vlastnosti ) usoudime ze vztahu (8), Ze lat{
@ (tn) < @ (t0) < @ (20), , ©)

pro viechna pfirozend &sla n. Podle (7) je viak
p)=atn+ P @(ts)=aty+p.
Ze vztahu (9) vyplyvé tedy, Ze ‘
atn+B<@p)<at,+p.
Pro lim n = je im (x# + f) =lim (x ¢ +.f) =a ¢, + fB; proto (podle znimé
véty o limitich) je ¢ (¢,) = @ ¢, + B. To znamen4, Ze vztah (7) plati pro viechna reiln4 ¢,
jak jsme méli dokéizat.

3. Nyni odvodime pocetni vyjidfeni afinity v komplexni soufadnici.

Afinita v roviné (afinni zobrazeni v rovmé) je vzéjemnd jednoznatné pfifazeni
bodi roviny, které pfevadi pfimku v primku (t. j. obrazem pﬂmky je pfimka) a které
zachoviva usporédéni bodi v pfimce (t. j. lez-li bod B mezi body 4, C, lexf jeho
obraz B’ mezi obrazy 4’, C').1)

Hlavn{ vysledek, ke kterému sméi‘u)eme v tomto &lanku, vyjadfuje tato véta:

Véta 1. Afinni zobrazeni v roviné je ddno vztahem

2 =az+bz+c,
kde a, b, c jsou pevnd komplexni &isla, pro né¥ plari

la] 7 |b], !
a kde z, 2' jsou komplexni soutadnice vzoru a obrazu v dané afinité.

Duikaz: a) Afinita v roviné pfevddi dvé rovnobéZky p, ¢ ve dv& rovno-
bé&iky p’, ¢'. Jeli p = g je toto tvrzeni trividlni. Jsou-li pfimky p, ¢ bez spoletného
bodu, majf touZ vlastnost i pfimky p’, ¢’, nebot jinak by byl spoletny bod Q' = p' - ¢’
obrazem bodu Q spoletného pfimkim p, g.

Disledkem pfedchoz vlastnosti je, Ze afinita v roviné pfevédi stfed dselky
ve stfed tdse&ky. K odivodnéni tohoto tvrzeni stadi, abychom si uvédomili tuto kon-
strukci stfedu tsecky AB (obr. 1): Zvolime bod U mimo pfimku AB; bodem A vedeme

l) Druhou vlastnost, vyslovenou .v definici afinity, je moZno odvodit jako dusledek vlast-
nosti prvni; toto odvozeni viak nebudeme uvddét.
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rovnobéZku a, s pfimkou BU, bodem B ve-
deme rovnobézku b, s pfimkou AU; pfimky
a,, b; se protnou v bodé€ V'; obrazec AUBV
je rovnob&znik; jeho twhlopticky AB, UV
se protinaji ve stfedu S usetky AB. Tato
konstrukce se opird jen o spojovini bodu,
protindni pfimek a vedeni rovnobézek. Proto

' ji afinita pfevadi v konstrukci téhoz druhu,
t. j. afinita pfevadi stfed usecky AB ve ‘stfed
useCky A'B’.

b) Necht je afinni zobrazeni v roviné
vyjadfeno pocetné komplexni funkci jedné
komplexni proménné

2 = f(2).
Funkce f (z) ma tyto vlastnosti:

(@”) Je definovina na mnoZing véech
komplexnich &sel.

Obr. 1 (b”) Pro kazd4d dv& komplexni &sla z,,
2, plati vztah '
2tz _l_ _l.
e EEVIORE o)

Vlastnost (b"") je zfejma, je-li 2, = 2,. Je-li 2, 7= 2,, vyplyva tato vlastnost ze znimé
skuteCnosti, Ze stied dsetky, jejiz krajni body maji komplexni soufadnice z,, 2, mé
nt o
I
Omezime se pfi funkci f(2) nejprve na viecka z z mnoziny M komplexnich &isel,
jejichZ redlnd i imagindrni ast jsou ¢isla raciondlni. Funkce f(2) pak spliiuje zfejmé
pfedpoklady pomocné véty 1, proto plati pro viecka z z mnoZiny M
f(@® =az+bz+c. . (10)

DokaZeme nyni, Ze vztah (10) vyjadfuje danou afinitu pro soufadnice vSech boda
osy x redlnych Cisel a pro soufadnice viech bodd osy y imaginarnich &isel. Parametrické
vyjadfeni osy x redlnych ¢isel je

z=(1—0)-0+4t-1=1 | (11)
kde parametr ¢ probih4 viecka redlna &sla. Obrazem ‘osy x v dané afinit€ je jistd pfimka
x', jejiz parametrické vyjadfeni je

Z=010—t)c+rt@+b+ec) , (12)

nebot podle (10) jsou obrazy bodi [0], [1] body [c], [¢ + & + c].2) Je-li ¢’ parametr
obrazu bodu o parametru ¢, je t' = <p(t) Funkce ¢ (t) spliiuje vsecky pfedpoklady
pomocné véty 2, nebot zobrazeni mezi pfimkami x, x’ zachovavd uspofddini bodu
a prevadi stfed tselky ve stfed tsecky. Podle pomocné véty 2 je tedy

p@)=at+p.
3) Bod o komplexni soufadnici z, zna¢ime [2z,].

komplexni souradnici
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Ponévad? viak dostdvime pro ¢ = 0, resp. 1 hodnoty ' =0, resp. 1, jea =1, 8 =0.
Dosadime-li do vztahu (12) ¢’ = ¢ a pouZijeme-li vztahu (11), dostaneme

Z=(10—2)ct+z@+b+c)=@+bdz+c=az+bz+ec

nebof z je redlné &slo. To znamen4, Ze vztah (10) vyjadfuje danou afinitu pro viecka
redlnd z.

Zcela obdobné dokiZeme, Ze vztah (10) vyjadfuje danou afinitu i pro viecka ryze
imaginérni 2.

BudiZ nyni z = 2, 4+ 251 (29, 2, reélné) libovolné komplexni ¢&islo. Pak je podle
vlastnosti (b’"):

F& =fle +md) = (?—f"izzi‘) —Lrem +Lrean=

=——(a 2z, +b- 2z1—|—c)—}— (@ 22;i—b-22i+4¢c) =
-—a(zl + 2,1) +b(zl—z21)+c=az+b§ +c.
c) Zbyvé dokézat, Ze ve vztahu (10) )e |a| # |b!. Pfejdeme v (10) k Cislim kon-

jugovanym; dostaneme -
2 =az + bz + ¢ : (10)

Vztahy (10) a (10’) upravime na tvar

az +bz=2"—c¢,

(13)
' bz +az= z' —c. ,

Ponévady afinita je zobrazenf vzijemné jednoznatné, musf byt moZno vypotitat z rovnic
(13) pro kazdé 2’ jediné z (2). K tomu ;e nutné a stadi, aby determmant soustavy (13)
byl rizny od nuly. Tento determinant je

aa—bb=|a?— b '
Je-li |af2 —|b® £ 0, je |a| % |b|. Tim je véta 1 upln& dokézéna.

4. V tomto ¢linku odvodime na zikladé podetnito vyjidfeni afinity n&kter é jeji vlast-
nosti. ProtoZe jsou si v afinité vzijemné jednozna¢né pfifazeny vzory a obrazy, existuje
ke kaZdému afinnimu zobrazeni v roviné zobrazen{ inversni, které vznikne z daného
tak, Y¢ vyménime obrazy a vzory.

Véta 2. Inversni zobrazeni k afinité dané rovnici

2 =az+bz+c |a|F#]|b],
je afinita vyjddiend rovnict
D-z=az —bz" + (bc—ac),
kde D = |a[*— |b|".
Dtkaz: Analytické vy)édrem inversni afinity dostaneme rozrcéenim soustavy (13).

Véta 3. KaZdd rovpice tvaru
2 =az+bz+c,

kde a, b, c jsou pevnd komplexnf &isla, pro néZ plati |a| 5~ |b|®), vyjadfuje jistou afinitu
© roviné.
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Dikaz: Stadi dokizat, Ze zobrazeni vyjidfené danou rovnici, je vzé]emné jednoznatné
pfifazeni bodi [2] a [2'], Ze toto zobrazeni pfeviadi pfimku v pfimku a Ze zachovivi
uspofddini bodu.

Vzijemné jednoznatné piifazenf bodi [2] a [2'] vyplyva ze skutecnosn, Ze determinant

soustavy (13), t. j. &slo aa — bb = |a|* — |b ? je rizné od nuly.

Budiz . ’
2=2zy+1t¢ ‘ (14)

parametrické vyjadfeni pfimky p v komplexni soufadnici. Pfitom 2, je soufadnice pev-
ného bodu, komplexni &slo { = 0 je komplexni soufadnice koncového bodu radius-
vektoru, ktery udiva smér pfimky, reilnid proménni ¢ je parametr. Obraz p’ pfimky p
je pfimka s parametrickym vyjidfenim

2 =(az,+bzg+)+t@l+ad), (15)
nebot je a { + b § 7 0. Kdyby totiz bylo a £ + b =0, platilo by také b { + a £ =0,
a z.téchto dvou rovnic bychom dostali aa — bb = 0, coZ je ve sporu s pfedpokladem.
Rovnice (14) a (15) zaroveni ukazujf, Ze dané zobrazeni zachovivi uspofddini bodi na
piimce.

Véta 4. (Véta o uréenosti afinniho zobrazeni.) Budte Z,, Z,, Z; ti1 body, které
nele3t v pHimce, Z1, Z3, Z tFi body roviny Z,Z,Z,, které také nelezt v primce. Pakexistuje
jediné afinni zobrazeni v této roviné, které prevddf body Z,, Z,, Z4 po ¥adé v body Zy, Z3, Z3.

Dikaz: Necht ma bod Z; komplexni soufadnici 2zj, bod Z; komplexni soufadnici 2;
(j =1, 2, 3). Je tieba si uvédomit, Ze nutnd a postalujicf podminka pro to, aby body
Z,, Zy, Z4 nelezely v pfimce, je

zl, Ell, 1 N
' ' Zg Zg 1| # 0. , ' (16)
23, 23 1
JestliZe afinita s poletnim vyjidfenim
2 =az+bz+c
m4 vyhovovat danym podminkim, musi platit
| % =as +b%+¢ j=1,23 a7
Soustava (17) tfi rovnic pro-a, b, ¢ mi jediné feleni, nebot determinant soustavy, t. j.
determinant (16) je podle pfedpokladu riizny od nuly. Podle pfedpokladu je viak také

» 25 z, 1

2y 2, 1{ #0.

2y 2l 1
Dosadime-li do tohoto determinantu z rovnic (17) a z dal$ich tf vztahd, které vzniknou
z rovnic (17) pfechodem ke konjugovanym ¢&islim, dostaneme
az + bz, +¢ bz +az +¢l
azy + bz, + ¢, bzy+az,+¢ 1] #£0. (18)
laza—}-bés—i-c, b2y +azg + ¢, 1 .

3) Z této podminky vyplyvé, Ze neni zdroved ¢ = b = 0.
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Tento determinant Ize rozvést v devét determinantl, z nich? je sedm rovnych nule
(maji vidy dva sloupce umérné); zbyvajici dva determinanty lze upravit tak, Ze vztah
(18) nabude tvaru .
2, 2, 1
(aa—bZ) 22, 22, 1 I ;t 0.

23, 24, 1

Odtud vyplyvd a@ — bb = 0. Tim je véta 4 dokézéna.

5. Pro daldi postup mi zésadni dileZitost zkoumini samodruin)‘rch bodi a sméru
afinity.

Diive ne? se polneme zabyvat studiem samodruinych bodi, pnpomenme si, jak
fedime v oboru komplexnich ¢isel rovnici

az+ fz+y=0, ‘ (19)
kde z je nezndm4, a, B, ¥ jsou dani komplexnf &isla. K rovnici (19) sestrojime rovnici
az+Bz+y5=0 ' (19"

a ob€& rovnice (19), (19") fe$ime jako soustavu dvou linedrnich rovnic pro dvé neznimé.
Pro neznimou 2z dostaneme

(a2 — BB) 2 = By — ay- (20)
Nyni jsou tfi moZnosti: '

L Je-li ai — B4 0, m4 rovnice (20) jediné feSeni, které je té% ¥eSenim rovnice (19),
t. j. rovnice (19) mé jediné feleni.

IL Je-li ax—pf =0, a fy —ayF#0, nemé rovnice (20) feleni, t.j. ani rovnice
(19) nenf fesitelna.

III. Je-li konetnd az — B =0a fy —ay =0, je bud a = ﬂ 0, ¥ 5% 0 a rovnice
(19) je netelitelns. Nebo je « = 8 = y = 0. Re¥enim rovnice (19) je pak kazdé komplexni
Uslo 2. Neni-li soutasn& « =0, # =0, je |a| = |f| 740 a lze Klést B = ea, kde ¢ je
komplexni jednotka. Rozli$ime nyni dva pifipady: e #* Le=1

Je-li e5£4 1, je f— a %4 0 a pro kaZdé fefenf 2z rovnice (19) plati

az + ez

& &
z—B:——z+ =e_l(z+z)=;—_—T-t,

e —a
kde ¢ je redlné &slo. Obricent kazdé komplexni &islo

=_7 € .
_ﬂ——tx,+s—l b

kde ¢ je libovolné reslné &slo, je fefenim rovnice (19), jak se presvéd&me dosazenim
a pfihlédnutim ke vztahim :

B=ex, Py—ay=0.
Rovnice (21} udévé tedy v tomto pfipad& viecka feSen{ rovnice (19).
Je-lli e =1, t.j. f =a, je rovnice (19) ekvivalentni s rovnici

- _ Y ‘
z24+z= ot N (22)

Z podminky fy —ay =0 vyplyvé v tomto pr!padé v Z ; to znamenﬁ, Ze &slo ;—
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je redlné. Redeni rovnice (22) a tudiz i (19) jsou viecka komplexni &isla
- Y .
z2=—5 + it, - (23)

kde z probiha vSecka redlna cisla. Vysledek diskuse shrnuje: .
Pomocné v&ta 3. Rovnice (19) je bud nefesitelnd nebo md jediné FeSeni nebo md ne-
konecné mnoho FeSeni; v tomto poslednim pripadé jsou jejim Fesenim bud vSecka komplexni
Cisla nebo viecka Cisla, vyjddfend vztahy (21), resp. (23). Pfipad, Ze rovmice (19) md ne-
ko;ec"ne' mnoho feSeni, ale neni identitou, nastane tehdy a jen tehdy, plati-li |a| = |f| 70

a fy — &.y = 0.%)
Nyni mtZeme vyslovit a dokazat vétu o samod.ruznych bodech afinnfho zobrazeni.
Véta 5. Afimita v roviné, kterd neni identitou,5) md bud przmku samodruznych bodit
nebo jediny samodruiny bod nebo je bez samodruinych bodi.
Dukaz: Dani ifinita necht ma pocetni vyjidfeni

2 =az+bz+c |a|F|bl
SamodruZné body dostaneme FeSenim rovnice
(a—1z+bz+c=0. (24)

Vylouc':ime pfipad a—1 =0, b = ¢ = 0 (t. j. identitu); pak rovnice (24) mi podle
pomocné véty 3 bud jediné feSeni, nebo je nefesitelna nebo jsou jeji feleni dina jednou
Z rovnic

c €

=T T +o—7% le] =1, 219
z=— 2(a-—1)+“’ (23")
kde ¢ probihad vSecka redlnd &sla. Rovnice (21'), (23') jsou viak parametrickym vy-

jadfenim pfimky.

Afinitu,, jejiz samodruZné body vypliuji pfimku, nazjvime osovou afinitou.
Pfimku samodruZnych bodl nazgyvime osou afinity.

Z pomocné v&ty 3 vyplyva dile pfimo tato véta:

Véta 6. Nutnd a postalujici podminka pro to, aby afinita vyjddiend rovnici

2 =az+bz+c |a|#|bl,
byla osovd, je,. aby platily vztahy
|6 =la—1], be—(@—1)c=0.

Z definice’ afinity 1ze dokézat jednoduchou tvahou, Ze obrazem poloroviny v afinit&
je opét polorovina. To znamen4, Ze osové afinita pfevidi kazdou z polorovin, vytatou
jeji osou, bud v tutéZ polorovinu, nebo v polorovinu opatnou. Vyslovime definici:

Osovi afinita, kterd vyméfiuje ob& poloroviny vytaté jejf osou, se nazyva zékladni
afinita,

Véta 7. Osovd afinita, jejié osou je osa zmagmarnlch &isel, md pocetnt vyjddrent

2 =az+(@—1) 3z, (25)

4) Z pomocné véty 3 lze snadno ‘odvodit rovnici pfimky v komplexni proménné.
5) Identita je zobrazeni, které kaZdému bodu X roviny pfifazuje tyZ bod X.
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kde a je pevné komplexni &islo, pro né% a + a = 1, a 7~ 1. Obrdcené rovnice (25), kde
a 4 a = 1, a = 1 vyjadfuje osovou afinitu, jeji¥ osou je osa imagindrnich Cisel.

Osovd afinita, vyjddiend rovnici (25), je zdkladni tehdy a jen tehdy, plati-li vztah
a+a—1L0.

Diikaz: a) Osovi afinita, jejiZ osou je osa imaginirnich &isel, m4 podle véty 1 poletni
vyjadfeni

2 =az+ bz +.c |a|#|b]
ProtoZe kazdy bod, pro n&jz platl 2 = —=z, je samodruZny, je rovnice
(@a—b—1z+c=0

spinéna pro nekoneéné mnoho 2. Odtud plyne b = a— 1, ¢ = 0. Z podminky aa —
— bb # 0 pak dostaneme

gia—@—1)(@—1)=a+a—150.

. Obrécenim postupu dostaneme druhou &ast véty 7.

b) Afinita vyjadfend rovnici (25) je zédkladni tehdy a jen tehdy, pfevede-li na pi.
bod [1] v bod leZici uvnitf opatné poloroviny vytaté osou afinity, t.j. v bod, jehoZ
komplexni soufadnice mé zdpornou redlnou &ist. Obrazem bodu[1] v afinité (25) je
bod [2 a — 1]. Redlna &st jeho soufadnice je &islo

%(2a—l+2a—l)=-;—(2a—l +2a—l)=a+i—l.

6. Nynf si viimneme sklddédn{ afinnich zobrazeni. SloZime-li afinity %,, %, (v tomto
pofadku) tak, jak sklddidme zobrazeni v roving, bude vysledné zobrazeni U, opét afinita
v roviné; to vyplyvéd pfimo z definice afinniho zobrazeni. Tuto skute¢nost zapiSeme
vztahem

52[3 = 911 QI’
nebo
AN, = U

" Skl4dénf afinit je operace, pro kterou plati zdkon asociativni, t.j.
(%, Ag) A = A, (Ay Ay). |

Obecn& viak pfi skldddni afinit neplati zdkon komutativni, t.j. neni vidy %, A; =
A, A;. Oznadime-li I identické zobrazeni a A afinitu inversni k afinité A (viz vétu 2),
plat pro kaZdou afinitu vztahy

AJI=J A=Y, AA=A1A=3G.
JiZ v odstavcich 3, 4 jsme poznali, 2e pro afinitu vyjidfenou rovnici
2 =az+bitec - . (26)

mé jakysi vyznam &islo D = aa — bb = |a|* — |b|%, které je redlné a rizné od nuly.
Cislo D budeme nazjvat modulem poetnfho vyjidfeni (26) nebo struén& modulem
afinity (26).

O modulu plati véta

Véta 8. Modul afinity, kterd vzmikla slofemim dvou afinit, je roven soulinu moduli
obou téchto afinit. . -
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Dikaz: Poletni vyjddfeni afinit %;, %, budte:
Ui =a2 +b2 +¢
Wy... 2" = ay2’ + by’ + ¢,

Pocletnf vyjidfeni afinity ; ¥, dostaneme, dosadime-li do rovnice pro z”’ za z’.
Dostaneme _
2" = ay(a;2 + 8,2 + ¢)) + by (a,2 + bz + ;) + ¢
a8 po tprave

2" = (a,09 + bibe) 2 + (azhy + b)) Z + 5.
Modul D, vysledné afinity je

Dy = (@105 + bib) (@13a + biby) — (asby + baiy) (b, + byn) =
= aya,a333 + byb1boby — G485h1b,'— @,8,b:b; = DDy,

kde D,, D, jsou moduly afinit 9, %,. Tim je v&ta dokazina.

PonévadZ modul identity je zfejmé& roven jedné, vyplyvé z véty 8, Ze moduly in-
versnich afinit jsou pfevricend &isla.

Pomoci modulu lze charakterisovat zdkladni afinitu,

Véta 9. Osovd afimita je zdkladni tehdy a jen tehdy, fe-li jejf modul zdporné &slo.

Diikaz: a) BudiZ £ libovoln4 osov4 afinita s osou 0. Zvolme afinitu U tak, aby piimku
o prevedla v osu imaginéirnich &sel; to je moZné podle véty 4. Paz afinita

D =u-10%

je osov4 afinita, jejiZz osou je osa imaginirnich &sel. Skutetné, je-li X libovolny samo-
druZny bod afinity ', X, obraz bodu X v afinité %1, vyplyvé ze vztahu =% O’ A,
Ze X, je samodruiny bod afinity £. Viecky samodruZné body afinity £’ tedy dostaneme,
kdyZz najdeme ke viem samodruZznym bodim afinity £ jejich obrazy v afinité 9. Tim
viak dostaneme osu y.

Zijistili jsme tedy prozatim: kaZdou osovou afinitu © miiZeme vyjddfit ve toaru A D’?I—‘
kde Q' je afinita, jeji# osou je osa imagindrnich sel, a U je vhodnd afinita. )
b) Oznaime D modul afinity £, D’ modul afinity £’, D, modul afinity %. Podle véty

8 a poznimKky za ni nisledujici je
D D,-D'- D1 7 =D,

Osov4 afinita ' m4 podle véty 7 poletni vyjidfenf (25) Je)I modul je &slo D' =
=aa—(a—1)(@—1) =a + a—1. Z véty 7 tedy vyplyv4, Ze afinita O’ je zikladni
tehdy a jen tehdy, je-li D’ <C 0. Ponévad afinity ©, ' jsou bud obé zékladni nebo neni
Z4dn4 z nich z4kladni, je vztah D’ <C 0 neboli D < 0 nutni a postalujici podminka
pro to, aby afinita © byla zikladni.

7. Véta 9 ;c podkladem rozdéleni afinit do dvou zikladnich skupin; toto rozd&leni
souvisi velmi tizce s nizornou predstavou smyslu obihani, jak dile ukiZeme. -

Véta 10. Ka#dou afinitu v roviné lze rozioZit v koneény poclet zdkladnich afinit. Pocty
zdkladnich afinit v kterychkoli dvou rozkladech dané afinity maji tutéZ paritu.%)

Dtkaz: a) Je-li dan4 afinita % identita a je-li 0, libovoln4 zikladn{ afinita, je % =
=, O t.j. véta 10 je v tomto piipadé spravni. Je-li dani afinita osovd (a nikoli
zikladni) s osou o, zvolime bod A4 leZici mimo osu o a bod B, ktery neleZi v poloroviné

¢) Za rozklad o jednom ¢lenu pokldddme i jedinou zékladni afinitu.
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0A (obr. 2); bod A’ bude oviem leZet podle pfedpokladu v poloroving oA4. Podle vity 4
Ize sestrojit zékladnf afinitu O, s osou o, kterd prevede bod 4 v bod B, a zikladni afinitu
£, s osou o, kterd pfevede bod B v bod 4'. Afinita 0, O, m4 osu o a prevadi bod 4
v bod A4’; podle véty 4 je tedy totoZni s danou osovou afinitou . Tim jsme dokézali,
Ze lze kazdou osovou afinitu — pokud neni sama zikladni — rozloZit ve dvé zikladni
afinity. '

b) BudiZ nyni U afinita, kterd neni identitou ani osovou afinitou. Zvolme bod 4,
ktery nesplyne se svym obrazem A’, a zvolme pfimku o;, kterd oddéluje body 4, 4'.
Sestrojme podle véty 4 osovou (zékladnf) afinitu O, s osou.o,, kterd pfevede bod A4’
v bod 4. Afinita A ©, m4 samodruzny bod A; ma-li je$té dal§i samodruZny bod, je to
bud identita nebo osov4 afinita (viz vétu 5). Ze vztaht A O, =, resp. A O, = Dg vy-
plyvé vztah A = O, ?, resp. A = O, 0; ! a v obou téchto pfipadech je podle vysledku
odst. a) prvni &ist véty 10 dokizéna.

Necht tedy afinita A ©; mé jediny samodruZny bod 4. Zvolme bod B == A4 a budiZ
B, = B jeho obraz v afinité A O,. Bodem 4 vedeme pfimku o, tak, aby neobsahovala
#4dny z bodid B, B, a podle véty 4 sestrojime osovou afinitu £, s osou o, tak, aby pfe-
vadéla bod B, v bod B. Afinita A ), O, m4 dva samodruiné body 4 == B. Podle véty 5
je to tedy bud identita nebo osové aﬁmta q. Ze vztahu A O, O, =, resp. A O, O, = O,
vyplyva vztah A=D1 0, }, resp. A =1, D, 19,1 a podle vysledku odst. a) 1evtéchto
pfipadech prvni ¢éist véty 10, t. j. moZnost rozkladu dokizina.

c) Podle véty 9 je modul zékladni afinity ziporné &islo. SloZenim sudého (lxchého)
pottu zékladnich afinit dostaneme tedy afinitu s kladnym (zépornym) modulem. Odtud
vyplyva druha &ast véty 10.

Na zikladé véty 10 miZeme vyslovit tuto definici:

Afinita, kterou lze rozloZit v sudy polet zékladnich afinit, se nazfvi pfim4,
afinita, kterou lze rozloZit v lichy podet zdkladnich afinit, se naz§vd nepfima.

PiHimym désledkem vét 8, 9, 10 je véta:

Véta 11. Pfimd afinita v roviné md kladny modul, nepfimd afinita md zdporny modul.
Obrdcené: md-li afinita v roviné kladny modul, je pFimd, md-li zdporny modul, je nepiimd.

Poznimka.

Sestrojime-li libovolny trojihelnik ABC a jeho obraz A'B'C’ v zékladni afinité ©
(obr. 3), pak smysly obihini (po obvod¢ trojihelnikit ABC a A’B’C’ jsou opainé. Z toho
plyne podle véty 10, Ze stejnou vlastnost maji viecky nepiimé afinity. Naopak pfi pfimé
afinité¢ je smysl obihdni ABC a A’'B'C’ souhlasny. To znamen4: jestlie pro jeden troj-
thelnik ABC a jeho obraz A'B’C’ jsou smysly obihini ABC, A'B’'C’ opatné (souhlasné),
je pfisluSni afinita nepfim4 (pfima4).
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8. Nyni se obratime ke studiu samodruznych sméri, které jsou pro tfid&ni afinit
mnohem dileZitéj§i neZz samodruzné body.

Smérem rozumime mnoziru pfimek navzijem rovnob&inych. Smér budeme urcovat
tak, Ze udime né&ktery bod rizny od pocitku a leZici na pfimce daného sméru, kterd
prochézi poditkem. Tak na pf. [1] je smér osy redlnych &isel, [—i] nebo [i] je smér osy
imagindrnich &isel. Aby udévini sméri bylo vyrazn&jsi, budeme — pokud mozno —
uZivat feckych pismen a oblych zivorek misto lomenych. Tak smér ({) je smér, do
n&€hoZ nileZi pfimka spojujici body [0] a[{]. V oznaleni ({) je samozrejmé obsaZen
pfedpoklad, Ze { %4 0.

Véta 12. Sméry (£,), (Cs) jsou totoiné tehdy a jen tehdy, je-k

Cl" -C—l
8o &,

Dukaz: ]sou-h oba sméry totoZné, je {, = % 3, kde x je redlné &slo rizné od nuly
Pak je Cz =x 51 a plati vztah (27). Obréicend, plati-li vztah (27), je tily—Ele=0

neboli ET — 2 (A0 g = x e redlné Eslo a piimby (0] (¢, [0] 6]

1

=0. @7

splynou.
Véta 13. Budi# ddna afinita N roonici
2 =az+bz+c |a|F#|b|
Smér () je samodruznym smérem této afinity®) tehdy a jen tehdy, je-li &slo { netrividinim
feSenim rovnice

b+ (a—a)ll—b2=0. (28

Tuto rovnici nazveme charakteristickou rovnict smérit dané afimity. _

Diikaz: Obraz bodu [0] v dané afinité je bod [c], obraz bodu [(] je bod[al+bC +c).
Oznatime-li ' =@l + bl +c)—c=al+ b, je smér () samodruiny tehdy
a jen tehdy, je-li totoZny se smérem ({"). Podle véty 12 je pfisluSnd podminka

¢ 1 _|at+bC,aT +5b¢

& ¢ g ¢
Odtud dostaneme rovnici (28).

Véta 14. Afinita md vsecky sméry za samodruiné tehdy a jen tehdy, Ize-K ji vyjddFit A
rovnici

= 0.

2 =az+oq (29)

kde a je Cislo rediné, rizné od nuly.
Dikaz: a) Mé-h afinita o rovnici

2 =az+bz+c¢

viecky sméry za samodruZné, vyhovuji rovnici (28) na pf. &sla £ =1, i, 1 4 i. Tak
dostaneme podminky
b+ @— a) —b=0,
—b+(@—a)+b=0,
2bi+2(@—a)+2bi=0.
7) Obrazem sméru je v afinité zfejmé opét smér. Smér je tedy samodruiny, splyne-li se svym
obrazem.
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Seétenim prvnich dvou vztaht dostaneme 2 (@ —a) =0, t.j. a = a; a je tedy &slo
redlné. Odeétenim prvnich dvou vztaht a pfipojenim tfetiho dostaneme po tpravé
b—b=0,b+b=0, t.j. b =0. Pondvad? je |a|>— |b|* = |a|? £ 0, je a 0.

b) Vztah (29) zfejmé vy)adru]e aﬁmtu, kterd ma viecky sméry za samodruZné, nebot
viecky koeficienty v rovnici-(28) jsou rovny nule.

Slozenim libovolnych dvou -afinit, jejichz poletni vyjidfeni méi tvar (29), vznikne
ziejmé afinita té¢hoZ druhu. To je patrné bud z vypoltu nebo z okolnosti, Ze viecky
tyto afinity maji jako charakteristickou vlastnost, Ze kazdy smér je pro né samodruZny;
a tato vlastnost se pfi sklddéni zachova.

Mnozina viech afinit, pro néz je kazdy smér samodruZny, obsahuje zfejmé i identitu
a obsahuje-li urditou afinitu, obsahuje i afinitu k ni inversni. Takovouto mnoZinu na-
zyvime v matematice grupou. Vyslovime definici:

Neprizdnd mnoZina G zobrazeni se nazjvd grupou, mé-li tyto vlastnosti:

I. SloZenim dvou libovolnych zobrazeni z mnoZiny G vznikne opét zobrazeni
z mnoziny G.

II. Obsahuje-li mnoZina G wurdité zobrazeni, obsahuje i zobrazeni k nému
inversni.

Disledkem vlastnosti I a II je, Ze kaZd4 grupa zobrazeni obsahuje i identitu. Jsou-li
G,, G dvé grupy zobrazepni a je-li mnoZina G, ¢isti mnoZiny G, x"ikéme, Ze G, je pod-
grupou grupy G.

Na zikladé pfedchozich tivah miiZeme tedy vyslovit tuto vétu: v

Véeta 15. Mnogina G vSech afinnich zobrazeni v roviné je grupa, t. zv. grupa afmm'
Mnozina viech afinit, pro né% je kaZdy smér samodruiny, tvoif pravou podgrupu G; afinni
grupy, zvanou grupa stejnolehkosti.

Grupa G; se sklddd ze vigch afinit, jejich# vyjddfent je

2 =az+o _ | 29

kde a je &slo redlné, rizné od nuly. Vsecky afinity z grupy G jsou pr{mé
Posledni tvrzeni véty 15 vyplyvd z véty 11, nebof modul afinity (29) je |a|? >0

Véta 16. Grupa stejnolehkosti obsahuje identitu, vSecky translace a viecky stejnolehkosts.
Identita a translace ot podgrupu Ge grupy G, zvanou grupa translaci.

Dikaz: Zkoumejme samodruzné body afinity z grupy G,. Ma-li afinita vy)édreni
(29), jsou komplexni soufadnice samodruZnych bodi feSenim rovnice -

(@a—1Dz+c=0.

- Pro a = 1, ¢ = 0 jsou viecky body samo-

druné (afinita je identita), pro a =1, -
¢ 5% 0 nema afinita 24dny samodruZny bod,
pro a # 1 mi jediny samodruZny bod.

Snadno zjistime, Ze afinita %, bez samo-

druZnych bodi je translace. Je-li X libo-
volny bod, X’ jeho obraz (obr. 4), je pfimka
XX' zfejmé samodruZni. Libovolné dvé
rizné takové pfimky XX’, YY" jsou rovno-
béZné, nebot, kdyby se protinaly, byl by
jejich prusetik samodruZnym bodem. Budiz e
A, A’ pevni dvojice vzor-obraz, X bod N Xxpaaly ve
lefici mimo pfimku A4’, X’ jého obraz; obr. 4

XAl XA
xXril x'v
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pak je jednak A4’ HXX s jednak AX||AX’, t.j. X’ sestrojime jako &tvrty vrchol rovno-
béinika XAA'X'; to je znidm4 konstrukce translace.

Obdobné z;xstime, Ze afinita U, s 1edmym samodruZnym bodem je stejnolehkost.
Je-li S samodruiny bod, 4% S dalsi
bod, A’ jeho obraz, X bod leZici mimo
pfimku A4S, X’ jeho obraz (obr. 5), pak
piimka AS je zfejmé& samodruZn4 a obsa-
huje bod 4’. Také pfimka SX je samo-
druznd a obsahuje bod X'; mimo to
je AX||A'X’. Bod X' tedy sestrojim
AX|| 4xr  znidmou konstrukci stejnolehkosti.

9. Nyni se budeme zabyvat studiem,
charakteristické rovnice smérii. Odvo-*
dime nejprve podminku, aby afinita méla
aspoii jeden samodruZny smér, t. j. aby
rovnice (28) méla aspoii jedno feSens
¢ # 0 (t. zv. netrividlni).

Véta 17. Afinita dand rovnict

2 =az+bz+c, |af—|b2=0,
md aspori jeden samodruiny smér tehdy a jen tehdy, plati-li pro koeficienty a, b vztah
(e—a)* + 4bb =058 - - (30)
Ditkaz: a) M4-li dan4 afinita aspofi jeden samodruiny smér, t. j. rovnice (28) aspost
jedno fedeni { 7% 0, lze délit rovnici (28) Cislem (? a dostaneme

1;(-%—)a +(@— a)—g_—-—b=0,

pi‘n‘,emi’ ¢ .—-1 Toznamené %e rovnice

bt (@—a)e—b=0 SN 3 )

mé aspodl jeden kofen, ktery je komplexnf jednotkou. Nynf musfme rozeznivat dva
pripady bud je b = 0 nebo j je b=0.
1. Je-lib#0a mé-li rovnice (31) aspodl jeden kofen &, pro n&j% plati |&| =1, je

druhy kofen této rovnice &, = — —;—- : &, 'a proto je také |&,| = 1. Ze zndmé vlastnosti
kofent kvadratické rovnice vyplyva

a—

= =+ &l < la| + e =2.

Odtud dostaneme |a —a [* < 4 |b|?, neboli (a — @) * (@ — a) < 4 bb, neboli (a —a)* +
+ 4bb = 0, co? jsme méli dokizat.
2. Je-li b =0 a ma-li rovnice (31) aspoii jeden kofen &, pro néjz plqt{ lsll =1,
jea—a=0,tj.
. (a—a)* + 4bb = 0.
b) Dokézeme, Ze podmmka (30) je postatujicf. Také pfi tom rozlisime pﬂpady
b F#0,b=

AN
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1. Je-li b # 0, vyjadfime podle vzorce jeden kofen rovnice (31)

a—a-+d
kde d = }/(a— a)® + 4 6. Dile vyjadtime &islo &:
i = a—a +d
1 2b :
Pak je - —
- —(@—a® +d —(@—al+ (@a—a)+4bb
61£1= - = = = =l-

4bb 4bb

Cislo &, je tedy kofenem rovnice (31), ktery je komplexnf jednotkou.

2. Je-li b =0 a plati-li &:dminka (30),-je (@a—a)® = 0. Cislo a— a je bud &slo
ryze imaginirni nebo nula. Cislo (@ — a)? je tedy &slo nekladné. Spojenim tohoto vztahu
se vztahem (a — a)® = 0 vyplyvd a —a = 0. Pak je oviem kofenem rovnice (31) libo-
volni komplexn{ jednotka.

‘Dok4zali jsme tedy: plati-li vztah (30), m4 rovnice (31) aspoil jeden kofen &,, ktery
je komplexni jednotkou. Urteme komplexni jednotku 7 tak, aby platilo 72 = ¢,. Pak
dslo 7 £ 0 je kofenem rovnice (28). Skutetn&, pla byt + (a—a) 2 —b =0,

neboli b7 +(@—a)—b- # = 0. ProtoZe 7 = —,1-7— je posledni rovnice totoZni

s rovnicf (28) pro { = 7. Tim je postalitelnost podminky (30) dokizina.
Stoji jestd za poviimnuti, Ze vyraz (@ — a)? + 4 bb je diskriminant rovnice (28).
Podle véty 17 a podle znémych vlastnosti kvadratické rovmoe miZe byt tedy afinita
o rovnici
2 =az+bz+c¢

vzhledem ke svym samodruZnym smérdm ¢&tverého druhu:

1. Afinita, pro niZ je kaZdy smér samodruZny; je to afinita z grupy G, a nazveme ji
homothetickou; podminka (nutni a postatujicf) pro koeficienty je a = a, b = 0.

2. Afinita, kterA mi dva rizné samodruZné sméry; nazveme ji afinitou hyper-
bolickou; podminka pro koeficienty je

(@a—a)®* + 455>>0.

Pikladem hyperbolické afinity je afinita zdkladnf, jak se miYeme pfesvédiit podle
véty 7. Je totiZ (a—a)® + 4bb=(a + &)—4(aa—bb), prvod ¢&len je kvadrat &sla
redlného, t. j. &slo neziporné, druhy ¢len je &slo kladné.

3. Afinita, kterd m4 jediny samodruZny smér; nazveme ji afinitou parabolickou;
podminka pro koeficienty je

(a—ap +4bb=0, b=0. .

Pi{kladem parabolické afinity je elace®); také se o tom pfesvédéime na zékladg véty 7.

4. Afinita, kterd nemé Zidny samodruiny smér; nazveme ji afinitou eliptickou
Podminka pro koeficienty je _

(@a—a) + 450 <0,

%) Cislo @ — G je ryze imaginarni nebo nula; slo (a — )" je tedy reglné, Cislo 4 bd je nezé-
porné; je tedy (@ — a)* + 4 bb vidy é&islo redlné.
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Priklady eliptickych afinit poznime v dal$im.

10. Zvolme hyperbolickou afinitu ¥, kterd mé samodruzné sméry (£;), (£,). MnoZina
I viech aﬁx_lit, které maji samodruzné sméry ((,), ({,), tvofi patrné podgrupu afinni
grupy, do niz nalezeii viecky homothetické afinity a vSecky hyperbolické afinity se
samodruznymi sméry ({,) (Cy).

Grupu I' Ize viak charakterisovat jesté jinak. BudiZ

bo L%+ (@ —ag) (L —b 2 =0 . (32a)
charakteristickd rovnice sméru afinity %, a
bi*+ (@a—a)tl—bl2=0 (32b)

charakteristickd rovnice smért libovolné afinity U z I'. Podle pfedpokladu o afinité %
m4 rovnice (32b) bud vSecky koeficienty rovné nule nebo imérné koeficientiim rovnice
(32a), t.j. v kazdém ptipad¥ plati b = x by, b = % by, @ — a = % (@, — a). O Esle x
Ize snadno dokazat, Ze je redlnél?),

Afinita AY, pfevadi smér ({) ve smér ({’), dany rovnosti

U=yl +b0)+by @l +b0)=(aa+bob) L + (ah +ab) L. (33a)
Afinita %, A prevadi smér ({) ve smér ({"'), dany rovnosti
£ = a(ald + bol) + b (@9> + bot) = (aga + bby) & + (aby + agb) &.  (33b)

PouZijeme-li ve vztazich (33a), (33b) rovnosti b = x by, a = a + x (a, — ay), zjistime,
Ze plati _ _
' C"‘= {" = (apa + % boby) £ + (aby + # aghy) ¢,

t.j., Ze obé& afinity ANy, AN prevadeji kaZdy smér ({) v tyZ smér ({"). Abychom se mohli
stru¢né vyjadfovat, zavedeme novy nézev.

Necht afinity ,;,%, maji tu vlastnost, Ze obé afinity U, U, i A, A, prevadeji kazdy bod
roviny v tyZ bod (t. j. jsou totoZné); pak nazyvime afinity %;, %, komutativni.

Necht afinity %, %, maji tu vlastnost, Ze ob¢ afinity U, A, 1 WA, pievadéji kazdy smer
v tyZ smér; pak nazyvime afinity ¥, %, smérové komutativni.

Podle pfedchézejiciho vykladu je tedy kaZd4 afinita z grupy I" smérové komutativni
s danou afinitou ¥, Lze dokézat,!!) Ze obricené kaZzd4 afinita smérové komutativni
s U, nilezi do I'. Grupa I je tedy mnoZina viech afinit smérové komutativnich s danou
afinitou %,. O mnoZiné afinit smérové komutativnich s danou afinitou je vSak moZno
uvaZovat i v pfirod¢, Ze afinita %, nen{ hyperbolicki.

Véta 18. MnoZina viech afinit smérové komutativnich s danou afinitou je podgrupa
afinni grupy.

Dikaz: BudiZ %, dani afinita, %;, A, dv& afinity smérové komutativni s A, Necht
afinita %, %, pievede smér ({) ve smér ({'), afinita U, necht prevede smér ({) ve smér ({,),
afinita %, sm&r (£’) ve smér ({"). Pak pfevede afinita N, A, smér () ve smér ({),
afinita 9,9, smér () ve smér ({'), afinita U, AU, smér () ve smér ({’). Odtud plyne,

%) Elace je osov4 afinita, jgjiZ smér je smér osy.

10) Ze vztahu b = % b, plyne b= x® b, a spojenim tohoto vztahu s rovnosti b = xb, dosta-
neme % b, = x b,. Je-li by # 0, vyply’rvé odtud % = x (t.j. » je &slo redlné). Je-li b, = 0, je
@, — ay 7 0 (nebot afinita Y, neni z « ;). Pak ze vztahu 2 —a =x (Tzo — ao) dostaneme a—a =
= % (@y — a,) a spojenim .obou vztahlt % (T — @,) = % (dp — ao) t. j. OPEt % = x.

11) Odivodnéni tohoto tvrzeni vyplyne z véty 19.
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Ze afinita A, A, prevede smér ({;) ve smér ({''); totéZ oviem plati i o afinit& AN, Pie-
vede tedy afinita %9, smér () ve smér ({"’) pravé tak jako WA, A,. Tim je dokidzéno:
Je-li I mnoZina viech afinit smérové komutativnich s %, a ;sou—h A,, A, libovolné dve
afinity z I', néleZi afinita %%, také do mnoZiny r. .

DokaZeme dile: Je-li U afinitaz I', je také A afinitazl. Nechf afinita 9 pfe-
vadi smér (°) ve smér ({'), afinita A smér (£) ve smér ({;) a smér ({') ve smér (”’). Pak
AW, i A prevadi smér () ve smér (¢"); odtud plyne, Ze afinita U previdi smér ({,)
.ve smér (), t.j., Ze afinita Y prevadi smér ({') ve smér (£,). Pfevadi tedy afinita
A1, smér (L) ve smér (£;) a totéZ plati i o afinit€ A AL, ProtoZe smér ({) byl libo-
volny, je také smér ({) libovolny; tim je dokdzédno naSe tvrzeni i véta 18.

Vé&ta 19. Budiz 2' = ayz + byz + ¢, rovnice afinity W, kterd neni homothetickd. Pak
afinita N o rovmici 2’ = az + bz + ¢ ndleZf do grupy I' afinit smérové komurativnich
s afinitou U, tehdy a jen tehdy, sou-li koeficienty charakteristické rovnice smérit afinity A
umérné koeficientiom charakteristické rovnice smérit afinity U, t. j. plati-ii

b=1xby b=12bya—a=x(G,— ay).}?)

Dikaz. a) Je-li A afinita smérové komutativni s afinitou %o, jsou rovnice (33a),
(33b) ze str. 24 navzijem totozné. Odtud plyne

aob +&bo = abo + 5017.
Plati tedy bob = bb,. Nynf musime rozlidit dva p¥ipady: &, 7= 0, b, = 0. Je-li b, 7 0,
dostaneme z prvni rovnice (34) 3
b b
. bo B_o ’
-:— je tedy re4lné &slo x a plati b= xby, b= x l;.,v. Z druhé z rovnic (34) plyne v tomto
0
piipadé a — a = x (ay — ay,); koeficienty charakteristické rovnice sméri afinity o jsou
x-nisobky piisluinych koeficientd charakteristické rovnice smér afinity %,.
Je-li b, = 0, vyplivé z druhé z rovnic (34) vztah b - (a, —ao) = 0. ProtoZe afinita
A, neni homoteticks, je @, — a, # 0, t.j. b = 0. Cislo a — a je nula nebo ryze imagi-
nirni; podil (2 — a) : (@, — a,) je redlné &slo . Plati tedy opét

b= by b=2%bya—a=x(a— a). - (35)

b) Necht plati vztahy (35). Pak (jako na str.-529) dokdZeme dosazenim, Ze vztahy (33a),
(33b) jsou tot#Zné.

Z vét 18, 19 plynou tyto dasledky:

1. Je-li afinita U, homotetickd, je pfisluind grupa I" grupa afinni G..

2. Nent-li aﬁmta Wo homotetickd a je-Ii U, afinita z grupy I, kterd také nenf homo-
tetickd, pak mnoZina vech afinit smérové komutativnich s afinitou %, je grupa I'.

3. Je-li Y%, afmzta hyperbohcké, je kadd afinita z grupy I" bud homotetickd nebo hy-
perbolickd s tymiZ samodrunymi sméry. Obdobné rvrzeni platf, je-li ddna afinita U,
parabolickd nebo eliptickd. :

11. Grupa afinit I" sm&rové komutativnich s danou afinitou 9, m4 zvla$t® jednoduché
chovini, je-li afinita U eliptick4. Plat totiZ véta:

1%) x bude oviem <islo redlné (viz dikaz na str. 23).
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Vé&ta 20. Grupa afinit smérové komutationich s danou eliptickou afinitou obsahuje samé
pfimé afinity. Kazdd jeji afzmta,‘kterd neni homotetickd, je eliptickd a md jediny samo-
druzny bod.

Dikaz. a) BudiZ ¥ afinita z grupy I, kterd nenf homotetické ; pak je afinita % eliptické
(viz vétu 19). Je-li poletni vyjadfeni afinity U

Z=az+bz+c
plati podle véty 17 vztah (a2 — @) + 4 bb < 0. Upravime levou stranu
(a— @) + 4bb = (a + a)* — 4 (aa — bb). (36)
Protoe (a + a)? > 0 (kvadrit redlného &sla), musf byt az — bb>>0. Je tedy kazd4
afinita %A z I', kterd nenf homotetickd, pfim4. ProtoZe viechny homotetické aﬁmty jsou

také pfimé, je prvni Cist véty dokdzdna,
. b) Samodruzné body eliptické afinity % z I" maji za soufadnice kofeny rovnice

“(@a—1)-z+bz+c=0. ' (37"
O feleni této rovnice rozhoduje vyraz
(@—1)(@—1)—bb=aa—bb—(a+a)+ 1.
Podle (36) viak je
a&—b3>—i—(a + a).
Je tedy
@=D@=D)=—8b> @+ —(@+d)+1= 5 @+a—2)

to jest o

: (@—1)(@—1)—b5>0
a ro—nice (37) m4 jediné feleni.

Grupu I' viech afinit, které jsou smérové komutativn{ s danou eliptickou aﬁmtou,
nazveme zédkladni grupou eliptickych afinit. _

Afinni grupa obsahuje zfejmé nekoneéné mnoho takovych grup; viecky zékladnf
grupy eliptickych afinit maji spoletnou ¢ist — grupu stejnolehlosti.

V 1zké souvislosti se zédkladnimi grupami eliptickych afinit jsou zobrazeni, nazfvani
v elementirni geometrii ,,podobnost*.

Podobnosti (podobnym zobrazenim) v roving naz§vime zobrazeni, které mé
tuto vlastnost: Jsou-li X, Y dva libovolné rizné body roviny, X’, Y’ jejich obrazy (na-
vzijem ruzné), plati pro velikosti usedek vztah

XY =k XY, (38)

kde k je pevné kladné-&islo, nazyvané pomér podobnosti.

Je-li 2 =1, zni vztah (38) X'Y’' = XV, coZ vyjadfuje shodnost tiseek XY a X'Y",
Takovéto podobné zobrazeni nazyvime shodné zobrazeni (shodnost).

Véta 21. Podobné zobrazent je afinita.

Dikaz: Musime dokizat, Ze¢ podobnost je vzdjemné jednoznatné pfifazeni bodd,
které zachoviva usporédéni a Ze prevadi primku v pfimku.

a) DokéZeme nejprve, Ze obrazem tisetky AB je isecka A'B'. Jsou-li 4, B dva navzéjem
rizné body, j jsou také body A’, B’ navzijem rizné. Je-li X bod mezi 4, B, plati pro né&j

538



vztah AX + BX = AB, kde znaky AX, BX, AB znamenajf velikosti isetek. Zndso-
bime-li pfedchozi vztah &slem &, vyjde vzhledem k (38) vztah 4'X" + B'X' =A'B’;
z n&ho vyplyv4, Ze bod X' nileZf dsedce A'B’. ProtoZe je X' Z A', B’ lezf bod X' mezi
body 4, B'.

Budli Y hbovolny bod tsetky A'B’; pak plati A'Y + B'Y = A'B’; neboli vzhledem

k (38) A Y + B’Y AB. Uvnitf dsecky AB sestrojime bod X tak, aby platilo

AX = —k-A'Y; to je moiné, nebotTA Y < AB. Obrazem bodu X je podle pfed-

choziho vykladu bod X' vnitfku tsedky A'B’, pro ktery plati A'X' =k-AX =A'Y;
proto je Y’ =Y, t. j. kaZdy bod usecky A’'B’ je obrazem n&kterého bodu usecky AB.
Tim je prvni tvrzeni dokizino a ziroven je dokizino, Ze podobnost v uZ$im smyslu
zachovéva u,sbponidéni

b) KaZdy bod piimky AB nﬂezi nékteré tsedce, XY, kterd obsahuje body A4 i B jako
vnitfni. Obrazem tuse¢ky XY je usetka X'Y’, ktera obsahuje podle odst. a) body A4',
B’ jako vnitfni; bod Z’ nalezi useéce X'Y’, a tudiZ i pfimce A'B’.

Je-li Y == A’ libovolny bod pfimky A'B’, nileZejici na pf. polopfimce 4'B’, sestrojime

na polopfimce 4B bod X, pro n&jZ plati AX = % A'Y. Jeho obraz X lei podle pfed-

chizejiciho na polopiimce A'B’ a platf pro n&j A'X' =k-AX =4'Y,t.j. X' =Y.
Skutetné je tedy obrazem pfimky pfimka. Odtud vyplyvé, Ze obrazem roviny je v po-
dobnosti rovina a vzhledem ke vztahu (38) je podobnost vzijemné jednoznalné pfi-
fazeni bodi roviny.
Véta 22, KaZdd podobnost je poletné vyjddiena jednou z rovnic

2’ =az+e (393)
2=bz+o : (39b)

kde a, b jsou peond komplexn{ &isla riznd od nuly. Obrdcené rovnice (39a) nebo (39b),
kde a nebo b je pevné komplexnt slo rizné od nuly, vyjadfuje podobnost.
Dikaz: ProtoZe je podobnost afinitou, m4 poletni vyjadieni

2 =az+bz+c (40)

Oznatme %k pomér podobnosti; obrazem bodu [0] je bod [c], obrazem bodu [2] je bod
{2'], proto plati
|& —c| =k|z]|.

Vzhledem k rovnici (40) dostaneme vztah
|az + bz| =k |z|,
platny pro viecka komplexnf &sla z. Z tohoto vztahu plyne

|az? + bzz| = |2||az + bz| = k|22 (41)
‘Je-li a = 0, plyne ze vztahu (41) (pro z = 1) |b| = k. Je-li a 7 0, dosadime do (41)
za z postupn &sla z,, 2,, pro n&% plati 2} = L 2= — - dostaneme

b+ o] =k|mf |—b+bag| =k [alt.

ProtoZe je |2, = 2, 2, =|2,|2 = 2,2, = l%:, plati‘
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b | b
. !””l:’%l—””b”’
neboli .
|b|-il+ ’%H:lb] fl—]%” ‘ (42)
Tento vzfah viak Ize splnit, jen kdyZ je &6 = 0. Nebot je-li b0, je’%’>0azev’ztahu‘

(42) plyne
|
AvSak vztah |1 + x| = |1 — x| nelze splnit Z4dnym kladnjm &slem x.

Dokazali jsme tedy, Zebudjea =0, |b| = k nebo je'b|= 0, a pak z rovnice (41) vy-
plyvé | a | = k. Tim jsou dokdzdny rovnice (39a), (39b).

Zobrazeni dané rovnici (39a) nebo (39b) m4 vlastnost vyjidfenou jednou z rovnic

L

|21 — 23] = |a(z;, — 25)| = |a] - |2y — 2
|21 — 25| = b (2, — 29| =[] - |2 — 25| = |B] - |2y — 2.

Tyto vztahy vyjadfuji definici podobnosti.

Véta 23. Viecky podobnosti tvoft grupu Gy, je je podgrupou afinnt grupy. Viecky piimé
podobnosti tvort podgrupu G, grupy G,; tato grupa G, je jednou ze zdkladnich grup elip-
tickych afinit.

Dukaz: SloZenim dvou afinit danych rovnicemi (39a), (39b) dostaneme zfejmé& opét
afinitu vyjadfenou jednou z téchto rovnic. Jsou-li ob¢ afinity typu (394), vznikne opét
afinita typu (39a). Déle je zfejmé, Ze mezi afinity typu (39a) naleZi i identita a Ze afinita
inversni k afinit® typu (39a), resp. (39b) je opét afinita typu (39a), resp. (39b).

Afinity typu (39a) jsou zfejmé pfimé, nebot jejich modul je aa > 0; afinity typu (39b)
jsou nepfimé, nebot jejich modul je —bb < 0. Charaktensncka rovnice smérii pfimé
podobnosti je

(@—a)l=0. (43)

Zvolime libovolnou pfimou podaobnost, jeZ neni stejnolehlosti. Jeji podetni vyjadfeni
je 2 = ayz + ¢4 kde g je &slo imaginirni. Cislo a,— a, je tedy ryze imaginirni.
Rovnice (43) vznikne, znisobime-li rovnici (@o — a) (£ = 0 vhodnym reélnym Kkoe-
ficientem. To znamen4, Ze grupa G, je zdkladni grupou eliptickych afinit. Tim je véta23

dokazana.
Grupu pfimych podobnosti lze charakterisovat jednoduSe pomoci shodnosti;

to u¢inime v nésledujici vété.

Véta 24. Vsecky shodnosti tvori grupu Gy, kterd fe podgrupou grupy podobnosti. Viecky
piimé shodnosti tvo¥i podgrupu Gy, grupy Gi. Mezi viemi zdkladnimi grupami eliptickych
afinit existuje jedind, kterd obsahuje grupu G, pFimych shodnosti: je to grupa G, primych
podobnosti.

Dikaz: Pfimi shodnost je podle véty 23 a podle rovnice (39a) vyjddfena vztahem

‘ 2 =az+e¢ (44)
kde |a| = 1. Nepfimé4 shodnost je vyjddfena rovnici
2 =bz+c¢
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kde |b| = 1. Jako v dikazu véty 23 dokiZeme, Ze viecky shodnosti tvofi grupu a Ye
viechny pfimé shodnosti tvofi jeji podgrupu.
BudiZ nyni I" zékladni grupa eliptickych afinit; charakteristickd rovnice smérii elip-
tické afinity z I" budiz _ _
.bo Cz + (ao_ao) Cc—bo Cz =0.

M4-li do grupy I’ nilefet pfimi shodnost o rovnici (44), kterd nenileZf grupé
stejnolehlosti, musi byt 0 = kby, @ — a = k (a) — a,). PonévadZ je a —a ¢&islo ryze
imaginérni, prav® tak jako &islo @y — a,, je k%40, a tudiz b, = 0. Pak splyne zfejmé

grupa I" s grupou G,.

12. Obritime se nyni k daliimu dkolu: vime, Ze ke grupé G, pfimych podobnosti
Ize sestrojit nadfadénou grupu G, v8ech podobnosti, kterd G, obsahuje; vime také,
%e grupa G, je jednou ze zikladnich grup eliptickych afinit, neboli Ze zdkladni grupa
eliptickych afinit je zobecnénim grupy pfimyjch podobnosti. Je nyni otizka, zda lze
zobecnit také pojem grupy Gj, viech podobnosti, t. j. zda lze sestrojit ke kaZdé zékladni
grupg eliptickych afinit nadfad€nou grupu, kterd by obsahovala i nepfimé afinity. Od-
povéd na tuto otdzku j je kladnd; abychom viak mohh toto zobecnéni provést, musime
nejprve zavést novy pojem.

Afinitu %, kterd neni identitou, nazveme 1nvolutorni afinitou, nebo kritce in-
voluci, je-li totoZnid se svym inversnim zobrazenim, t.j. plati-li A = A2, neboli
Q(S

Involutorn.i osova afinita se nazyvé kosé soumérnost. '

Véta 25. Kosd soumérnost, jeji osou je osa ryze imagindrnich &sel, ma poletnt vyjddren{

2 =az+(@—1)z, (45)

kde a je &islo ryze imagindrni nebo nula. Obrdcené afinita s rovnici (45), kde a je &slo
ryze imagindrni nebo nula, je kosd soumérnost. Smér kosé soumérnosti o rovnici (45) md
soutadnici (1 — a).

Dikaz: Podle véty 7 ma4 osov4 afinita, kterd mé za osu ryze nnagmémich disel, poéetni
vyjadfeni :

z —az+(a—l)z (46a)
Inversni zobrazeni k této afinit€ je ddno rovnici
a , a—1

Z2 =

ata—1 z_a+a—1 Zs (46b)
jak zjistime, fe$ime-li rovnici (46a) a rovnici pro 2’ podle z. Maji-li byt zobrazeni (46a),
(46b) totoznd, musi platit
v a a — _e—1 _ a—1

ata—1 " at+a—1 " '
PonévadZ a 7~ 1 (afinita neni identita), je @ + a = 0, t.j. bud a=0 nebo je a éislo ,
ryze imaginirni. Obricenim tohoto postupu dostaneme dal3f tvrzeni vty 25.

Smér kosé soumérnosti m4 patrn&€ soufadhici (2’ — 2); pfitom je

C2—z=(a—1)(z+ 2).

Je-li 240 a neni-li 2 ryze imaginirn{ &slo, je z + 2 reflné &slo rizné od nuly; sm&r
kosé soumérnosti ma tedy skuteéné soufadnici (1 — a).

Véta 26. Kosd soumérnost md tyto vlastnosti: je to zdkladni afinita a stied uselky omezené
vsorem a obrazem leXt na ose afinity.
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Dikaz: Modul kosé soumérnosti je a + & — 1 = —1 < 0. Stfed tsedky [2] [#']
m4 soufadnici

zo=%(z+z')=—;—[z+az+(a—l),§]=%(a+l)z+%(a—-l)§.

Vypoéteme
z.,=_‘-[<-a+1)z+(—a—1>z1=——’-[(a+ Dz+(@—1)2] =—z

Cislo 2, je tedy bud nula nebo &islo ryze imaginirni.

Vratme se nyni ke grupé podobnosti. Z poletniho vyjadfeni podobnosti rovnicemi
(392), (39b) vyplyva tato dileZits véta o urenosti podobného zobrazeni:

Véta 27. Budie A, B dva vzdjemné riizné body, A’y B' také dva vzdjemné riizné body.
Pak existuje jedind pfimd a jedind nepiimd podobnost, které prevddéji body A, B po ¥adé
v body A', B'.

Dikaz: Ma-li pfimd podobnost pfevidét body A4 = [2,], B = [2,] v body 4’ = [2]],

= [23], musi platit

zy=az +¢ 23=az+¢ ' 47
kde a, ¢ jsou neznimi komplexni &sla. Ponévad? je 4 == B, je
2z, 1 # o

a soustava (47) m4 jediné fefeni. Nemuie by’t a =0, nebot pak by platilo 2 =c= z;.'
Zcela obdobné odiivodnéni 1ze uvést pro podo'bnost neprimou Tim je véta 27 dokizéina.
Zvolme nyni libovolnou primku 0 a ptejme se, zda existuje kos4 soumérnost & s osou o,

pro kterou plati
£GR=Gp (48)

to jest pro kterou platf toto: uréime-li postupné viechny moZné afinity KRR, kde P
probihi viechny pfimé podobnosti, dostaneme grupu G,.

Abychom zodpovédéli danou otizku, sestrojime pfimou podobnost %, kterd pievede
pfimku o v imaginirni osu. To je moZné podle véty 27. Je-li & kos4 soumérnost, kterd
m4 vlastnost (48), pak afinita & = Pz ]B, m4 také vlastnost (48), nebot

KRG & =B RPBo Gp B KPo =P & Gp K Bo =By * Gp Bo = Gp-

Aviak f' je zfejm& také kosi soumérnost, kterd m4 za osu imaginirni osu. Afinita &’
m4 totiz kaZdy bod imaginirni osy za samodruZny a mimo to je &' involuce, nebot
f2=3.

To znamens, e hledané kosé soumérnosti s vlastnosti (48) lze vzdjemné jedno-
znatn& pfifadit kosym soumé&rnostem &' s vlastnosti (48). Kosé soumérnosti {” viak
snadno najdeme vypottem. Necht méd &' podle v&ty 25 pocetni vyjidieni

2=az} (@—1)3z
kde @ = —a, a necht mi pﬁmﬁ podobnost B z G}, podle véty 22 poletnf vyjadfend
g =az+c
Snadno zjistime, Ze afinita &P je d4na rovnici
Z=aaz +a-(a—1)z?+c.
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Odtud vyplyvi (protoZe & = —«)

' F=—adaz—a-(@+1)z+3

a dile dostaneme pro afinitu R"BR’ po Gpravé poletni vyjidfeni
z=[ad—a-(@—D]z+ga(@—1)—aa(@c—1]z+[xc+(@—1)c]. (49

Afinita s rovnici (49) je pfim4 podobnost tehdy a jen tehdy, je-li koeficient pfi z roven
nule, pro v§echny pfimé podobnosti B, t. . plat-li

(@—a) a-(a—1)=

Aviak ¢ —a # 0, nebot a=a plat jen pro homotetické afinity; dile je & 7= 1,
nebot &' nenf identita; je tedy @ = 0. Kos4d soumérnost & mi pak vyjadfeni

2 ==z,

coZ je rovnice osové soumérnosti, jejiz osou je imaginirni osa. Je zfejmé, Ze prob&hne-li
podobnost P grupu G,, probéhne podobnost KRR’ také grupu G,. To znamens, Ze
existuie jedind kosd soum&rnost s osou v imagindrni ose, ktera spliiuje podminku (48);
je to osovd soumérnost. Z pfedchoziho vykladu vyplyva, Ze existuje také jeding kosd
soumé&rnost s osou o (libovolnou), kteréd spliuje podminku (48). Vysledek vyslovime
vétou:

Véta 28. Budit G, grupa pFimych podobnosti, o libovolnd pFimka roviny. Pak existuje
Jedind kosd soumérnost & s osou o, kterd spliiuje vztah R Gy & = G,. Fe to osovd sou-
mérnost s osou o.

Tvrzeni, Ze kos4 soumérnost & je osova (pravoiihl4) soumérnost, snadno odivodnime.
. Je tetz & = PR'Py?, kde P, je pfim4 podobnost. Podobnost viak pfevidi podle

své definice kazdy trojihelnik v trojihelnik s nim podobny, t. j. kaZdy thel v Ghel s nim
- shodny. Smér a osa soumérnosti &’ jsou navzdjem kolmé. Smér a osa soumérnosti &’
jsou obrazy pfedchozich v podobnosti B2, proto jsou také vzdjemné kolmé,

13. DokéZeme nyni tuto vétu:

Véta 29. Budiz I' zdkladni grupa eliptickych afinit. Pak lze uréit afim'm U, tak, Ze
U I' Uy je grupa piimych podobnostt.

Dukaz: a) DokiZeme pfedné: Je-1i %, libovolna afinita, je A5t " A, zdkladnf
grupa eliptickych afinit. Je-li totiZ % eliptick4 afinita, t. j. afinita bez samodruzného
sméru, nemé ani afinita gAY, = A; Zidny samodruiny smér. Kdyby méla afinita
A, samodruZny smér ({,), pfevedla by jej afinita Ay~ ve smér ({), ktery by byl samo-
dminy pro aﬁnitu QI == momlgla—lo

BudiZ nynf %’ afinity smérové komutativni s eliptickou afinitou Ug'%A%,. To zna-
men4, Ze ob¢ afinita A' W52 AW, a g AN N’ pievadéji kazdy smér () v tyz smér(L’).
Necht afinita 5! pfevadi smér (£) ve smér (£;) a smér (') ve smér ({3); pak afinity

Wa(A A AWp) At = (WU A'Ug) A,

(A AYUA") U2 = A (U A'AFY)
pievidéjf ob& smér ({,) — ktery miZe byt zvolen libovoln¢ — v tyZ smér ({;). To
znamend, Ze afinita A NA'W5? je smérové komutativni s A a nile}f do grupy I', neboli,
Ze afinita A’ = A5 (A A'U™?) A, néleZi do grupy g I' U,. BudiZ I zékladni grupa
eliptickych afinit, vytvofen4 eliptickou afinitou A5 2AN,; dokszali jsme, Ze I je &istd
grupy %z? I" %, Stejné se dokéZe, Ze I' je &sti grupy ¥, I’ U2, neboli, Ze A2 I" Y,
je st grupy U2 (W I" AgY) Ay = I'. Je tedy I = I a tvrzeni a) je dokizano.
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b) Vzhledem k odst. a) posta¢i nyni urcit afinitu %, tak, aby afinita 2;A%, byla pfim4
podobnost; pfitom U je dand eliptickd afinita. Afinitu %, uréime vypoétem. Necht
ma afinita A vyjadfeni

2 =az+ bz 4o
kde (@ — a)? + 4 bb < 0. Afinita %, necht m4 poletni vyjadfeni
2Z2=az+4+pa.

Inversni afinita %5 mi podle véty 2 vyjadfeni

v
’

Lty

z—iz
4
kde 4 = |a[* — |B|®. Afinita U3Y je déna rovnici
., [aa bB ba aB\ -
#= (T_T)"""'(T_T)"‘“L"
Odtud vypoditime

SERU ML NE RN

Afinita A1AW, m4 pak poletni vyjédieni

. z’=_%(aa&—baﬁ+l3&ﬁ—&ﬂﬁ)z+ 50

+ (bt —aaf +aaf—EE + (ac + o)

- M4a-li byt afinita vyjddfen4 rovnici (50) piima podobnost, musi platit
| bot 4 (@—a)af—b = 0. (51)

Jde o to, zda Ize nalézt takové feleni «, B rovnice (51), pro které plati |«|> — |B[2 = 0.
MuizZeme pfedpokladat, Ze je b 7 0. Kdyby totiZ bylo b = 0, byla by grupa I" grupou
pfimych podobnosti. Je-li & = 0, musi byt f# 7% 0, jinak bychom totiZ dostali z rovnice
(51) také a = 0. '

ProtoZe plati pro kazdé fedeni rovnice (51) f 5 0, lze tuto rovnici pfevést na rova ci
s ni ekvivalentn{

b~(i)2+(i a) L —b=0 (52)
(B ; '
Nynf ziejmé postaci dok4zat, Ze rovnice (52) m4 kofen, ktery neni komplexnf jednotkou.
ProtoZe je (a — a)® + 4 bb < 0, miZeme uréit kladné &islo k tak, Ze k2 = — (a — a)® —
— 4 bb. Uvaujme nyni o kofenu rovnice (51)
a—a -+ ki
2b )

Plati
‘ e_&—a—ki__a—ﬁ+ki

" 2b 2b
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Pifedpokladejme, Ze by platilo |¢[2> = €& = 1; pak by bylo
_ (a—a+hy _
4bb B

Odtud by plynulo ~

(a—a))— k2 +2Fki(a—a) =—4bb,
neboli

—2k +2ki(a—a)=0,

neboli
Odtud by dile plynulo B
—(@—a)P =k =—(a—a)®—4bb,

neboli 455 =0, t.j. b = 0 proti pfedpokladu. Tim je véta 29 dokazina.
. Z vity 29 plynou dva dusledky; prvnim z nich je zobecnéni véty 28.

Véta 30. Budiz I' zdkladni grupa eliptickych afinit, o libovolnd primka roviny. Pak
existuje jedind kosd soumérnost & s osou o, kterd spliuje vztah  I' = I'.13)

Diukaz: Budiz & kosd soumérnost spliiujici vztah

{re=r. - (53)

Urdime podle véty 29 afinitu %, tak, aby bylo %5 I" %, = G,.
Ze vztahu (53) vyplyva

(U5 8 %) (%5 T ) (% 1@910)—91—‘91"@910—9[—‘1"%

To znameni, Ze kosd soumérnost A RY, spliiuje vzhledem ke grupd U2 I"'A, = G,
vztah obdobny vztahu (53). Podle véty 28 je tedy afinita U5 1RY, osovd soumérnost O,
jejiZ osa je urcitd pfimka o’. Je to piimka, v niZ pfevidi afinita %, pfimku o. Z toho
vyplyvé, Ze kosi soumérnost & = ;O je uréena jednoznatng, jak tvrdi véta 30.

Druhy dusledek véty 29 je véta: /

Vé&ta 31. Budi I" zdkladni grupa eliptickych afinit, 0,, 0, libovolné doé primky roviny.
Pak existuje afinita z grupy I', kterd prevddf pfimku o, v pfimku o,.

Dukaz: Véta je spravni, je-li I' = Gy. Je-li I = Gp, uréime afinitu %, tak, aby bylo
A2 I" Uy = Gp. BudteZ oy, 0, obrazy piimek o, 0, v afinité %,. Budiz P pima po-
dobnost, kterd prevadi pfimku o; v pfimku o;. Pak afinita U BU;2, kterd nileZi do
grupy I', pfevadi pfimku o, v pfimku o,.

14. Pfedchozi vysledky niam dovoluji zobecnit pojem grupy podobnosti. Nejprve
vytvofime grupu podobnosti pomoci grupy ptimych podobnosti.

Véta 32. Budiz G, grupa viech podobnostt, Gp grupa pi¥mych podobnostt, D libovolnd
osovd soumérnost. Pak grupu Gj dostaneme, pripojime-li ke grupé Gp viechny afinity
mnofiny G, O. v

Dtkaz: BudiZ ' libovolné nepfim4 podobnost. Pak afinita 8’0 = P je pfim4 a podle
" véty 23 nilezi grupé G,.Proto je P’ =B,D, to jest nepitimi podobnost P’ nélezi do
mnoziny G,. Mimo to je zfejmé, Ze kazd4 afinita z mnoZiny G, O je nepfim4 podobnost.

Je tedy skutetné : :
G; = Gp U Gp D}‘)

13) Tato soumérnost oviem nemusi byt pravotihl4.
14) Symbol U znamend sjednoceni (spojeni) dvou mnoZin.
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Véta 33. Budif I' zdkladni grupa eliptickych afinit, o libovolnd pfimka roviny,  (jedind)
kosd soumérnost s osou o, kterd splriuje vztah & I' ® = I'. Pripojime-li ke grupé I' mnoZinu
afinit I' &, dostaneme grupu; tato grupa je nezdvisld na volbé piimky o.

Dukaz. Mime pfedné dokizat, Ze mnoZina
I'=ryreg

je grupa. Skuteing, I’ obsahuje identitu; zobrazeni inversnf k afinité¢ % z I je afinita
A1 z I'; zobrazeni inversni k afinitd? AR z I' § je afinita {§—1YA—T = KA1, Aviak
podle pfedpokladu o soumérnosti & lze urdit afinitu A’ tak, Ze RUA— = A'R; nileH
tedy zobrazeni inversni k afinit¢ AR z I" & opét do mnoZiny I" § a tedy i do mnozZiny I™.

Prozkouméime nyn{ afinitu, jeZ vznikne sloZenim dvou afinit z I, Budte %,, A, dv&
afinity z I'’; je tieba vySetfit étyfi piipady afinit: U, Uy, A, AR, A, KA, A, RUR.V prvnim
pfipad¢ nileZi afinita A, A, do I', v druhém piipad€ nileZi afinita A, N, R do mnoZiny
I' R. V tietim pfipad¢ uréime afinitu 93z I tak, aby platilo R, = A;R. Pak afinita
A, 8U, = U, AR nileZi do mnoZiny I' . Obdobne zjistime ve &vrtém piipadé, Ze
afinita A, RWU,R = A, A K2 = A, Ag ndle2i do grupy I'. Tim je prvni tvrzeni véty 33
dokazéno. , ’

Budte nynf o,, 0, libovolné dvé pfimky, &,, {, kosé soumérnosti 8 osami o,, 0,4, které
spliiuji vztahy &, I' &, = K, I' & = I'. Podle véty 31 nyni uréime afinitu Az I tak,
. aby pfevedla pfimku o, v pfimku o,. Budte nyni

| I'=ryre, r'=rurs, (59)
ob& grupy, které vznikly z grupy I" pomoci soumérnosti &, ;. Ze vztahu &, I' ®, =1"
vyplyva p ' ~

_ (A—1Q,) (A2 T A (AIRY) = A2 ['A=T,
neboli |
(AR, W) I' (AR, A) =T
Kosi soum&rnost A1, ma osu o, pravé tak jako kos4 soumérnost R, Podle vity

30 je tedy
S%g = 91-4@12[.
Ze vztahu (54) vyplyva
_ I'=rur@g =rur . (55) -
Av3ak podle definice soumérnosti &, lze urdit afinitu A’ z I" tak, e plati
@1%‘ = Q‘I’QI'

Ze vztahu (55) pak vyplyvé
rr=rur@s)=rure =1r.

Tim je dokézina nezivislost grupy 1"’ na volb& pfimky o.

Splyne-li zikladni grupa eliptickych afinit I"s grupou pfimych podobnosti Gy, splyne
grupa I’ z véty 33 s grupou podobnosti G,. Proto lze grupu /" pokladat-za zobecnéni
grupy podobnosti.

Pfipomeiime je$té z pfedchoziho vykladu, e lze nalézt afinitu 9 tak, Ze plati vztahy

'=91G, %, I"'=%91G,%U. (56)
Mimo to pro grupu translaci a grupu stejnolehlosti plati vztahy:

G, = 991G, %, G,=A1G,, 57
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pii ¢emZ ¥ je libovolni afinita. Vzhledem k vztahiim (56) a (57) budeme nazyvat grupy .
I, I, G,, G, transformované grupy (afinitou %) ke grupaim G,, G;, G;, G,

Je tedy kaZdi transformovani grupa translaci totoZnid s grupou translaci, kaZdi
transformovand grupa stejnolehlosti totoZnd s grupou stejnolehlosti. Transformované
grupy pfimych podobnosti jsou vSecky zikladni grupy eliptickych afinit (grupu G,
v to poditaje).

15. Grupa pfimych podobnosti G, a grupa viech podobnosti G; maji dvé dileZité
podgrupy: grupu pfimych shodnosti Gk a grupu viech shodnosti G;. Transformu)eme-h
uréitou afinitou U grupy G, a G}, dostaneme grupy

F=\21—1GRQI, I'=9-1G,«A
Transformujeme-li touz afinitou U grupy Gx a G}, dostaneme grupy _
A2 G, AGL Y, (58)

které jsou podgrupamx grup I', I'" a které Ize poklidat za zobecnéni grup Gia Gj.
Ukolem tohoto odstavce je ukizat, jak lze charakterisovat transformované grupy (58)
geometricky. K tomu uéelu budeme nejprve charakterisovet grupy G a Gj samy bez
pouziti pojmu shodnosti tisedek, resp. vzdéilenosti dvou boda.

Ve&ta 34. Fediné involutorni afinity jsou stfedové soumérnosti a kosé soumérnosti.

Dikaz. Pojem involutorn{ afinity byl zaveden na str. 541. Je-li 4, 4’ dvojice riiznych
bodi. involutorni afinity, je stfed tsetky A4’ patrné samodruZny bod. Involutorni
afinita (kterd oviem neni identita) mi tedy bud jediny samodruZny bod nebo piimku
samodruznych bodd. M4-li afinita jediny samodruiny bod S, je tento bod stfedem
kaZzdé ﬁseéky XX’ a afinita je soumérnost podle stfedu S. M4-li afinita pfimku samodruZ-
nych bodd, je osovéd a tudiZ je to kosd soumérnost.

Véta 35, fediné involutorni aﬁmty, obsaZené v grupé viech podobnosti, jsou stfedové
a 0sové soumérnosti.

Dikaz. Podle v&ty 34 sta&i dokizat, %e ka¥dd kosd soumérnost, obsaZeni v grupé
Gj, je osova soumérnost. BudiZ 4, A’ dvojice riiznych bodi kosé soumérnosti &, S stfed
usetky A4’, R dal¥i bod osy. Nale-li kos4 soumérnost & grupé G;, je A'S' = k- A4S,
AR =Fk-AR, neboli A'S =k-AS, AR =kFk-AR. Z prvniho vztahw plyne k =1,
z druhého pak A'R = AR. Bod R leZi tedy na ose uselky A4', t.§.AA’, | RS. Kosé
soumérnost & je tedy skuteéné osovou soumérnosti.

Véta 36. Grupa vech shodnosti G}, je mnofina viech takovych afinit z grupy G, které
lze sloZit z koneéného poltu involutornich afimit této grupy.

Dikaz: a) Kazdou shodnost © lze rozloZit v osové soumérnosti. Je-li © identita, je
toto tvrzeni zfejmé. Neni-li © identita, m4 dvojici riznych bodd A,4’. Je-li O, sou-
mernost, jejiZ osa je osa tsetky AA4’, pak ©D; je shodnost se samodruZnym bodem A.
Bud je tedy €0, = J, nebo m4 shodnost 681 pfimku samodruZnych bodd, nebo mé
jediny samodruZny bod 4. V prvnim pfipadé je © = £,, v druhém piipad€ €9, = D,,
neboli & = £,0,. V tfetim pfipadé zvolime bod B =4 a ozna&ime B, jeho obraz
v shodnosti 601 Osa m tisecky BB, prochdzi bodem 4; je-li O, soumé&rnost s osou m,
pak shodnost €9, 0, mé samodruné body 4,B. Je tedy bud ©9,0, = I nebo &0, D,= -
= ;. V prvnim piipadé dostaneme & =0,D,;, v druhém & = ,0,;. Tim je do-
kazéno tvrzeni a).

Obrécent je zfejmé, Ze kaZd4 afinita sloZend z osovych a stfedovych soumérnosti
je shodnost.

Véta 37. Budiz I’ =A1G, A transformovand grupa viech podobnosti. Pak transfor-
movand grupa viech shodnosti A G}, U je mnogina vsech afihit z I, které ‘dostaneme
sloZentm koneiného poétu mvolutornich afinit z I, N
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Ditkaz: BudiZ ¥, afinita z /™, kter4 vznikne sloZenim koneéného pottu involutornich
afinit Ay, W, ..., An 2 1. Plati tedy

. %ozmlyz-..mn.
Z tohoto vztahu vyplyva vztah ~

AN AT = (AL A) (AALY) . . . (AW A-Y),

Afinity AN A, . .. , AALA— jsou vesmés involutorni a nileZeji patrné grupé A I A1 =
= Gj; jsou to tedy soumérnosti bud stfedové nebo osové. Afinita AW, AL je podle véty
36 shodnost, a proto afinita %, nileZi grupé¢ A— G;, .

Obrécend kaZdou afinitu %, z grupy A2 G} ¥ lze psit ve tvaru AU, kde U, je
shodnost. 2 se da tudiZ rozloZit v kone¢ny pocet osovych soumérnosti:

9«(‘; == DID2 cee ‘Dn.
Odtud vyplyva |
Wy = A1 = (A1) (AD,) . . . (A—2D,9).

Afinity A10,U ,. .., A0, U jsou vesmés kosé soumérnosti z grupy A1 G}, t.j.
z grupy I"”. Tim je véta 37 GpIn¢ dokézéna.

Véta 37 charakterisuje transformovanou grupu A1 G; A geometricky: zplisobem.
Obdobn¢ Ize charakterisovat geometricky i transformovanou grupu %~ G : zde se
ome:zimt;1 na ty piimé afinity z I, které lze rozloZit v konedny podet involutornich
afinit z I

Tim je tplné objasnéno zobecnéni grup shodnosti.

16. Dfive neZ pfikrotime k zdvére¢nému pfehledu afinni grupy, odvodime jesté dveé
znamé a konstruktivné velmi dulezité vlastnoSti podobnych zobrazeni.

Véta 38. KaZdou piimou podobnost Ize rozlogit v otoleni a homothetickou afinitu, t. j.
stejnolehlost nebo translaci nebo identitu (v jakémkoli poiddku slofené). KaZdou nepiimou
podobnost Ize rozloZit v osovou soumérnost a homothetickou afinitu, t. j. stefnolehlost nebo
translaci nebo identitu (opét v jakémkoli porddku sloZené).

Dikaz. a) Pfima podobnost mé rovnici 2’ = az + ¢. BudiZz a = |a| ¢, kde ¢ je
komplexni jednotka. Danou podobnost pak vyjadiime jako afinitu RD. V pripadg, Ze
je &€ =~ 1, zvolime za R rotaci o rovnici 2'' = —ez a za D stejnolehlost o rovnici 2’ =
= —|a| 2" + c. Je-li ¢ =—1, zvolime za R rotaci 2" = —z a za afinitu H homo-
thetickou afinitu 2’ = |a| 2" +c.

b) Rovnici pfimé podobnosti miiZeme uvést také na tvar

c
Z=—r (—|a|z———) R
&g
danou podobnost pak vyjadfime jako afinitu HR. V pfipadé, Ze & = —1, zvolime za O

. . . c . -
homothetickou afinitu o rovnici 2"’ = — |a| 2 — — a2z R rotaci o rovnici 2’ = —e 2”.
Je-li € = —1, zvolime za $ homothetickou afinitu o rovnici 2’ = |a|z—c a za R
otoéeni o rovnici 2’ = — 2'’. Nepfim4 podobnost mé rovnici 2’ = bz + c. BudiZ opét

b= !b[ & kde ¢ je komplexni jednotka. Pak rozlozime danou podobnost na shodnost
o rovnici 2’ = £z a homothetickou afinitu o rovnici 2’ = |b| 2"+ ¢. Shodnost 2"’ =
= &£z je nepfimid a mi samodruzny bod [0], tudiZ je to osové soumérnost. .

d) Déle upravime rovnici dané nepiimé podobnostl na tvar

2 —s(lbl )
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Podobnost rozloZime na hpmothetickou afinitu o rovnici 2= |b| 2 + % a na shodnost

o rovnici.2’ = € 27} to je viak opét osovd soumérnost.

Tim je véta 38 tpiné dokézéna.

Vime iii, Ze kazdd piima podobnost je eliptick4 nebo homothetick4 afinita; z véty 38
vypl?vé, %e kazd4 neptimi podobnost je hyperbolicka afinita. Je-li vyjadiena jako HDO, -
kde © je homothetick4 afinita a © osovd soumérnost, jsou samodruZné sméry afinity
HO smér osy soumérnosti £ a smér k nému kolmy. Obdobna4 situace je v kazdé vyznacéné
grupé.

Budiz I" libovoln4 zikladni grupa eliptickych afinit. Podle véty 29 existuje afinita U,
tak, ze plati A5 I' %, = Gy, kde G, je grupa pfimych podobnosti. Budiz & kosa sou-
mérnost, pro niZ plati & I' ® = I'. Pak transformovana grupa je mnoZina

=Ir'uyrae. . (59)
Zfejmé plati

(UTRA) (A7 I" Ao) (A RAe) = U (K T" R) Ay = U U)

neboli
(UF1/YA,) Gp (U1K, = Gp.

To znamen4, Ze afinita A;1RY, je osové soumérnost, a Ize tedy psit
Gr.= Gp U G, (U5 RYy). .(60)
Ze vztahu (59) dostaneme
U I Uy = W I' Ao U (A I Ao) (AR %o)s

neboli . _
W I" Ay = Gp U Gp (U7 RY). (61)

Porovninim vztaht (60) a (61) vychézi

' Ut I Ay = Gps
neboli

I =%, Gp %51
Je-li A nepfim4 afinita z I, Ize urdit podobnost B z grupy G,. tak, Ze plati
A = WAPAL.

Podle véty 8 je podobnost P nepfim4, a tedy hyperbolickd. Z toho plyne, Ze i afinita
je hyperbolickd. MiZeme vyslovit vysledek:

Véta 39. Ka#dd transformovand grupa I'" = A2 G, A obsahuje viechny homothetické
afinity. KaZdd piimd afinita z transformované grupy je bud homothetickd nebo eliptickd,
kazdd nepfimd afinita z transformované grupy je hyperbolickd.

KdeZto eliptické afinity jsou viechny obsaZeny v transformovanych grupich, neni
tomu tak s hyperbolickymi afinitami. To je zfejmé, kazd4d hyperbolickd afinita, obsazen4
v nékteré z transformovanych grup, je totiZz nepfima. Mimo tyto nepfimé hyperbolické
afinity v3ak existuji i hyperbolické afinity pfimé. To ukazuje nisledujici pfiklad.

Uréeme pocetni vyjidieni hyperbolické afinity, kterd m4 za samodruzné sméry smér
osy reélné a smér osy imaginirni. Charakteristicki rovnice sméri takové afinity

bc=+(a-a)¢c—bc=_o
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mé kofeny { =1 a { =i. Z toho vyplyvaji vztahy

b+a—a—b=0, —b+a—a-+b=0,
t. j. ' :
a=a, b=2b;

neboli g, b jsou ‘sla redlnd pro néz plati b = 0 a* — b® £ 0. Tato podminka je nejen
nutnd, ale i postadujici; t. j. afinita

2 =az+bz+q

kde a, b jsou redln4 &isla, pro né% plati a® — b% 54 0, b % 0, je hyperbolicki; jeji samo-
druZné sméry jsou sméry osy redlné a imaginirni. Zvolime-li |a| >|b|, je 'alt —
—[b2>0, t.j. afinita je pHmd, zvolime-li |a| < [b], je |a? — [62 < O, t. j.
afinita je nep¥ma4.

Kdybychom chtéli zafadit i viecky afinity hyperbolické (a parabolické, o nich dosud
nebyla pfi tfidéni fe¢) do podgrup afinni grupy, analogickych zékladnim grupim elip-
tickych afinit, utvofili bychom obdobné k dané hyperbolické (parabolické) aﬁnité
mnoZinu I viech afinit, které jsou s ni smérové komutativni. Tato mnoZina je pod-
grupou afinni grupy a obsahuje grupu stejnolehlosti ; nazgvime jitaké zdkladni grupou
hyperbolickych (parabolickych) afinit (viz str. 00).

Zikladni grupu hyperbolickych afinit lze také charakterisovat jako mnoZinu viech
afinit, které maji dané dva rizné sméry za samodruZné; pfisluSni algebraickd podminka
je -dina umérnosti koeficientd charakteristické rovnice smérd. Podobné zikladni grupa
parabolickych afinit se d4 popsat jako mnoZina viech afinit, které ma)i dany smér za
samodruZny a jsou bud parabolické nebo homothetické. Také zde je algebraicks pod-
minka d4na imé&rnosti koeficientd charakteristické rovnice smérd.

'Zikladni grupa eliptickych afinit obsahuje jen afinity piimé; obdobné tomu je u zi-
kladnf grupy parabolickych afinit. To vyplyva z této tivahy. Dlsknmma.nt (@a—a) +

+ 4 bb charakteristické rovnice sm&rl parabolické afinity
bl + (@—a) {—bl2=0
je roven nule. Upravou dostaneme ‘

(@—a) +4bb=(a+a)—4(@a—bb) =0,
neboli

—si=terar

Vyraz —1— (a + a)? je nezéporny, v tomto pifpadé kladny, nebot modul afinity nemiZe

byt rovny nule.

Z3ikladni grupa hyperbohckych afinit obsahuje naproti tomu afinity pfimé i nepfimé,
jak ukazuje pfiklad.

Zikladnimi grupami eliptickych, parabolickych i hyperbolickych afinit, transformo-
vanymi grupami podobnosti, grupou stejnolehlosti grupou transldci, grupou viech
shodnosti, grupou shodnosti pfimych ‘a transformovanymi grupami shodnosti nejsou
oviem 2zdaleka vylerpiny podgrupy afinni grupy. Tak na pf. viecky afinity (homo-
thetické, parabolické i hyperbolické, které maji dany smér za samodruZny, tvoifi grupu,
kteri obsahuje nekoneiné mnoho zdkladnich grup. Také viecky pfimé afinity tvoii
podgrupu afinni grupy. S hlediska elementirni geometrie, zejména nauky o podobnosti
a shodnosti jsou oviem nejdileZitéj$i zakladni grupy eliptickych afinit a grupy trans-
formované.
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17. Na zivé&r podime struény piehled definic nejdileZitéjsich podgrup afinni grupy.

Grupa translaci G; ohsahuje identitu a translace. Translace jsou homothetické
afinity bez samodruZného bodu.

Grupa stejnolehlosti G, obsahuje viechny homothetické afinity. Mimo afinity
z grupy G; jsou to jeit& stejnolehlosti, t.j. homothetické afinity s jednim samodruZnym
bodem. '

Zikladni grupa eliptickych afinit I" neboli transformovani grupa pfimych
podobnosti je mnozina viech (homothetickych a eliptickych) afinit, které jsou smérove
komutativni s danou eliptickou afinitou. '

Transformovani grupa viech podobnosti I"' se dostane z grupy I" roz8ifenim
o mnozinu afinit I" §, kde & je kosi soumérnost splﬁmicx vztah QI' R =1T.

Transformovand grupa viech shodnosti je mnoZina viech afinit z transfor-

mované grupy viech podobnosti I, které lze sloZit z kone¢ného poltu involutornich
afinit. ’
Transformovand grupa pfimych shodnosti je mnoZina viech afinit, které
néleZeji transformované grupé pfimych podobnosti a transformované grupé viech
shodnosti, neboli je to mnoZina viech pfimych afinit z transformované grupy viech
shodnosti.

Zvlastnim pfipadem poslednich &tyf podgrup jsou: grupa pfimych podobnosti Gp,
grupa viech podobnost{ Gp, grupa viech shodnosti G;. a grupa pfimych shodnosti Gp.
Dosganeme je tak, Ze mezi transformovanyml grupami 94— G}, U vybereme jednu uréitou
grupu. Tento vybér se opird o pojem shodnosti usecek, resp. vzddlenosti dvou bodd,
a je vyjidfen podminkou X'Y’ = kXY, kterd je uvedena v definici podobného
zobrazeni.

Na konec je tfeba pfipomenout, Ze v této stati jsou afinity milo studovany po konstruk-
tiva strince, kterd je pro jejich pouZiti velmi dileZit4 a kterd by vyZadovala soustavného
a podrobného zpracovéni.

OTOMAR HAJEK

SINGULARITY DIFERENCIALNI ROVNICE

Obsah: Uvod a oznaleni. §1. Zékladni véty. §2. Maximalni fefent,
monotonie. § 3. Struktura singuldrnich bodd. § 4. Unicita. §5. PH-
klady a problémy. Literatura.

Tato préce' je v podstaté pouZitim nejjednoduslich method modernich partii mate-
matiky na obecnou theorii diferencidlnich rovnic (pfesnéji, oby&ejnou explicitni dife-
rencidlnf rovnici 1. f4du se spojitou pravou stranou). Prakticky se to projevuje trivialisaci
dikazti — viz zejména vétu o unicité (véta 19), nebo o zivislosti fefenf na po&ite¢nich
podminkich (véty 9, 10).

Aparat §1—2 aphku)e na klasické thema'v §4, a na §3, ktery je vlastnim cflem
price. Tento § povaZuji za nejdileZitéj${ (a nejméné Gplny); zistévaji zde otcvreny né-
které velmi jednoduché a zéroveii fundamentiln{ problémy.

Podobn¢ jako v jinych partiich- matematiky (z klasickfch obord na pf. ,,calcul des
limites*, parcidlni rovnice 2. fidu eliptické, Perroniiv integril) i zde je jednim z dile-
Zitych prostfedki methoda majorant. Zikladnf je pak jedna véta z Perronovy préce [1],
vydané r. 1915; Perron ji tam dokazuje zpisobem tak jednoduchym, Ze, za prvé, vibec
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