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POKROKY

MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
“ROCNIK Il  CISLO 6

VYSETROVANI A URCOVANI OPTIMALNICH
 TECHNOLOGICKYCH PODMINEK

MILAN BENES (Ust. pro vjzkum rud, Praha),
JIRI LIKES (Ocel. vjzk. ust., Praha)
(Dokonéeni)

Uspo¥ddani experimentu p¥#i methodg nejvEtiiho spadu

Jestlize méme pro aplikaci methody nejvéttho spaddu uréit hodnoty regresnich koefi-
cientd, vyvstiva nyni daldi otdzka, jak médme ve zkoumané oblasti faktorového prostory
N pokusti uspofddat. Dfive neZ se budeme zabyvat né¢kterymi vhodnymi typy uspofddani
experimentu pfi hleddni maxima faktorové funkce experimentilni cestou, vritime se
jest€ k naSemu piipadu flotatniho vyzkumu, ve kterém se jedné o nalezeni takové kom-
binace mnoZstvi daného sb€rale a pé€nile nejrychlejdim zpusobem abychom pro tuto
kombinaci dostali maximélni vytéZnost. U&elem tohoto ptikladu je ukézat pouZiti né-
kterych vyloZenych polmu a theorie.

Pifedpokladejme, Ze faktorovou funkci Ize v oblasti faktorového prostoru, kde budou
tyto pokusy provedeny, aproximovat polynomem druhého fidu, tedy

"7=ﬂo+ﬁ1"1+f32x2+ﬂuxf+ﬂzzx§+ﬂ12x1xz-

JestliZe chceme provést pouze N =' 6 pokusti, je moZno experiment usporddat takovym
zplsobem, Ze soufadnice pro mnozZstvi sbérace a pénice oznadené 2, a 2, (symboly x;, x,
pouZijeme nyni na rozdil od dosavadniho znadeni aZ po vhodné transformaci faktord
tvoi{ pétivihelnik se stfedem 2, = 70 g/t, 2, = 50 g/t. Soufadnice mnoZstvi sbérale a pé-
nice ostatnich péti pokusi jsou zvoleny takto (po zaokrouhleni na jedno desetinné misto)

2y = 994g[t, 25 =T0,2¢[t,
20 = 117,6 g/t, 2y = 42,3 g1, \
243 = 70,0g/t, Rog = 25,0 g/t’
2= 22,4g[t, 2y = 42,3g/t,
2 = 40,6 glt, 2z = 70,2 g[t,
2= 70,08[t, 2, = 50,0g/t.
Uspofadani téchto pokusii je zndzornéno na obr. 2.
Pro dalsi vypolty pouZijeme transformace

X0 = 0,02 (2,; — 70), xg;i = 0,04 (20i —50), i=1,2,...,6,
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kterd pfevede 'pétiﬁhelnik na obr. 2 v pra-

80
™ T . . videlny pétithelnik, ve kterém je vzdilenost .
o 60+ viech bodi representujicich pokusy od
3 . stfedu pétidhelnika rovna jedné. Potom uspo-
P S . fédani pokust je d4no matici experimentu
2 . ' X Xy
2 0,5878, 0,8090
0 60 80 W0 720 : 0,9511, - —0,3090
alt soérac z, C — 0,0000, —1,0000

—0,9511, —0,3090
Obr. 2. — 0,5878, 0,8090
0,0000, 0,0000

I

Matice nezavislych proménnﬁ:h potom bude

EN X Xy x2 x2 X%y

1, 0,588, 0,809, 0,346, 0,654, 0,476
1, 0,951, — 0,309, 0,904, 0,095, — 0,294
1, 0,000, — 1,000, 0,000, 1,000, 0,000
1, —0,951, —0,309, 0,904, 0,095, 0,294
1, —0,588, 0,809, 0,346, 0,654, — 0,476
1, 0,000, 0,000, 0,000, 0,000, 0,000

 Matice X; X, je zfejm& symetrickd. K vypoftu regresnich koeficienti vypoditime

inversnf matici (X; X,)—L. Inverse symetrické matice vhodnou methodou je pfehledng
uvedena v praci[10] ‘str. 555. Tuta methodu je vyhodné pfi invertovini matic tohoto
typu pouZit. Provedeme-li inversi matice (X; X;)—, kde X, je uvedena nahofe, dostaneme

, o 0 —1, —1, 0

0o 04 O O O O

Xxy-i=| & O 0% O 0, 0
—1, 0, 0, 1,6, 08, 0

—1, 0, 0, 08, 16, 0
0, 0, O 0, 0, 16

Transforma¢ni matice T = (X; X,)—X; potom bude

0,000, 0,000; 0,000; 0,000; 0,000; 1,000
0,235; 0,380; 0,000; — 0,380; — 0,235; 0,000
0,324; —0,124; — 0,400; — 0,124; 0,324; 0,000
0,076; 0,524; — 0,200; 0,526, 0,076; — 1,000
0,324; —0,124; 0,600; — 0,124; 0,324; — 1,000
0,761; — 0,470, 0,000, 0,470; — 0,761; 0,000
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!

- Z této matice jiZ snadno vypoﬁtéme pomoci vztahu (11) odhady koeficientil pro dosaZené
vysledky pokusi y;, s, . :

Uvedeny piiklad dobi‘c ukazu)e tidelnost maticové formulace nvrhu expcnmentu.
Zsroved ilustruje zpisob pouZiti nkterych uvedenych pojmi a postup pfi névrhu
experimentu mén¢ znimého typu.

Nyni se budeme zabyvat n&kterymi typy experimentii, které jsou pﬁ methodé ne)-
vétdfho spadu nejvyhodnéj$i a maji znalny vyznam.

Laze-li pi‘cdpoklédat, Ze ve vySetfovaném oboru faktorového prostoru Ize faktorovou
funkci aproximovat regresni nadrovinou

'7=ﬂo+ﬂlx1+ﬂzxa+--~+ﬁnxm ' (15)

je nejvyhodnéj$i pouit k odhadu jejich koeficienti faktorovych experimentl typu 27,
Kombinace trovnl xj = (X1, Xgjs « «+ 5 Xijs++ 5 %nj)s.f = 1,2,..., N, pro né& pro-
vedeme pokusy, je moZno zobrazit jako body v R, pfi éemZ i-t4 soufadnice je d4na drovni
i-tého faktorui = 1, 2, . . . , n. Pfitom je vjhodné zvolit stupnice na oséch tak, Ze Grovné
kaZdého faktoru jsou — 1 a + 1. Potom

=1, i=12,...,n5 j=1,2,...,N.

PouZijeme-li pro odhad parametri regresni nadroviny (15) dplného faktorového ex-
- perimentu 2", dostaneme odhady regresnich koeficienti fy, f;, - . . , fa tak, Ze do vztahu
(10) dosadime ‘ :

[u—

s X115 Xg15 e+ -5 Xy
1, x5 x X;

— 120 X225 -+ .5 Xng
X, = )

I, % XaN> -+ 5 XaN

a vypoéitéme transformaénf matici T = (X; X )—l X;. Z vlastnost uplnych faktorovych
cxpenmtitl:tiu vyplyvé, Ze X; Xl = N Intqs kde Inyy znaéi jednotkovou matici hodnosti
n<+1

r-lx
Ze vztahu (11) pak dostaneme :
1’ l: ceey 1 . N
1 X115 X125 <+ s 4N Ye
b=W Xo15 Xog5 « o5 XaN Vs . (16)
Xnis xng?...,an N

l Odhady bg, b;; . . . ba jsou tedy nekorelované a dajf se vypotitat nezévisle jeden na dru-
hém tak, Ze kaZzdy koeficient 4;,i = 1,2,...,n je roven souttu soudini vysledkd po-
kust s hodnotam1 i-té nezdvisle proménné xi, déleny poctem pokusi N, a b, =

Pro faktorovy expenment 27 plati totiz 2 - %;,; %i,j = 0pro viechna ), i, = 1 2,.

©ny ) # 1y (viz[7]), takZe uspofddani je orthogonélni
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Ze vztahu (12) dostaneme kovarian¢ni matici ndhodného vektoru b

@ (X, X, = o? % [

Jsme-li na pochybéch, zda aproximace (15) je ve zkoumané oblasti faktorového prostoru
vyhovujici, Ize zjistit strannost odhadi za pfedpokladu, Ze 7 lze aproximovat vhodnéji
polynomem stupné druhého, t. j., Ze

N=PFo+frx1+. ..+ Pnxn+ Pruxi+. ..+ Bunxn+ Praxi X+ ... 4 Br—yn, Xny Xn. a7

Matice strannosti D je pak rovna
)
D == W x1 x2, (18)

kde X, je matice typu N X f(lz—ﬂ a obsahuje elementy, které jsou rovny ¢tvercim
hodnot nezivisle promé&nnych x; a sou¢inim hodnot dvojic téchto nezévislych promén-
nych. :

Vzhledem k tomu, Ze u uplnych faktorovych experimentd typu 2" se pii nésobeni

drovni libovolnych dvou faktord vyskytne stejn€krat + 1 a — 1, nezavisi odhady pa-
rametrd B, B . . . » Bn (efektd prvniho fadu) na kvadratickych efektech fy;, Bas; - -, 5 Bnn.
Av3ak odhad b, je témito efekty ovlivnén, nebot ze vztahu (18) vyplyva, Ze stfedni hod-
nota E(bu) = ﬂo +\ﬂ11 4+ ...+ ﬂnn. .
"~ Misto tplnych faktorovych experimentii typu 2" lze uzit nedplnych faktorovych
experimenti tohoto typu. Tak na pf. pro tfi faktory je mozné uvazovat pouze &tyii kom-
binace vrovni, na pf. tak, Ze pouZijeme jen ty, pro néZ x,;j Xyj X3; = 1. Potom x;; =
= x,;j X,j a matice X, je

1, 1, —1, —1
X, — I, — 1,' 1, —1
1, —1, —1, 1
. 1, 1, 1, 1
Transforma¢ni matice pak bude
: 1.,
T= T X1
takze
1, ' 1, 1’ 1 B4
p_ L 1, —1, —1, 1 Vs
. 4 - l, -1, = 19 1 Js
-_ 1, - 1, 1’ 1 Ya

Ziejmé opét odhady &y, by, b, by jsou nekoreloviny a lze je ziskat nezévisle na sob&
stejnou methodou jako pfi uiplném faktorovém experimentu 27, pfi ¢emZ pro rozptyly
jednotlivych odhadu plati

N 02
D (bo) =D (&) = D (bs) =D (bs) = -
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Matice strannosti v piipadé platnosti (17) je

l) 1’ 1’ 03 0, 0
1 0o, 0, 00 0, O, 1
D=_x’x — ) 5> ] ] ) | /!
4 72 0, 0, 0, 0,.1, 0}
0, 0, 0, 1, 0, O

!

Dosazenim do vztahu (13) pak dostaneme
. ' 1 ,

. E(b1)=/31 +Tx1xﬂ2s

kde B, a B jsou tadkové vektory '

) ﬂ;= “50: Brs Bos ﬂa“:
ﬂ; = H Ba1s ﬂzzs Bass Bros Brss 1323 H,

takZe
E (b) = ﬂo + Bu + ﬂza + ﬂsa:
E) = ﬁl + Bas
E(by) = .82 + .Blsa
E (by) = ﬂs =+ ﬂlz-

Opét tedy pouze E (b,) zivisi na kvadratickych efektéch f,;, B9 Bss- Odhady efekttr
prvniho fadu maji stfedni hodnotu, kter4 zévisi na interakénim efektu zbyvajicich dvou
" faktoru. . . )

Pfi pouZivani nedplnych faktorovych experimenti pro » faktori je zapotiebi si uvé-
domit, Ze polet kombinaci tirovni N, pro n€Z provedeme pokusy, nesmi byt mensf neZ »,
chceme-li odhadnout nezivisle viechny parametry rovnice (15)." -

Nynf se budeme zabyvat pfipadem, kdy pro aproximaci faktorové funkce je zapotfebi
pouzit polynomu druhého stupné. Pfedpokliddejme, Ze faktorovou funkci lze s dostateénou
pfesnostl vyjédfit vztahem-(17). Potom uspofddini pokusi lze provést tak, Ze pouZijeme
tplnych faktorovych experimentd typu 3. Kombinace trovni pak opét zobrazime jako
body ve faktorovém' prostoru tak, Ze tirovné kaZzdého faktoru jsou — 1,0, -+ 1.

V tomto piipadé vSak vyjadfeni faktorové funkce pomoci (17) neni piili§ vhodné, -
nebot odhady efektt jsou korelovany. Je vyhodnéjsi vyjadfit polynom druhého stupné
ve tvaru '

=tk i+t B+ B (= 5 ) 4 e (=5 +
+'ﬂ12 X; Xg + IO + ﬂn—-l'n Xn—1 Xn, (19)
kde ' ,

’70=ﬂo+%(ﬁu+ﬂzz+--- + Brn)s

N N o .
2 xu=0 3 =N

j=1 . j=1

nebot platl
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pro viechna i = 1,2,...,n

Potom
1 2 2 2
,xu, xal, ...,xnl, xu _?‘, xgl —?,...,xnl—'3—, xu xz]., -..,xu—-l,l xnl
.
2
— Llaxlza Xags -+ Xng X}y —-?,xﬁ,, —"3—’---’-"‘“—?:112 X295 --3 Xn—152 Xng |,

2 2 ,
1, %y XaNs ««« 5 XnN> fo—'?: xEN“" 3 an—'?: X1 N XgNs+2+5 Xn—15 N XnN

takZe (X; X,)~je &tvercové matice hodnosti ( " ;_ 2 ) obsahujici nenulové prvky pouze .

. v hlavni diagnile.

Odhady- jednotlivych efektd jsou tudiZ nekorelovany a lze je uréit tak, Ze pfisluiny
fadek matice X; nisobime sloupcovym vektorem y vysledki pokusii a tento vysledek
délime souétem ¢&tvercii hodnot téhoZ f4dku matice X;. Odhad b, pak dostaneme z od-
had &,,, by, . . . , bun @ prumérného vysledku pokusti pomoci vztahu

2
bo=y‘_€‘(bn+bzz+---+bnn)-

Rozptyl odhadu je roven rozptylu o2, délenému jmenovatelem .odhadu (t. j. souétem
&vercti hodnot pfislu$ného fadku matice X)), kromé b,, jehoZ rozptyl je roven

2
D)= 5+ 5 Db +D ) + ... +D Gmll

"Uspofadini experimentl pro odhad viech efekti aZ do druhého fadu methodou wpl-
nych faktorovych experimenti typu 37 neni v§ak pfili§ vhodné; pfedevs§im z toho divodu;
Ze' polet pokusil, které je zapotiebi pro takovéto usporddini provést, je prfili§ veliky
vzhledem k poctu efektd, které mame odhadnout. Pocet odhadovanych efekti je roven

[
l4+ntnt (”) _ethEer2)

2 2
takZe pomér poétu pokusid k tomuto ¢&islu s rostoucim poctem faktort rychle roste.
ZdAlo by se, Ze tuto nevyhodu lze zmirnit pouZitim nedplnych faktorovych experimenta
3n, Avsak ani tyto typy experimentd pfi method¢ nejvétsiho spadu vétSinou nevyhovuiji,
nebot i zde potfebny polet pokusi je zpravidla zbytecné veliky. Tak na pf. je-li n=>5,
Ize uZit k odhadu 21 efekti nedplného experimentu, zkriceného na jednu tfetinu.
Potom viak je zapotiebi provést 81 pokusi, coZ je v pfipadé malé experimentalni chyby
neumérné vysoky pocet. Pro nékterd n (na pf. » = 4) se ned4 ani vhodny neiplny ex-
periment sestrojit.

Box v prici [8] navrhl jiny zptsob uspofiddini experimentd. Nazval je sloZenymi
uspofadanimi (composite designs). SloZend uspofadéini pro urceni efektd aZz do druhého
t4du vychazi z uplnych pfipadné nedplnych faktorovych experimentid typu 2%, pomoci
nichZ je moZné z vysledki pokusi sestrojit odhady viech efekti prvniho fiadu a viech
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interakénich efekt druhého #du. Potom j je uspofadani doplnéno dal$imi 2n 4 1 kom-~
binacemi drovni (body ve faktorovém prostoru), takZe lze sestrojit i odhady kvadratickych
efektit. Pro » = 2, 3, 4 se pouZije Gplnych faktorovych experimentl 27, pro n > 5 lze
uZit nedplnych faktorovych experimentd tohoto typu.

Doplnéni 2z -+ 1 body navrhuje Box tak, Ze jeden leZi v potatku faktorového prostoru,
zbyvajicich 2 n bodl leZi na soufadnicovych osich ve vzdalenosti +di (f = 1,2,...,n).
Na volb& hodnot d; pak zavisf, zda odhady kvadratickych efektii jsou pak nekoreloviny
s ostatnimi odhady & nikoli. Zvolime-li dy =d, = ... =dp = dy pak pro n =2 je
sloZené uspofidani dévajici nekorelované odhady vSech efektii ekvivalentni s plnym
faktorovym experimentem 32 t. j. dy, = 1. V praci [10] jsou pro n=3, 4, 5 faktord uve-
deny hodnoty dy, na zékladé nichZ sestrojend sloZend uspofddini jsou orthogonilni.

Cely sloZeny experiment se provede ve dvou krocich. Nejprve se provedou pokusy pro
body, urené faktorovym experimentem, 27, t. j. pfedpoklddime, Ze

n :ﬂd +hix+...+Baxat Praxixe+ ...+ Preisn Xn—y Xn.
Odhady t&chto parametri urtime z rovnice (11), kde’

1, 1, . ooy 1
X115 X195 cees XN
1 1 :
T=—X = —
N 1 N Xn1s Xngy veey XnN
X11 X215 X192 X225 cees XN XN
Xn—31 Xn1y Xn—152 Xngse.e5 Xn—pN XnN

Zjisti-li se, Ze efekty prvniho fédu pfevauji a Ze interakeni efekty jsou malé, lze po-
kra¢ovat v hled4ni optimélnich podminek nejvétifho spadu tak, Ze uvaZujeme jen efekty
prvniho fadu. Jestlie naproti tomu je z relativni velikosti efektd prvniho fidu a inter-
akénich efekti vidét, Ze je zapotiebi urdit viechny efekty druhého fddu, provedou se
dal¥i pokusy tak, Ze uspofadini se doplni dal$imi 2z + 1 body. Potom pfedpoklddime,
Ze faktorovou funkci Ize vyjadfit vztahem (17), pfipadné jeji upravou (19).

Proto sloZené experimenty maji velkou vyhodu vzhledem k faktorovym experimen-
tim, nebot umozZiiujf rozhodnuti, zda mime provést dal$i pokusy nebo zda stali apro-
ximovat faktorovou funkci pouze regresni nadrovinou, kterou lze odhadnout z mensfho
poctu pokusi. )

Spinéni podminky orthogonality sloZeného uspofadéni je pozadovéno predeviim z du-
vodu jednodussich vypoéti odhadd jednotlivych efektd. Neni-li uspofddani orthogonalni
vlivem hodnot d;, Ize pfesto odhadnout efekty prvniho f4du a interakéni efekty druhého
fadu stejnym zpusobem jako pfi orthogonilnim sloZeném uspofadini experimentu. Pro
odhad zbyvajicich n kvadratickych efektd f,,, Bags - - - » frn @ pPro B, lze sestavit n + 1
rovnic, jejichZ feSenim dostaneme odhady téchto parametri. Tyto rovnice jsou

Nby, +koy by + kose bas + ... + Egnn ban = Ny, )
kou bo + Riin1 byy + Rizee by + .. + Riyanban = Ryyys (20)

oml bo + knnn bn + ksann bzg +. + klwm bnn = ky nny
kde koeficienty v rovnicich pfedstavujf soudty hodnot nezdvislych proménnych 3, x3,.. .,
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x2, soucty soucinii hodnot dvojic téchto proménnych a kone¢né souéty soudind hodnot
t&chto proménnych a vysledkd pokusi y.

Na pf.
N N N

_ E , — E 2. 2. — E s
ko = x3j kg = xijxlj, kyn = x3jyi

1=1 J=1 j=1

a pod.

Oznacime-li K matici koeficient v systému (20), ktery je systémem n + 1 lineirnich
nehomogennich rovnic o # + 1 nezndmych, lze urdit inversni matici K—! a pomoci ni
a veli¢in 37, kyu, « « 5 kynn urdit odhady by, by;, by, . - . 5 bnn. Pro mensi pocet faktoru lze
provést feSeni systemu (21) methodou elimina¢ni, avsak feSeni pomoci K—! je vyhod-
néjsi, nebot 02 K—! je kovarian¢ni matici odhadd by, by, . . . , ban, takZe pomoci jejich
elementid se zjisti rozptyly a kovariance téchto odhadu. Da1§i vyhoda tohoto zplsobu
feSeni se projevi v piipadé, kdy uvaZujeme né€kolik kvalitativné riznych vysledkd pfi
stejném uspofddini experimentu. Potom matice K—, jejiZz elementy nezivisi na vysled-
cich pokust, lze uZit k sestrojeni odhadu a jejich rozptylu a kovarianci pro kazdy vysledek.

VySetifovani faktorové funkce ve staciondrni oblasti

JestliZe jsme methodou nejvétsiho spédu, vyloZenou v predchozi kapitole, experimen-
taln& dosahli stacionirni oblasti, chceme nyni bliZe urcit jeji povahu a maximum faktorové
funkce. V této oblasti je nutno uvaZovat efekty alesponi druhého fidu, nebot zde jiz
experimentilni chyba vzhledem k efektim prvniho fédu se stala dosti zna¢nou.

Methoda. vySetfovéni staciondrni oblasti, navrZend Boxem, je zaloZena na tom, Ze
pro odhad faktorové funkce je pouZito polynomu druhého stupné

Yzbo+b1x1+--- +bnxn+b11x? +‘--- +bnnx3+
+ bipx1 Xy + .+ - o + bn—ysn Xn—q Xn, 1)

kde by, bys - - - 5 bn—y,n jsou odhady regresnich koeficientd ve vztahu (17), ziskané pfi
aplikaci methody nejvétifho spadu.” -

Ze vztahu (21) neni zfejma4 struktura faktorové funkce a proto je zapotfebi tento vztah
vyjadfit vhodnéj$im zplsobem. Je-li pocet faktorii roven dvéma nebo tfem, Ize sestrojit
pro vhodné zvoleni Y = Y obrysové kfivky nebo plochy. Tato methoda je viak pracni
a pro n > 3 ji nelze pouzit. Proto je vyhodnéjsi pfevést (21) na novy tvar pomoci transfor-
mace soufadnic

ti = E my (x1—x15), i=12,...,mn, 22)
=1

pfi temz koeficienty mi1, i,/ = 1, 2,. .., n jsou ureny tak, Ze transformace je ortho-
gonalni.
Hodnoty x;s, X355 - - - » Xns jsou soufadnice bodu S, ktery je zvolen jako novy pocéitek
a nalezneme je feSenim systému rovnic
oY

—=0, 1=12,...,n (23)
0 Xi .

Bod S n#8veme stacionirnim bodem a hodnota Y, v tomto bodé se nalezne tak, Ze
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~ soufadnice x;s, X5, . - . » Xns dosadime do (21). Postup pii vypodtu novych soufadnic
na konkretnich pfikladech je moZno nalézt v praci [10]. :
Pomoci transformace (22) lze pfevést polynom (21) na tvar

Y— V=t + A ...+ dnths | (24)

kde koeficienty i, 7 = 1,2, . . ., n nalezneme feSenim charakteristické rovnice matice B,
: 1 . 1 '
bx1, 7 blz, LECRENE Y 7 bl’l

- 1 1
B = ’2-b12a bzzs---a 7b2n
1

‘2" bln, - bgn,. Y bnn

Pravé strana rovnice (24) udévd zménu ve vysledku vzhledem k bodu S pro bod,
jehoZ soufadnice jsou t,, 2,y . . . » Zn. Pomoci tohoto vztahu Ize nyn{ pro dany pocet faktord
n provést rozbor funkce Y ve staciondrn{ oblasti.

Je-li n = 2, je

Y = by + by x; + by x5 + by; x% + byy 22 + byg x; %,
a transformaci (22) se pfevede na tvar
Y—Ys=4+ A (25)

Nyni bude nejvyhodnéjsi znizornit vztah (25) pomoci systému obrysovych ktivek pro
vhodné zvolené hodnoty Y. Pfitom tvar obrysovych kfivek bude z4viset pouze na hodno-
tich koeficientti 4,, 4,.

Piedpoklidejme, Ze byly uréeny rovnice novych souradmcovych 0s a %e stacionirni
bod byl nalezen v bezprostfedni blizkosti uspofddaného experimentu. Potom
1. je-li 4, <0, 43 < 0, obrysové kiivky budou elipsy a stacionirni bod S bude bodem,

v némZ funkce Y bude mit své maximum. Tvar elips bude z4viset na relativn{ veli-
kosti 4; a 4,. Je-li na pf. Il | > |45, budou elipsy prodlouZené podél osy t,. Tento
typ je charakteristicky tim, Ze funkce nabyvé svého maxima v jediném bod& vy3etfo-
van¢ staciondrni oblasti;

2. je-li 2, <0, 4, > 0, budou obrysové kiivky hyperboly a podle relativnich velikosti
[41]5 }.z se opé&t urd{ stupefi prodlouZeni podél os;

3. jestliZe je jeden z koeficieatii nulovy, na pf. 4, = 0, zatim co 4, < 0,je Y — Ys = 4, 2%,
kde Y5 je vysledek pro libovolny bod leZici na ose z,. Tento piiklad je limitnim pi‘i-
padem piedchozich dvou alternativ pro A, —0, t. zn. nekonetném prodlouZeni
obrysovych Car podél osy z,.

-V tomto pfipad€ dosahuje faktorova funkce maxima pro viechny body, leZici na
ose 1,

V piipad¢, Ze staciondrni bod nepadne do oblasti, v ni% byl oekdvin, ale je od této
oblasti velmi vzdélen, potom
4. ptedpokladime-li, 7e S leXi v nekonetnu na ose z,a 4, < 0, jSou obrysové kfivky para-

boly. Vezmeme-li v tom piipad® jako stfed systému nejaky vhodné zvoleny bod ',
leZici ve vySetfované oblasti na ose z,, m4 rovnice (25) tvar

Y'—Ys‘ -—altl + l;tg.
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Systémy obrysovych &ar pro pfipad 1.—4. jsou zndzornény na obr. ¢. 3 podle price [10].

Pro piipad tif a vice faktord zistévaji v podstaté jednotlivé typy rovnice (24), majici
prakticky vyznam, podobné uvedenym pifipadim pro dva faktory. Oviem vzhledem
k tomu, Ze na pf. u typu (2) miZe byt jedno nebo né&kolik ; positivnich, podobné u pfi-
padu (3) jedno nebo né&kolik A; se miZe bliZit nule, jsou tvary obrysovych systémi
se stoupajicim poltem faktorti rozmanitéj$f. Tak na pfiklad pro » = 3 je v prici[10]
-uvedeno sedm riznych trojrozmérnych systémd.

¢
\2

Obr. 3
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S hlediska provéd&ni experimentélni préce je tieba dodat, e typy (3) a (4), tak jak byly
uvedeny, jsou dosti nepravdépodobné Tak na pf. se v prazi d4 velmi t&Zko pfedpoklidat,
Ze nékterd 4; jsou rovna nule, ale je pravdépodobné, Ze jejich hodnota bude blizkd nule.
V tomto piipadé by se cxpenmentétor pi‘svédéﬂ o jejich povaze je$t& n€kolika dodated-
nymi pokusy. Tento typ je oviem'v praxi velmi diileZity, nebot uréuje &ru, plochu nebo
prostor, v ném? vysledky jsou prakticky konstantn{. V této oblasti miZeme potom povést
nejvhodnéj$i opatfeni vzhledem k néjakym daliim pomocnym proménnym tak, aby
uréeni optimélnich podminek bylo provedeno vzhledem k celému komplexu sledovanych
vysledk.

Podobné Ize té&Zko piedpoklidat, Ze jsou splnény podminky typu (4), ale miZe se stit,
%e bod 'S bude vzdilen od vyletfované oblasti. JelikoZ interpretaci vztahu (21) resp.
jeho Gpravy (24) lze provést pouze v bezprostfednim okoli uspofddaného experimentu,
nelze provést zivéry o okoli vzdileného bodu S. Provedeme viak rozbor ve zkoumané
oblasti tak, Ze uvaZujeme pomocny bod S’, vhodné zvoleny na piisluiné osy #; (pro ni%
Ai ve srovnini s ostatnimi je malé) a v praxi opét experimentitor by ptavdépodobné .
. provedl vy§etrové.ni hodnot y podél této osy. ‘

Nakonec je tieba poznamenat, Ze zkouméni staciondrnich oblasti v pripadé vétdtho
poctu faktori je po numerické strdnce pomé&rné znaéné sloZit¢ a Ze vidy je nutno postu- '
povat podle povahy konkretniho pfipadu experimentu, aby V}'rsledky tohoto vyzkumu
bylo moZno interpretovat. V pracich [9] a [10] jsou uvedeny konkretni pfiklady z chemic-
kého vyzkumu, na nichZ se je moZzno dobfe objasnit problematiku vySetfovin{ stacionirni
oblasti s hlediska aplikace téchto method.

Methoda nejv&tiiho spadu i vySetfovani stacionirni oblasti je zaloZena na linesrnich
odhadech efektii zpravidla prvniho a druhého f4du. Konstrukce téchto odhadii nezévisi
na pfedpokladu rozd&leni vysledki pokusti. Chceme-li viak sestrojit intervalové odhady
efektd nebo provést jejich testy vyznamnosti, je nutno vyjit z pfedpokladu o uréitém
tvaru rozdéleni vysledki pokusi. Pokud predpoklédéme normélni rozdéleni, je moZno
aplikovat obecnou theorii normAlni regrese, viz [11]. V préci [12] byla vypracovina metho-
da stanoveni oblasti spolehlivosti pro soufadnice stacionirnfho bodu. Tato methoda je
zaloZena na simultannim rozdéleni koeficientt pfi fefeni systému linedrnich rovnic.

Zavér

Methody pro urdovéni optimélnich podminek byly v této prici vyloZeny jen stru¢né.
Po theoretické i praktické strince zbyva jeit® fada otézek, které nemohly byt viechny
v préci vyloZeny a které mohou mit vyznam ve specidlnich pfipadech, pfedevsim s hle-
diska numerického usnadnéni vypoéti. Tyto otizky a riizné piiklady z prace, které mohou
vice osvétlit tyto methody, najde ¢tendf v uvedené literatufe, kterd je dnes stile Cetnéjsi.
Lze se oprivnéné domnivat, Ze methogly vypracované P. Boxem dévaji sprivny smér
vyvoje navrhovéni a uspofddéni experimentd v primyslu a jejich hodnocen{ s theoretické-
ho a predev§im s prakuekého hlediska. MuZeme proto v budoucnosti oleKévat jejich
dali{ rozv01 /
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MATEMATICKO-STATISTICKE METHODY
PRI KONTROLE HROMADNE VYROBY ~

Ing. Dr B. PARDUBSKY,
(Vijzk. tst. tepelné techniky, Praha)

(Dokonéeni)
3.4 Methoda individuéilnich hodnot

UvaZujme 7 nezavisljch pozorovini nihodné proménné 7, které pfislusi normalni
rozdéleni N (0,1) a nabyva hodnot y. Necht jsou diny Ctyfi hodnoty y,,4 < ¥;,4 <
< ¥2, <Y1, 0 které tvoii krajni body péti intervalt:

Ay i (— o3y As (31,4592, As :(Vo,a5Y0,0)5
Ay (Yo, Y1,005  As 1 (91,85 ©),  (viz obr. 1).

Obr. 1

Potom pravdépodobnost, Ze mezi # vysledky pozorovani y; proz = 1,2, . .. n nebude
v intervalech A4, a A; leZet Z4dn4 hodnota a v intervalech A, a 4, nejvyse po jedné hodnoté
je rovna

[F (32, — F (30, 1" + n[F (95,) — F (3, )1 [F (32,5) — F (3, )1 +
+ n[F (31,1 — F (92, D1 [F 32,8) — F (9, )17 + 1 (2 — 1) [F (92,0) — F (31, 0)]
[F(y,n) —F (3, F(y2,8) —E(y,a]I" 2 =1—u, (50)
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