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M. PISL

Problémy

Charakterisovat rovnice se spojitou pravou stranou, jejichZ viechna felenf jsou de-
finovina v celé EL7)

Ve vét€ 25 nalézt dostatetnou podminku pro to, aby viechna feSeni patfila do A.
V konstrukci tohoto odstavce volit na pf. @ (x) = % (1 — cos 2 & x) vSude; podobné

konstruovat pole mezi koniugovamﬁnj dvojicemi; dostaneme rovnici s mnoZinou sing.
bodi hustou v jednotkovém ¢tverci 28)

M. PISL

KRIVKY V GAUSSOVE ROVINE

(Pokradovéni)

3. KRUZNICE
3.1 Rovnice kru¥nice uftené stfedem 2, a polomérem r
Pro body kruZnice a jen pro tyto body plati:
‘ .|z__zo,2 =2
a po tupravé L
o (z—20) - G—3) =1 ©)

Rovnici (9) nazyvime normélni rovnici kruZnice. Je-li 2, = 0, dostivime t. zv. stfe-
dovou rovnici kruZnice * A
zz =12 1)

3.2 Obecn4 rovnice kruZnice
Geometrické misto bodd, vyhovujicich rovnici

Azzi+az+ag+C=0, az—AC>0, A#0 (10)
je kruZnice o stfedu z, = — % a poloméru r';= VTA_—‘A——C .
Diikaz: Rovnice (10) je ekvivalentni s rovnici (z + %) (5 + %) = i‘;ﬂ;
srovninim s rovnici (9) dostdvime
B=——s = “a;f—c >0.

7) Postatujici podminky v Némyckij, Stépanov, Kalestvennaja téorija dif. urdvnémy.
%) Problém feien M. A. Lavrentjevem; viz Matématika v SSSR za tridcat let, str. 489.
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KRIVKY V GAUSSOVE ROVINE

33 Transformace posunem
Provcdcme—h transformaci posunem z = w + 2, pak kruZnice, jeZ m4 v pivodni
soustavé rovnici (10), bude mit v nové soustavé rovnici

Aww + f; (30) w + f2 (20) @ + f (29) = 9: (10,1)

kde f, (20) = Ao + & fy (20) = Jy (0) = Az + @  f (20) = A5y + T2y +-05y +C,
jak se lehko dosazenim pi'mvédé{me ‘Zvolime-li za novy po&itek 2, stfed kruZnice v pi-

vodni soustavé, to jest 2, = — -}1 , bude plant fl( ) =f, ( ) 0, f (— Z) =
—_— = —Ar2 a rovnice (10,1) pfejde v 112 znimy stfedovy tvar ww = r*

A

3.4 Orthogondlni kru¥nice
Nutné a postatujici podminka, aby dvé& &iry o rovnicich
Ki=A4A,2z2+042+4,2+C =0 a K=4;,22+ a2 +a32+C,=0
byly vzéjemné orthogonilni, zni:
o %y + o g = A, C3 + A, Ci. : 1)

Dilkaz rozdélime na tfi &sti: .

1. Ob¢ &ry jsou pfimky, t. j. 4, = A; = 0. Pak (11) je ekvivalentni s podminkou
pro kolmost (1,1).

2. Jedna ¢&4ra je pfimka a druh4 kruZnice, t. j. na piiklad 4, =0, A, # 0. Pak nutni
~ a postatujici podminka, aby pfimka K, protlnala kolmo kruZnici K,, zni: K; prochéiz
stfedem kruZnice K, t. j.

al( A’)+“1(—“—)+C1—0<—>°‘1“z+“1“1 4,Cy,

coZ je ekvivalentni s podminkou (ll)
3. Zbyva posledni moZnost: K; i K; § jsou kruZnice. Z planimetri¢ je znimo, %e nutnou
a postadujici podminkou jejich kolmosti je: soudet &tvercl jejich polomén’l je roven

&tvercd stiedné, t. .
o, —4;,C | ayag—4,C ( % % ) Ay Oy )
- 3

2 2 — | o |2 ot I
=2 — 22— & yT 4, 4,

4, 4

coZ opét je ekvivalentni s podminkou (11).

3.5 Kruhova4 inverse

3.51 Body 2,, 2z, nazyvime inversnimi vzhledem k dané kruZnici, jestlie plati:

1. oba leZi na téZe polopfimce jdouci stfedem kruZnice,

2. soudin jejich vzdélenosti od stfedu kruZnice je roven ¢&tverci poloméru (obr. 9).

Nutnou a postacujici podminkou, aby body 2, a 2, byly inversni vzhledem ke kruZnici
dané rovnici (10), zni: -

Az, 23+ a2 +aZ +C =0 Az2, + a2, +az +C=0. (12)
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M. PISL

Pfi diikazu uZijeme transformace posuném 2 = w + 2g, kde 2y = — —;— je stfedem
kruZnice K, jejiZ rovnice po transformaci bude znft K = ww. = r2 (viz odst. 3.3) a bod
2,, Tesp. 2, prejde v bod w; =2, — 2, =2, —f;%, Tesp. w, = 2y — 8, = 23 + %.

Vrz) ProtoZe body w;, a w, maji byt inversni
vzhledem ke kruZnici K, bude podle de-
finice platit 1) w, = kw;, k> 0, 2) |m,|
* |wy| = 7. Z prvé podminky dosadime
vyraz pro w, do podminky druhé a do-

staneme

Rlogf?=rt— k= —
W; W,

Tim jsmé urdili dosﬁd neznimou kon-

stantu % a tim také hledanou podminku

pro body w; a w,, a to podminku nutnou
,-2

Obr. 9 Wy = —.
B wl

12,1y
Snadno se piesv&diime, Ze je to téZ podminka postalujici, nebot ze vztahu (12,1) plyne:
2 !

— = 2, Zbyva tedy pfepsat vztah (12,1)
W, Wy ‘

’-2

Dowy=——w, 2) |y - |mg] = |y ?
1%

do ptvodnich soufadnic. Plati

0 2y xa

0=w2z31—r2=(za+—})(£1+%)—r==z,zl+“j‘ +58 4 —
G—AC 1, _ | . _
—Em—Az—-=Z(Az,zl+azz+azl+G),

coZ jsme méli dokizat. ) .

Poznémka 1. Vztahem (12) je kaZdému bodu 2, roviny — s vyjimkou stfedu kruz-
nice — pfifazen urdity jediny bod 2, roviny, a naopak bodu z,'odpovidi bod 2;. Viechny
body roviny seskupf se tedy ve dvojice inversnich bodd. Rikime, e vzrah (12) je rovnici
tak zv. kruhové inverse. Pro A = 0 pfejde kruZnice v pfimku a vztah (12) se stane rovnic{
osové soumérnosti. (viz odst. 2.6). :

Poznimka 2. Viimneme-li si pozorn&ji rovnice (12), vidime, Ze z rovnice fdici
kruZnice, resp. piimky dostaneme rovnici pfisluiné kruhové inverse, resp. osové sou-
mérnosti jednodude tak, Ze nepruhovanou proménnou ponechime a pruhovanou
oznadime jako novou proménnou (nebo naopak). Na piiklad:

(2—29) (2—23zp) =1 —> (w—2) (3 —3p) =13
zz4+az+C=0-»w+24+C=0.

3.52 Utvar inversni ke kruznici, resp. k pfimce
DokéZeme najednou tato tvrzeni: :
1. Utvarem inversnim ke kruZnici, resp. k pfimce, jeZ neprochézi stfedem inverse,

N
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je kruZnice. Jejf stfed vznikl invers{ bodu, t\?&flidho se stfedem inverse dﬁ)lcx bodid
inversnich k pivodnimu ttvaru. Tato kruZnice prochizi stfedem inverse, byla-li pd-
vodnim ttvarem pfimka.

2. Utvarem inversnim ke kruZnici nebo pi‘imce, je2 prochézi stfedem inverse, je
pfimka.

+3. KaZzd4 kruZnice nebo pfimka, orthogonilni ke kruZnici ﬂdxd je .samodruZni
(sama k sob¢ inversni).

4. KruZnice nebo pi¥imka, obsahujici jednu dvo;m rﬁzmjch mve:snich bodﬁ, je
samodruZné.

Dikaz:

Necht ptivodni dtvar K mé rovnici

Azz+az+az+C=0,

a kruZnice ﬂdid K, rovnici

(z—20) (z—%) =13

Po transformam posunutim dostivime

K=Awd +f,(2)w +fo(5) % +f(2) = 0 (fl (20) 7 0 pro z, 7 — %),‘
Ky=ww = r3,

(viz odst. 3.3). Rovnice inverse zni
1-2

W= —.
§
Utvar K Aww +fi () w + [ (zo)w -+ f (20) = 0 piejde inversi v ‘iwar
f(zo)ff + f1(zo)5+f’fa(zo)f+11r’=0

K tvrzeni 1: ProtoZe titvar K neprochézi stfedem i inverse, to jest potitkem soustavy
(w), je f (8p) = O a inversni Gtvar je vZdy. kruZnici.

Stfed kruZnice K’
p o= — 13 f2 (20)
: o - flz)
vznikl inversi bodu -
| I B (L)
E’ filzy) ©

Bod @' tvoH s bodem w, (stfedem mverse) dvojici bodd, inversnich vzhledcm ke kruZnici
K )ako Fidici, nebot

AW o+ fy e + 1,60 B0+ 10 = (— TEL ({;))) +@)=0.
Je-li pivodnf wtvar K primka, je A = 0 a rovnici |

f(zo)5‘5 + 'sf;. (zo) §+ "fe (20) £E=0
splfiuje poditek w, = 0, to jest K’ prochﬁzi sti‘cdem inverse.

1) Je-li fi'(2,) = 0, je 2z, = -—% a sti‘ed); kruZnic K a K’ ‘Splynou se stfedem kruZnice fidici.
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K tvrzeni 2: ProtoZe ptvodnf fitvar prochdzi stfedem inverse, je f (2,) = 0, a' tedy
rovnice utvaru K’ zni ’
Si(2e) € + fo(20) § +Ar5 =0,
to jest K’ je pfimka.
K tvrzeni 3: Podle pfedpokladu je ttvar K orthogonélni k fidici kruZnici, co
znamend podle odst. 3.4, rovnice (11) (a; =f;(2,), A1 =4, C, =f(2y), 23 =0,

4, =1, C, = ~—1r2), Ze plat f(2,) = Ar}; dosazenim do rovnice K a do rovmce K’
dostdvime K = K

K tvrzeni 4: Necht body w, >~ w, tvofi dvojici inversnich bodii; pak pro né plati
2
Wy = %f—; vyjadfime-li podminku, Ze Gtvar K obsahuje bod w; resp. w,, dostivime
1
Aw, wy + f (20) wy + fo (20) wy + f(20) =0,
resp.
- .1
A= 1+A@0 +h@0 +f@)“0

31

a po odetteni a \ipravé obou rovnic
[(A r(’) _f (zo)] - (wl ﬁl - Tg) = o’

Ary =f(2o)
nebot w, %, 7 ri pro w, 7 w,, coZ je podminka kolmosti kruZnic K a K, a podle pfed-
choziho i podminka samodruZnosti.

Tim jsou dok4izina viechna vyslovena tvrzeni.

odkud plyne

‘ 3.6 Priklady
1. Uré&it geometrické misto bodi 2, pro které plati
|z—2| =Fk|z—2,), k>0, B £ 1.
ﬁmo@édm a tpravou podminky dostaneme |
(1—F) 25— @ —FE) 2 — (3, — B 2,) & + 2,5 — B 2,7, = 0.

i . - — k2
Hledané geometrické misto bodi je tedy kruZnice o stfedu z, = z;l—?z,_
a o poloméru r = ll—_,ik—zl |2, — 2,|. Snadno se pfesvédéime, Ze body 2; a 2, tvofi

inversni dvojici vzhledem k této kruZnici.
2. Uréit geometrické misto boda z, pro které plati

z—=z
arg — L =@, 2 # 2y 2FEZ, 2E2 @A

Z2— 2
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Oznatme 22—z, =a, 2—z2,=f, arg(z—z) =arga = ¢@;,, arg(z—z,) =
= arg f = @,. Plad

g =arg(z—2) —arg (2 —2y) = ¢, — @y

i ‘ |B|
: . : S a
c’? = e’ (‘Pl’_¢l) = ——
. Bl
(viz odst. 1.3). Umocnénim dostdvidme
. o
e21‘P = &' g "

odkud pro dané geometrické misto vychédzi
' ape?—afeie =0,
to]stpodosazenizaaaﬁapoupravé
(69 —e19) 22 + (2,619 — 2,69 2 + (2, —"P—z,e"?)z +
+ 2, 2,61 — 2,z = 0.
Hiledané geometrické misto je tedy kruZnice o polbméfu r= —IZT——I', prochéze]ici
body 2, a 2,, jak se snadno pfesvéddime.
3. Najit rovnici krusnice, kterd prochdzi body zi i = 1, 2, 3).
Hiledan4 kruZnice K necht mé rovnici
Azz+az+az+C=0.
Soufadnice bodl 2; musf této rovnici vyhovovat. Determinant soustavy
Azz+az +az +C=0,
Az 2z t+oazy+az +C=0,
Azy2y +azy +az2, +C=0,
Azyz3+az3+az+C=0
musi byt roven nule, a tedy hledani rovnice kruZsice zni
22, 2, 2 1
212 215 2 1 —0
2329, 2y By 1 )
By 2y 23 gy 1
Pozndmka: Le¥i-li body z; na jedné piimce, je
% % 1
29 25 1| = 0.
2y 23 1

Vysledna rovnice je pak rovnicf pfimky.
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4. KUZELOSECKY

4.1 Ohniskov4 definice elipsy

Za ohniska elipsy zvolme body 2; a 2z, = — 2;, délku hlavni poloosy oznalme a,
vedlejsi b, vystfednost e, pfi ¢emZ plati a? = b% + €2, €2 = 2,2, (obr. 10). Z ohniskové
definice elipsy plyne

' |z—2il + |2 + 2| =2a,
to jest

Vet @+ =2a—(—2)E—2);
dvomésobnym umocnénim a dpravou dostivime ‘
2222 + 2322 —2 (2a2-—zlzl)zz +4a%(@*—2z,2,) =0
a wZijeme-li vztahu b? = a? — 2, 2;, mame ‘
B2 —2(a+ )2z +4a202=0. (13,1)

4.2 Elipsa sé stfedem v potdtku

Geometrické misto bodi 2z, vyhovujicich rovnici
azt+az+2422+C=0, x| <|d], AC<0, (13,2)

je elipsa s ohnisky v bodech 2, = :]:] Z% a &vercem hlavni poloosy a® =
1 ¢ 3 -
~ 2 Al
Dikaz ﬁrovedeme tak, Ze ukiZeme ekvivalenci rovnice (13.2) s roymd (13 1) pro

_ Ca 2 _ 1 ICI
”‘_LA_M @ =5 A —Tap * <l4h4C<o0. Pl

i ICl  ICaq|
2 |A|—|a| A2—aa
ol _ltlsi=2ls _1 ‘|

2 (a[+Ta)([]—=laD) ~ 2 TA[+]a]
nebot podle pfedpokladu je |A| 7= |«|. Déle plati .
1 _|q] 1 _ [C] ICl 14| + =] +|4]—]a| _

02 22 2o 3 —
B=at—et=a'—2 2 =

2 Pr=— — — = =
A= A= T Z 1~ 2 (A=[=D (4] +a]
_lacl . 4C
T A —ax | A —aa’ .

3) Zde a v daldim rozumime symbolem Vu (o komplcxni) hlavni hodnot'u odmocniny, to jest
plati .
—x<argla =

Snadno se pfesv&diime, 3¢ pro takto definovanou hlavni hodnotu odmocniny }'« plati J = = Va.

150



KRIVKY V GAUSSOVE ROVINE

nebot podle pfedpokladu je AC < 0. Dosazenim do rovnice (13.1) dostivéme

Ca_,, Ca . 240 .. G _
A —ui’® T A—aa’ T A—az T @—aa
=1‘12——C;€(&22+a22+2Az§+C)=0’

<oZ je rovnice (13.2).
Pozndmka: Smér hlavni osy je urlen arg 2, = arg YC«.

4.3 Ohniskov4 definice hyperboly

Za ohniska zvolme body z, a 2, = —2,,
délku hlavni poloosy oznalme a, vedlejsi
b, vystfednost e, pfi ¢emZ plati a? + b2 =
= €2, e® = 2,2, (obr. 11). Z ohniskové defi-
nice hyperboly plyne pro jednu vétev

|z + 2| — |2 — 2| =2a

a pro druhou vitey

)

|z—2)|—|2 + 2| =24,

tedy pro obg vétve
|z + 21| — |2 — 2| = £ 24,

Obr. 10
to jest

Ve + z)(z+2) = Yz—2) (2 —2z) + 2a.
Dvojnésobnym /umocnénim a upravou dostiviame
_ 232+ 282 —2(2a* — 2. 2) 2z +4a¥ (@ —2,2,) =0
a ufijeme-li vztahu b2 = 2, 7, — a%, mime

232+ 2222 —2(@—b)zz—4ab2=0. " (14,1)
4.4 Hyperbola se stfedem v poddtku : “
Geometrické misto bodd 2, vyhovu)Icich rovnici '
az+az?+2422+C=0, |az}>|A|,C;‘_-0 . (14,2)

je hyperbola s ohnisky v bodech 2,4 = a—;—-—z;“ a se ¢tvercem hlavni poloosy
L I“']CLA,kdee—sxgnC T

Dl‘xhz provedeme opet tak, e uki¥eme ekvivalenci rovnice (14.2) s rovnici (14. l)
/ —Cua 1 C
prozl——l/ a—A”a’.=7|a|I IEA’I «|>|4|, & =signC.

at=—
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Plad
b2=z1§1—a2:——|:%—L IC] — IC] _ZI“,_[“I—EA —
xa—A2 2 |4|—|«| 2 (|a| +ed)(a|—eaq)
_1_Ie
2 Ja|+e4’
nebot podle pfedpokladu je |a| — eA4 7= 0. Dale plati
ap Lol 1 _jcl _|C| Jal+ed—la|+ed _
2 Ta[—ed 2 Ja|+ed 2 (Ja|]—ed) (|a] + e4)
Y L0 Y (S :
T |aff—e242 an—42°
dosazenim do rovnice (14.1) dostivime
__C& _, Ca ., 24 _ G _
%G — A2 %o —A° wa—A T qa—a

E—Az (c_iz"-}—ociz +2AZE+C)=0,

to jest rovnici (14.2).
Pozniamka 1: Pro A = 0 je rovnice (14.2) rovnici rovnoosé hyperboly, nebot
1 |C]|
2 —p2— .- 171
| a*=1b Z T
Poznimka 2: Smér hlavni osy je urlen arg z, = arg }— Ca.

4.6 Ohniskové4 definice paraboly

_ Za ohnisko paraboly zvolme potétek (obr. i2), za pfimku fidici libovolnou piimku
Bz + fz + C=0,C # 0. Z ohniskové definice paraboly plyne

Obr. 11 . Obr. 12
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|1.‘_3z+/3§+C| =|z|
21| g
Odtud umocnénim a dpravou dostdvime
(Bz—pBzr +2CBz+2CPZ+C*=0. (15)

Utijeme-li obvyklého oznaleni poloparametru p pro vzdélenost ohniska od pfimky
Fdici, plati (viz vzorec 7.1)
€|

—mr ' (15.1)
Osa paraboly prochizi ohniskem kolmo na pfimku fidici a jeji rovnice zni (viz odst.
2.3 rovnice 5) _
Bz—pz= (15.2)
Tetna vrcholové tvofi osu pasu uréeného pdmkou Fdicf a rovnobéikou ohniskem a m4
tedy rovnici (viz odst. 2.74)

3z+ﬁ2+—2—=0.’ (15.3)
Vrchol dostaneme jako prusetik osy paraboly s te¢nou vrcholovou
2y = — L - (15.4)
4p
5. ISOTROPICKE SOURADNICE
5.1 Bod

V tvodu k prvni &sti (odst. 1.2) jsme fekli, Ze kaZdé uspofddani dvojice redlnjch

&sel x a y uréuje bod rovmy, a to bod v kone¢nu neboli vlastni. Pfipustime-li do svych
uvah téZ body nevlastni, je nutno rozfifit pojem oby&ejnych kartézskych soufadnic.
Ctenéfi je jist® zndmo, Ze se tak dé)e zavedenim homogennich kartézskych soufadnic,
v nichZ kaZdy bod roviny, vlastnf i nevlastni, je uréen uspofddanou trojici redlnych
tsel. Abychom mohli algebraické vysledky disledn€ interpretovat, provedeme toto
zobecnéni kartézskych soufadnic.
" Pripustime za kartézské soufadnice bodu i &sla komplexni, &mZ zavedeme vedle
dosavadnich bodt redlnych t. zv. body imaginirni a souhrnné budeme mluvit o bodech
komplexnich. Nebudeme viak pracovat v kartézskych soufadnicich, nybrZ v soufadni-
cich isotropickych, které definujeme takto:

Isotropickymi homogenn{mz soutadnicemi komplexn{ho bodu nazveme uspofddanou trojici
&, n, t) definovanou rovnicems

E=x+ijy» . .
N=x=iy . (16)
t =1,

kde (x, y, u) jsou kartézské homogenni soui’admce, &sla x ay jsou komplexni, &slo u je
vidy rediné.
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Z definice (16) plynou tyto z4kladni vlastnosti isotropickych homogennich soufadnic:
1. Dva komplexni body (&, i, t),) (# = 1,2) jsou totoZné pravé tehdy, je-li hodnost

“matice ?’ o f) jejich soufadnic rovna jedné.
2 Mas 23 '
2. Nutnd a postacuiici podminka, aby bod (&, %, r) byl redlny, zni

n=E,e=&E=1. '

3. Bod (&, 7, r) je pravé tehdy vlastni, je-li z 7= 0.

4. Potitek ma soufadnice (0, 0, 1). Bod (1,0,0) resp. (0,1,0) nazyvime levym resp.
‘pravym kruhovym isotropickym bodem.

Poznimka: Kruhové body maji kartézské soufadnice (1, j, 0) resp. (1, — j, 0) a jsou
‘to body, jimiZ prochizeji viechny kruZnice v roving.

Bodem konjugovanym k bodu (£,7, ) nazjvime bod (7, £,7). Bod (7, &, 1) je zre)mé
konjugovany k bodu (&, 7, £).

Dva body (&, 7i, t:), (f = 1,2) jsou vzdjemné konjugované pravé tehdy, je-li hodnost
_matice [;1’ ?’ ?] rovna jedné. Specidlng -pro body nevlastni tato podminka zni:

2 52 42

8 My 0

g 5 :
Bod (&, 7, ) je redlny pravé tehdy, )c-h sdm k sobé kon)ugovany/, t. j. je-li hodnost

f—7 Z—’ tJ rovng jedné. Specilng pro body nevlastni tato podminka zni: lfﬂ; —o.
3 5 ) ‘ ’

-matice [

5.2 P¥imka

Komplexn{ pfimkou nazveme geometrické misto komplexnich bodd, jejichZ soufad-
-nice 5, 7, t spliiuj{ linedrni homogenni vztah

afé+pfn+Ct=0, an
_-kde komplexni &isla «, f a reélné &slo C jsou konstanty, z nichZ alespoii jedna je ruzni
-od nuly. .
Dv& pHmky a; E + ﬂ. 7 + Ci t = 0, (i = 1,2) jsou totoZné prév¢ tehdy, )e-h hodnost
“matice [al’ b C rovna jedné.

ﬂzi 08
Geometrické misto bodd, jejich% soufadnice &, 7, ¢ spliiuji vztah _

ﬁ5+“77+01—0’ a7y

‘nazveme prlmkou konjugovanou k p¥imce (17). PHimka konjugovani k pfimce (17.1)
_je ptimka (17).

Dvé pHmky a; & + fin + C, t = 0 (i = 1,2) jsou vzdjemn& konjugované privé tehdy,
‘je-li hodnost matice I“l’ b G, ] rovna jedné. P¥imka (17) je redlné. pravé tehdy, je-li

Bos %35 C, ve matahy o
s Bs.
ﬁ’ ’

BE+ B +C:—o (17,2)

:sama k sob& konjugovan4, t. j. je-li hodnost matice [ C] rovna jedné. Jeji rov-

-mici lze vZdy uvést na tvar
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Viechny ostatn{ piimky nazveme imagindrrifmi. KaZdé dvé rizné komplexnf pfimky
‘maji pravé jeden bod spoletny. Maji-li tedy dv& komplexni pfimky asposi dva body
spoleéné, pak jsou totozné. Spoletny bod dvou imagindrnich konjugovanych pfimek
Je vidy redlny. KaZd4 imaginérni pi‘imka m4 prive jeden bod reélny. Pifmka, obsahu-
jici dva imagindrni konjugované body, je redln. P¥imka, obsahujici bod O, (1, 0 ,0),
-resp. bod O; (0, 1, 0), resp. bod Oj (0, 0, 1), mé rovnici

fn+Ct=0, resp. & +Ct =0, resp. & + 5 =0. (17,3)

Pi{mka, obsahu;ici dvojici bodt O,, 03, resp. dvo;xcx 01, O,, resp. dvojici O,, O,, mi
rovnie & =0 (tak zvani pravi 1sotrop1cké pfimka)

b 7 =6 (tak zvand lev4 isotropickd pfimka) . (17,4)
e t =0 (pfimka nevlastn).

Zvolime-1i na pimce (17) body (£, 7i, ), § = 1, 2, pak plati

wbi+Bni+Cti=0,i=1,2, (17,5)
a ponévadi trojice («, f, C) je nenulové, plyne z (17) a (17,5)
& m t
i M 1| =0, ‘ ' (18)
§p Mo 1y

-coZ je rovnice pfimky uréené body (5,, Nis )y £ = l 2.Z rovmce (18) dale plyne
&= "151 + "asza
N =2% M+ %37 (18,1)
t=17% 10 + %ty

‘kde (2, %) ;L- 0. Koeficienty #,, #, nazfvime. homogemﬂm parametry bodu (¢, 7, t)
‘v fad¥, uréené body (&, 7, ), i =1, 2. Tyto Koeficienty svym pomérem uruji jedno-
znaéné bod fady. Zikladni body fady dostaneme pro », = 0, resp. »; = 0. Pomér » =

=2 (tak zvany parametr) je imérny délicimu poméru bodu (&, 9, ©) vzhledem k bodim

(El, 771, 2), (£35 7 1) jako zékladnim. Dvojpomér dvou bodd fady a bodd zékladnich
-je roven podflu parametri prvych dvou bodi. Bod harmonicky sdruZeny s bodem (&, %, t)-
-vzhledem k bodim (&;, i, 2.), 1 = 1, 2 jaKo zdkladnim mé parametr — x a soufadmee
20y &) — %g &gy %y My — %g Mgy %y By — Hg 1y

8.3 Kﬂvky

Kfivkou (ve zvlgtnim piipadé pﬂmkou) budeme rozumét geometncké misto bodd,
‘jejichZ soufadnice vyhovujf rovnici ,

Ayr (“163"'1'1 + “1771"_1) + (ag 22 +A|Eﬂ ;2 +
F @ ) 4k Gof B o+ bt agm) =0, (19)
kde alespori jeden z koeficientl «;, 4; je rizny od nuly.
I
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Tato kfivka je vZdy sama k sobé konjugovani, nebof obsahuje-li bod (&, %, t), obsa—

huje také bod (7, &, t) s nim konjugovany.
Poznimka: Nebudeme vySetfovat kiivky dané rovnici (19) a obsahujici jen koneény
pocet redlnych bodd. .
. (Dokonéeni )

FAKTOROVE EXPERIMENTY V PRUMYSLOVEM
VYZKUMU

Milan Bene§ (Ustav pro vyzkum rud, Praha),
Jifi Like¥ (Ocelafsky vyzkumny ustav, Praha).

(Dokonceni)

Principy a methody spfaZeni

Nyni vyloZime nékteré daldi principy pro faktorovou analysu, které budou potfebné
pfedeviim pfi netplnych faktorovych experimentech. Byly jiz dfive uvedeny divody,
pro¢ ztriceji pro nis interakce nejvy$$ich fidG prakticky vyznam, coZ se projevuje
hlavn& tehdy, jestliZe mime sledovat v&tSi pocet faktord.Po prvé bylo téchto principt
vyuzito opét v zemé&délském vyzkumu, kdy byly faktorové experimenty rozdéleny do-
nékolika blokt, aby byla zarucena stejnomérnost plidy, na které se experiment provadél.
V primyslovém vyzkumu mé obvykle toto rozdéleni do blokti ponékud odli$ny charakter.
Nékdy jde o to, aby timto rozdélenim faktorovych experimentd do bloki byly dodrZeny
v &ase nebo v prostoru stile stejné podminky, které pfi experimentu pusobi. Na piiklad,
timto zpidsobem miuZe byt vyloucen neZddouci vliv pracovnika, pracovniho zafizeni,
materidlu na vysledek pokusu nebo vliv ¢asového trendu, jestliZe se experimentilni
podminky s ¢asem méni. Jindy providdime rozdéleni do bloki z toho divodu, abychom
pfi stejném pottu pokusi mohli sledovat jeSté daldf faktor, ktery pfi experimentu pi-
" sobi, a tim vlastné takto zmen$ime celkovy potet pokusi, ktery bychom jinak museli
v experimentu provést. Statistickd analysa vysledkd je v obou.téchto pfipadech stejni.
Je viak nutno mit na zfeteli tu dileZitou okolnost, Ze tyto bloky nebo dalsi faktor,.
ktery je témito bloky pfedstavovin, nesmi mit interakci Zddného fadu s ostatnimi faktory,.
které sledujeme. Pokud by tato interakce mezi bloky a ostatnimi faktory skute¢né existo—
vala, porusila by se znaénym zpisobem vyvéZenost celého experimentu, kterd je privé
pfi faktorové analyse velmi dilezitd. .

Podstata rozdéleni faktorovych experimenti do bloki spodivd v tom, Ze pfipadné
rozdily mezi bloky spojime s interakcemi, které jsme dfive urcitym zpisobem zvolili.
Zpusob spojeni ¢inkl blokd a zvolenych interakci, které ma za nisledek ztritu-infor-
maci o téchto interakcich, budeme nazyvat spraienim (confounding).

Vysvétlime kratce princip spfaZeni pfimo pro experimenty typu 27 v piipadé, Ze ex~
periment rozkladime pouze do dvou blokii. V tomto pfipadg je nejlépe spré.hnout inter-
akci nejvy$siho fidu, ktera podle formule (1) je

AlAz...An=ﬁ£(ai—l). \9)
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