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J. M. SMIRNOV

- PROXIMITNI PROSTORY
O IPOCTPAHCTBAX BJIIM30CTH

(Mat. sbornik, sv. 31 (1952), &. 3, str. 543-—574

Tento {ldnek s ndzvem ,,0 prostranstvach blizosti‘‘, byl uvefejnén v roce 71952;
dosud v$ak md zdkladni vyznam.

Jsou zde poddny jen zdklady theorie proximitnich prostord; proto jsem
pteklad ponékud upravil. Vynechal jsem pfedmluvu — tvodem muiZe byt
souhrnny éldnek P. S. Alexandrova [15]. Vynechal jsem odstavec 4, ktery obsa-
huje vysledky nikoli zdkladniho vyznamu (souvislost s Weilovym¢ ste jnomérnymi
strukturami). Dikaz véty 3 jsem pak musel pfevzit z prdce [6] V. A. }efremovi&'e
Rdd bych zde poznamenal, Ze vyslkedky odstavce 1 a véta 75 také po-
chdzeji od V. A. Jefremovile, ktery také ptedvidal vysledky odstavce 2 a zacal
pracovat na_problémech ddle rozvijenych v pracech[16]. Pro pohodif Ctendfe
Jsem podal ptimé ddkazy vét 9 a 11 a nékolika vysledki odstavce 3 — v origindle
jsou dusledky autorovy prdce [9]. Nékolik pomocnych vét se pak stalo zbyteénych;
pro jejich inherentni zajimavost jsem je v§ak ponechal. Prekladaiel

‘ekladate

‘1. Definice a zdkladni vlastnosti

Prostor P nazveme proxxmxtmm prostorem nebo ¢&- prostoreml) kdy% pro
ka¥dé dvé jeho podmnoZiny je stanoveno zda jsou nebo nejsou bl(zké (nejsou
blizké = jsou vzdilené), a to tak, aby byly splnény tyto axiomy:

B 1 Je-li A blizkd k B, pak B je blizkd k A,

B2 A,vA, je blizkd k B prdvé kdyZ nékterd z A; je blizkd k B

B 3 Dva body ]sou blizké prdvé kdyZ jsou totoZné,

B 4 Prostor P je vzddleny od 2,

B 5 Ke kaZdé dvojici vzddlenych mnoZin A; existuje dvojice mnoZin B; tak, Ze

B,vB; = P a Ze A; je vzddlené od By,

V t. zv. obecnych 8-prostorech je B 3 nahrazen slab§im B 3’: Ka¥dy bod
je blizk¢¥ k sobé

Pfiklady. 1. Metricky prostor s proximitou: A, B jsou blizké pravé kdy%
0(4,B) =0.

2. Topologicka grupa s proximitou: 4, B jsou blizké privé kdy% (UA)eB % &
pro ka¥dé okoli U jednotky grupy; druhd moZnost: privé kdy? (AU)nB =+ o
pro kaZdé okoli U jednotky grupy. Ka%di topologickd grupa ma tedy dvé proxi-
mity, které jsou totoZné, kdy¥ grupa je abelovskd nebo bikompaktni. V p¥ipadég,
%e grupa neni T,-prostorem, mime obecny d-prostor.?)

1) Nézev rostor se ddsud neujal; budeme ho v¥ak pouiivét V analogii s termino-
logxi u nis béZnou pro topologické prostory, budeme té# uZivat pojmu ,,proximita 8
na mnoZiné P¢“. (Pozn. pfekl.)

%) Ekvivalentni formulace prvé definice: 1 € AB-‘, existuji xq € A,yq €Bs xgyg' —> 1
(Pozn pfekl.) ]
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3. T -prostor s proximitou: 4, B jsou vzdilené privé kdy% jsou funkciondln&
odd&litelné. V daléim uv1d{me, %e naopak ka¥dy 8-prostor mi pfirozenou T,-topo-
logii.

V 4-prostoru definujme 4 (4, B) = 0 kdy? A, B jsou blizké a = 1 v opatném
plipadé. Pak B 2 m§ tvar

0 (A,vA;, B) = min (8 (4,, B), 8 (A,, B)) =& (Av B) - 4 (A,, B).
Dile plati
C 1 A ¢ B implikuje 4 (A, C) > 4 (B, C),
C 2 Incidentni mnofiny jsou blizké,
C 3 KaZdd mnoZfina je vzddlend od ».

V d-prostoru P necht F ¢ P je uzavfend, kdy? obsahuje vSechny body blizké
k F. Tim je definovina topologie v P (4 je prinik viech uzavfenych nadmnosin,
atd. ; 1ze ukézat, ¥e pro obecné 8-prostory tato topologie je T, privé kdy? P spliiuje
podminku B 3": Blizké body jsou toto#né). A lze charakterisovat p¥imo:

Lemma 1. 4 sestdvd ze vSech bodu blizkych k A.

Ddkaz. Oznaéme B.mnoZinu bodil blizkych k A."Ka%dé x € B je blizké k A,
tak¥e je blizké ka¥dé nadmno%in€ (C 1), specidlné uzaviené F > A, tedy x€F;
" jingmi slovy B ¢ A. Naopak pro x ¢ B je 8 (x, A) = 1, tak¥e (B 5) existuje po-
kryti P=CoD s 8(x,C) =48 (A,D) = 1; kazdy y € D je tedy vzdileny od A4,
t.j.Dec —B,=yB ¢ — D ¢ (C3; odtud 8 (x, B) > é (x, C) = 1. Ka¥dy bod z —B
je tedy vzdileny od B, tak¥e _B _je uzaviend; tedy AcB.

Lemma 2. (4, B) = d (4, B).

Dakaz. Stadi dokizat 8 (4,B) = 8 (4, B). To je zfejmé pro 8 (4, B)‘ =0.
V opatném pfipadé mime pokryti P =CueD s d(4,D) =4 (B, O=1 jako
v pfede¥lém diikaze A ¢ C, tak¥e 8 (B, A) >48(B,C) =1.

Kdy? A je vzdilené od —B, nazveme B d-okolim mnoZiny A, oznalime
A GB. Axiom B5 pak miZeme formulovat takto: Dvé vzdilené mnoZiny
maji disjunktni 8- okolf Lze snadno dokézat

D1 AGB=y —BG—

D2 AGB=)AcB,

D3 Kdy? Ac BGC nebo ACB < C, pak ACC,

D4 Kdy# A;i€B;pro 1 i<k pak UAiCUB; N A:iCN B,

D 5 Kdy? A GC, pak existuje Bs ACBGC.

(Dikaz D4: 8(UAi, —UB) =IT8(A;, — u B) >34, —B) =1;

zbytek je duilni; dtkaz D 5: 4, — C man dlsjunktnf d- okol( B, resp. D, a pak
AGBc —-DCGC)

Lemma 3. Pro kaZdé B3 A existuje oteviend C s A €C ¢ B,
Dikaz. 1 =46(4, —B) =6 (4, —B) =6 (4, — (— —B)); sta¥ tedy vo[xt
C = — —B = B9 (vnitfek).4)

?) —4 je komplement 4 v P. =) je implikace. (Pozn. pfekl.) ' :
%) Z ddkazu plyne dokonce, %e vnitfek d-okoli je d-okolim, t.j. A€B =) 4 E€B°.

Poznamenejme je$té: G otevieni, x€G=)> x€G, nebof *x€G = G* = —G, co%
znamend podle definice 8 (x, —G) = 1. (Pozn. pfekl ). .
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Lemma 4. Prinik viech 8-okoli mnoZiny A jest A. !

Dtkaz. Necht G je tento prinik. Pak 1 =& (4, —B) = 4 (4, —B), takie
A ¢ G. Naopak, kdy? x¢A, je 8 (x,A) = 1, tak¥e A ma é-okoli B bez x; tedy
xé& G, cbd. 5)

Necht 7 je topologie a 8 prox1m1ta na té%e mno¥iné R. Rekneme, %e & proxi-
mitou (na) topologickém prostoru (R, 7), kdyZ pi‘u'ozena topologle proxi-
mity & se shoduje s 7.

Véta 1. Bikompakt md jedinou proximitu.

Dikaz. Necht 4, B jsou podmno¥iny bikompaktu R, AnB = g, Pro ka%dé
x €A je 8 (x,B) = 1; a pak x méi otevfené d-okoli G (x) vzdalené od B. A je
bikompaktni, takZe A cU., G (x) = U pro vhodna xi; odtud 8 (U, B) =
=1II"_ 8 (G (x), B) = 1, tedy také & (4, B) = 1. U%itim lemmatu 2 méme
toto: dvé mnoZiny jsou vzdilené privé kdyZ maji disjunktni uzavéry. Tim je
proximita v R urena jednoznacné.’

Zobrazeni f 8-prostorti P do Q nazveme - zobraze nim, kdy% 8 (f (A), fB)<
< 6 (A, B) kdykoliv AcP»> B, Je-li f prosté zobrazeni P na Q a jsou-li f
i f~1 8-zobrazeni, nazveme f 6-homeomorfii.

. Lemma 5. 8-zobrazeni je spojité.

Diikaz. Necht f je 8-zobrazeni 8-prostord P do Q; necht A =A< Q. Pro
x € f~1 (A) je f (x) €A, tak¥e 1 =8 (f (x), A) <8 (f~1 f (), (AN <O (x, 1 (A)).
To plati pro viechny takové x; tedy f—!(A) je uzaviena.

Véta 2. Spojité zobrazeni bikompaktu do proximitniho prostoru je d-zobrazenim.

Dikaz. Necht f spojité zobrazuje bikompakt R do d-prostoru P. Pro blizké
podmnoimy A BvRijeAnB=+g (dukaz véty 1), tak¥e @ =}=f(A) nf(B) ¢
< f(A) o f(B); odtud 0 = 8 (f (A), f (B)) =8 (f (A), f(B)). Celkem: obrazy
blizkych mnoZin jsou blizké. Co

Véta 3. Zobrazeni f metrzckych prostori P do Q je stejnomérné spojité prdvé
kdyZ je 8-zobrazenim.

Dikaz.%) Kdy? f je stejnomérné spojité, kdyZ A, B jsou blizké v P, pak existuji

xn€A,yn €Bs 9_(xm yn) = 0; pak také ¢ (f (xa), f (va)) =0, takZe o (f (4), f (B)) =0.
Naopak, necht f neni stejnomérné spojité, takZe existuji xn, yn€P a £€>0

tak, %e @ (xn, yn) >0 a %e o (f(xa), f(yn)) > & (0znalme f(xa) = an, f(ya) =
= b,). UkaZme, e lze volit nx 1 oo tak, e {angk=1, {bnglk=1 isou vzdilené.

1
Kdy? pro-nékteré s je mnoZina viech n:g (as, ba) <T & nekoneéni, jsme hotovi,
nebot
[ (an 3 bnk) +—5€e>p (an " bnk) + o0 (as, b"k) + o (as; bn) >

>0 (ani; bnk) + (4] (bni» bnk) =0 (anir bni) > &,

. 1
a tedy vzdilenost {an,}7, {ba,}i je > 5 & Podobné pro b;.

*) Zejména odtud plyne, e kdyZ mnoZina je svym vlastnim d-okolim, pak je uzavfené
a oteviena. (Pozn. pFekl.)

)V orxgméle véta 3 je disledkem véty 19, kterou neuvadim. Pfedvedu zde klasxcky
dikaz V. A. Jefremovi&e [6]. (Pozn. pFekl.) :
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"MiZeme tedy pfedpoklddat, %e pro kaZdé s jsou mnoZiny vSech n: g (as,bn) <z &

1 . 1
o (an, bs) < T° obé konetné. Volme nyni n; = 1; &isel n s g (an, bn) < ks
nebo o (an,, b)) < —l— & je konedné mnoho, takZe existujé ny>ny s @ (an, bn,) >

. 1 1
> —;- e (ang bn)); Cisel n s ¢ (an, bs) <T & ‘nebo g (as, ba) <T g, kde
s = n, nebo = n, je konetné& mnoho, tak¥e existuje ng > n, opalné vlastnosti;
: - 1 '
atd. Méme tedy {an,}i’, {bn,Jr" s @ (any bn) > T& Celkem: kdy% f neni stejno-

mérné spojité, pak prevadi blizké mnoémy {x,.k}, {yn,} ve vzdélené mnoZiny.
{Jnk} {b"k}
' 2, Obaly proximitnich prostoru

Je-li Q podmno#ina é-prostoru P, pak P indukuje proximitu v-Q (podmnoZiny
jsou blizké v Q pravé kdy? byly blizké v P7)). Necht P, Q jsou 8-prostory;
fekneme, %e P je d-obalem 3-prostoru Q, kdy¥ P je §-nadprostorem prostoru-Q
(aspoti a% na d-homeomorfii) a Q je hustd v P. §-prostor P nazveme 3psolutné
uzavi‘eny, je-li uzavfeny v ka%dém d-nadprostoru. K danému 8- prostoru p
nyni sestrojime maximélni absolutné uzavfeny d8-obal uP.8)

(1) Definice uP. Necht P je §-prostor. Soustavu § podmno#in nazveme 8-systé-
mem, kdy? ka¥dé A €& je 6-okolim nékterého B € & Centrovany (konedné
priniky jsou neprizdné) 8-systém nazveme koncem, neni-1i vlastni ¢isti jiného
centrovaného §-systému. Ka¥dy konec & obsahuje koneéné priiniky svych mnoZin
(jinak 1ze § rozdifit o tyto praniky; vznika opét centrovany 8-systém — viz D 4),
a také ka?dou mnoZinu obsahujici nékterou A € & (jinak opét lze & roziifit).
Ka%¥dy centrovany 8-systém je obsaZen v nékterém konci (Zornovo lemma).
MnoZinu vech koncti prostoru P oznalme uP.

(2) Definice G4. Pro A ¢ P necht G4 je mnoZina viech koncti £ s A € £ € uP.
Z (1) plyne ihned GanGp = Gann, UGy, ¢ Gua,. Dile plati

d(—A, —B) = 1 = G4vGp = uP

(Dﬁi{az). Stadi ukizat, %e kaZdy & € uP obsahuje bud A nebo B. To plati,
kdy¥ —A = @ (A =P €§). V opatném ptipadé soustava £_4 vSech 8-okoli
mnoZiny —A je centrovani a (D 5) 6-systémem, a B€é-4. Nyni bud ka%da
C€¢ je incidentni s —A, a pak § v f_4 je centrovanym 8- systémem, takZe
(& je saturovany) &_4 ¢ & a tedy také B € §; anebo nékteré c G § je dlsjunktni
s —A, tak%e C ¢ A a tedy také A € £.

(3) Definice proximity v uP.: Podmno#iny C, D prostoru uP necht jsou vzda-
lené prévé kdy? existuji vzdilené A,Bv P s C ¢ G4, D ¢ Gg. Ovéf{me axmmy
B. (B 1 je zfejmé).

B 2 v ziporném tvaru: Necht C; v C, je vzdalens od D v uP ; pak pro vhodné
vzddlené A,Bv P je C,v Cy€Gy, D¢ Ga; z¥ejmé pak C; je.vzdédlend od D.

-7) Je pak zfejmé, %e v piisludnych topologiich je Q vnofeno do P. Nizvy J-nadprostor,
atd. jsou snad jasné. (Pozn. pfekl.)

%) Analogie alfa-obalu [8]. Pivodni my$lenka je snhad Wallmanova [18]. (Pozn ptekl.)
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jopak; jsou-li C,, D resp. C,, D vzdilené dvojice, existuji dvojice. vzdilenych
' oiin A,, B, a A,, B, v P takové, %e C; ¢ Ga, i C,c Ga,, D < GB' o Gag, pak
v Cy¢GavayDcGpapaA vAy, BynB,j jsou vzdélené v P, takie i C,uC,,

D jsou vzdélené v uP.

B 3: Pfedev$iin & (E, & = 0 nebot ka¥d4i dvojice mno%in z & je incidentni.
Za druhé, necht &, 5 jsou rizné konce. Nutné existuji disjunktni A€E, B€p
(inak &vn je koncem); existuje C, A3 C € §; pak B ¢ —A € —C, tak¥e B, C jsou
vzdélené; konelné & € Gc, 7 € Gp. Celkem: riizné konce jsou vzdilené.

- B4: g, P jsou vzdilené, g = G4, uP = Gp, tak¥e &, uP jsou vzdilené.

B 5: Necht C, D jsou vzdélené v uP; necht pak A, B jsou vzdilené v P, C ¢ Gg4,
D cGp. Jest B € —A, tak¥e (D5) existuji B, v P s BB, ¢ B, ¢ — A. Z
(2) plyne uP = G—p,»Gg,; 2 6 (A, B;) =1 a C ¢ G4 plyne 8 (C, Gp,)) = |; ana-
logicky z 8 (B, —B,) = 1 a D ¢ Gp plyne 4 (D, G—p)) = 1.

(4) Konstrukce f. DokaZme, %e soustava &, viech 8-okoli bodu x€P je koncem.
Zfejmé je centrovanym &-systémem. Necht & je d-systémem, &2 &, == &. Volme
A€ — & existujil B,Cv Es CCEBGA. Jest 1 =6 (C, —A) <6(C x), takZe
—C € 5, c E Proto¥e také C € &, & nemti¥e byt centrovani; &y je tedy saturo-
vani, t.j., je koncem. Pro x € P nyni poloZme f (x) = &,.

(5) Pro AcP je [~ (G4) = A% (Diikaz) x €1 (Ga) = £x€G4=>A Eé‘, =)
— x € A (pozn.%)) = x € A% Naopak, kdy? x €AY je x vzdileny od —A =
= — (A°), =) x €A% ¢ A; jinymi slovy A €&, t.j. & €Ga.

(6) fije 8- homeomorfd Rdzné body x, y v P maji disjunktni d-okoli 4, B;
&y, &y jsou nutné razné; f je tedy prosté. Necht C, D jsou vzdilené v uP; existuji
vzdilené A,B v P s C< Gy, D<Gp; z (5) plyne f—l (C) ¢ A%, f—1 (D) < BY;
1 (C), f (D) jsou tedy vzdilené. Naopak, necht A, B jsou vzdilené v P. Jest

B € —A, existujl BijvPsB€B, €B,c—A, UZitim lemmatu 3 a (5) B < .B}, =
=) f (B) ¢ Gg,, a analogicky f (4) ¢ G—az. z 8 (B, —B;) = 1 plyne & (f (4),
f(B) =1.

Nyni identifikujme (soustavng) Ps jeho 6-homeomorfnim obrazem v uP.
(5) 1ze pak formulovat takto: Pn G4 = A9,

(7) uP je d-obalem prostoru P. Stali dokizat, e P je hustd v uP. Necht
£ €uP anecht A, B ¢ P jsou takové, 2e £ € G4, P ¢ Gp;z(5) P = B,= 8 (4, B) =
= 0; jinymi slovy, ka¥dy & € uP je blizko k P.

Véta 4. Proximitni prostor je absolutné uzavfeny prdvé kdyZ kaZdy jeho centro-
vany 8-systém md neprdzdny prinik.

Dtikaz. Neni-1i 8-prostor P absolutné uzavieny, ma 8-obal Q = Puysy ¢P.
Necht 7 je konec sestaveny ze vSech d-okoli bodu y v Q; necht & sestava z prinikd
P s mno%inami z 7. Ka?did A €§ je @ (jinak by y byl isolovany); pro 4, B€§
je AaB €& (D 4), tedy & je centrovand; CED v Q-—)Pn CCPaD v P’), tedy
¢ je 8-systémem. Z lemmatu 4 plyne, Ze prinik % je y, tak¥e prinik § je 2.

Naopak, necht P je 8-prostor s centrovanym &-systémem &', jehoZ prumk
je &. Konec &3 § mi také prizdny prinik, tak¥e uP 5 & € P; tedy uP % P
a P nen{ absolutné uzavieny. - -

Véta 5. uP je absolutné uzavfeny. v

Dikaz., Necht %' je centrovany d-systém v uP; necht 7 je konec, no 9.
Necht & je soustava priniki P s mno#¥inami z %; tak jako v dikaze véty 4, &' je

%1 =8(C,0—D)<<6(Pn C,P—D)=25(PnC,P —(PnD)). (Pozn. prekl.)
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centrovany dJ-systém; necht & 1e konec v P, £3 &', Volme libovolné C € 9'.
Kdyby & € C, existovalaby DE&#n’ s DCC, t.j.s 6 (D, §) = 1; pak by existovaly
vzdilené 4, Bv P s E € GA, DcGp atedy A€EE PoD c B%c B, podle (5); odtud
plyne jednak (D€ %' ¢’ =) PnaDE€ &, jednak 8 (4, PoaD)>d8(A,B)=1,=An
n(PnD) = @&, ve sporu s centrovanost{ . Celkem:§ € C kdykohv CEe€ r) uP je
tedy absolutné uzavieny.

Vé&ta 6. Proximitni prostor je absolutné uzav¥eny prdvé’ kdyZ jeho topolagie Jje
bikompaktni.

Dikaz. Bikompaktni d-prostor je zfejmé absolutné uzavfeny Naopak, necht
P je absolutn uzavieny 8-prostor a necht @ je centrovani soustava uzavienych
podmnoim Pro ka¥dou F € @ necht §r je soustava jeho d-okoli (D5, F &+ @ =) &¢
je centrovany 8-systém); pak také & = U ‘& je centrovany d&- systém Necht H je

prinik &, tak¥e H = @ ; podle lemmatu 4H A NG=NF=MnNF. Cel-
FeEo GESr Fee F69
kem: centrovani soustava uzavfenych mno%in m4 neprizdny prinik,

Véta 7. Topologie proximitniho prostoru je iplné reguldrni” (Plyne z vét 5, 6).

Véta 8. KaZdy proximitni prostor P je 3-homeomorfni s 8-podprostorem ticho-
novského soulinu It T intervali < 0,1.>, kde T je vdha topologie prostoru uP.

.(uP 1ze topologicky vnofit do I*. Podle véty 2 je toto vnofeni 8-homoemorfis-
mem). (Lze pfedpoklddat, Ze T je vdha topologického prostoru P — vid vlastnost
(10) — pozn. pFekladatele.)

Véta 9. uP je jediny absolutné uzavieny 8-obal proximitniho prostoru P,

Dtkaz. Necht vP je také absolutné uzavfeny 8-obal 8- prostoru D, tak¥e P
je hustd v obou obalech, které jsou je$té bikompaktni.

Ptipometfime dv& drobnosti z topologie: kdyZ P je hustd v T,- prostoru Q(= p),
pak (a) G oteviend v P=G = GnP‘°), (b) F uzaviens v P = F =N U, kde
U probihd mnoZiny oteviend v Ps U>Fn) Nyni dokéieme, %e uP, vP jsou
. homeomorfni (podle véty 2 jsou pak 8-homeomorfni). Pfitom necht X znadi

uzadvér v uP, [X] uzivér ve vP, G mnofiny oteyfené v uP, H mnoimy oteviené
ve: vP, U mnoZiny oteviené v P.1?)

(c) Pro x € uP poloZme ¢ (x) = n [G o P] ve vP. Prinik kone&ného poltu

okoli je okolim; tim spiSe je soustava [G P] centrovani, tak¥e ¢ (x) = &.

(d) @ (x) je jednobodovd: Necht y € @ (x); pak pro viechna Hy y, G» x je
@+[H on[GoPl,=3+HnGoP =HnG; nutné xEH Je-li )e§té
y+z€p(x), pak y, z maji okoli H,Hy,s g =[H,] o [Hy], = & = H1 o H,,
aé x EHI a podobné x € H,; spor.

(e)x€ U(—)«p(x)E[U] Zx€ Uplyne, ¥e pro ka¥dé G;) xje 2+ G o U=
=G aPo U= o +[G o P] n[U]; soustava [U], [G » P] pro G)x;e tedy

Y G=P—P—G, takte G=P—P—GcP—P—G=P—P—PnG ¢
¢P—(@P —P aG) = P n G, cot zfejmé ¢ G. (Pozn. pFekl.)

")FcnUzi‘ejmé,aproFixEn UméFokolinPsxGG(P;e T,); pak podle
(3) FcG =G o P, tak¥e xEnUCGnPcG,spor (Pozn. pfekl.) .

“)Zvétylplyne X,YblizkévP(—)XnY#Q(—_)[X]n[Y]#a.
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centrovand, takfe o =t= [UlsN[GnoPl=¢9g (x) Naopak, z ¢ (x) E[U] plyne
@ #+[U] » [G » P] kdykoliv G 3 x, takZe x € U jako v (d)

(f) Kdy?' nyni definujeme zobrazeni v podobné (pro y €vP. necht p(y) =

= () H » P), bude platit analogie (e), tak¥e. celkem

Hay —
x € U<=>¢p(x)€[U], yE[U]<=>‘1p(y)€ U.

Odtud snadno plyne gy (x) = x, po (¥) =y, tak¥e @ je prosté zobrazeni uP
navPsy=9¢"
(g) KdyZ F je uzaviend v uP, je F = U podle (b); z (f) plyne pF)enIU]
. UoF
a kdy% y € NIUL, je ¢ (P EN U, opét podle (f), takZe yEtp(F) Celkem
@ (F) = N [U], takZe obraz uzaviené mnofiny je uzavfeny; ste)ne pro ¢g—1 = .

Uvedme jesté né€kolik vlastnosti 8-obalu uP.

(8) G4 = Ggo. Ztejmé Ggo € Ga. Naopak, pro & € G4 je A €¢, tak¥e B CA pro
nékteré B € &; odtud B¢cA° (lemma 3), => A° € §, = & € G4o.

(9) Ga je oteviend v uP. Stali ukizat, Ye G4 je 8-okclim ka%dého &£ € G4
(lemma 3). Kdy% £€ G4, je CCB CA €& pro vhodnd C, B € &; z vlastnosti (2)
pak plyne uP = G_p v Ga, => — G4 ¢ G_p; dile £ € G¢, 8 (C, —B) = 1, tak¥e
podle (3) 8 (§, —Ga) = 1.

(10) Systém vSech Gus H otevienou v P je otevienou basi prostoru
uP. Necht E je oteviend v uP, § € E; pak —E je uzaviend, tak¥e 8 (§, —E) = 1;
pak exxstun vzdilené A, BvPs&€Gy = Gye, —E ¢ Gp, takZe také 8 (GAo —E) =

; celkem £€ GgeocE.

(1 1) Ga je nejvétsi oteviend mnoZina H v uP s H o P = A°, Predeviim je
GaonPcA° nebot £€Ga4oP =Gp o P znamend § =6x€G4 s x€EP, =)
=) A° €&, =) x CA° v P, tak¥e £x € A° v uP. :

Za diuhé, A° ¢ G4, nebot pro § € A° je § = &x's x € A°, =) x € A° (viz pozn. %)),
=>A° €&y =&, => E€ Gy Celkem G4 o P = A°. Konelné necht E je sjednoceni
viech H otevienych vuPsH o P = A°'(ji jsme dokizali G4 ¢ E). E je otevfen4,
-tak¥e podle (10) je E = U Gr pro vhodnid I'" oteviend v P, a zfejmé Gp o P ¢
cUGroP=EaoaP=(UH) o P =A% dokatme I'c A°: x€I'= xCI'=
=T €;=E€EGP(A€EP),=&,€EA° =&y =8ysy€EA° = x =y €A°. Cel-
kaE=UGpcGA°=GA.

(12) Je-li P = U} Ai d-pokryti prostoru P, je uP = Ui Ga; 8-pokryti uP
(P = UTA; je 8-pokrytit* znamend, Ze existuje pokryti P = U] B; s B; CA)).
Necht X° znali vnitfek v P, [X] uzévér v uP. Podle pfedpokladu je P = U} 4; =
= UI B;i pro vhodni B; CA;. Pak (pozn.%)) B; €A? v P, tak¥e také v uP; pak
(lemma 1) [Bi] € A7 ¢ Gap = Ga;, = [Bi] € Ga,; konetné zfejmé [Bi] je pokrytim
uP = [Pl

3. Proximity a bikompaktni obaly

Pro chvili budeme uZivat tohoto oznafeni: R je pevny T,-prostor (s topo-
logii 7); R, je libovolny proximitni prostor soumistny s topologickym prostorem' R
(t.j., Ry je mnofina R s proximitou a, jeji¥ pfirozend topologie je opét t); @ R
je libovolny bikompaktni obal topologického prostoru R.

Z vét 5 a 6 plyne, %e kaZdy R, je vytvifen jistym bikompaktnim obalem, toti%
topologickym prostorem uR,, ktery oznalime « R. Z véty 1 naopak plyne, Ze
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. kazdy bikompaktni obal a R vytvafi jisty. pmximitﬁi prostor ‘Ry; ‘pfitom -& R
jakoZto proxtmitni prostor je absolutné uzavfeny 8-obal proxumtn{ho prostoru R4
(véta 9). Plati tedy:

Véta 10. Zobrazeni u, u R = & R, je vzdjemné ]ednoznaénym zobrazenim mnoZiny
R vlech proximitnixh prostori soumistnych s danym T,-prostorem R na mno!mu B
viech bikompaktnich obali prostoru R.

Tim se theorie proximitnich prostords redukuje na theorii blkompaktu

Véta 11. KaZdé 8-zobrazeni f proximitnich prostoru P =X, do (na) Q=Y,
Ize prodlouZit na spojité zobrazent f bzkompaktnich obali e X = uP do (na)a Y = uQ

Diikaz. PoloZme Z = f (X); uzévéry budeme brit v a X, resp. v Y. (a) Pro
z € Z poloZme v (2) = N/~ (H » Z), kde H probihd okolf z'v Z. {H o Z} je '
centrovani, tak¥e v(2) ={= @. Déle pro y =z je 9 (¥) o v (2) & @, nebot pak
¥, z maji okoli H;s Hl nH,=g,=H;iaZ vzdilené, =) ! (H; o Z) vzdilené, =
= (Hye0d)of (Hyn2) =2

(b) Dokazme a X =y (2).V opaéném pfipadék x€aX —Uyi(2) a ke ka¥dému
z existuje H,) zs .xﬁf-l (H, n 2); pfi tom z otevi‘eného pokryti. 7= UH:
1ze vybrat kone&né pokryti Z = U Hp, a pak Z = U(H,. nZ),=>X=U 1 (Ha nZ),-)
=aX=X=Uf (H,.nZ),, ve sporu s x ¢ f—! (H,.nZ)

(c) Pro xew(z) polofme f(x) = z. Podle (a), (b) je f zobrazeni a X na Z.
Dile, fi je prodlouienim f:pro x€ X je nutné z = f (x), nebpj v opatném p¥ipadé
maji z, f (x) okoli H; v Z s disjunktnimi uzivéry, takZe i f-l (Hi o Z) jsou
disjunktni jako dfive, a& x pati‘i do obou; spor. :

(d) Pro F uzavienou v Z a x ¢ (F)je x &€/ (Hs o Z) pro kaédé z € F a nékteré
Hg 5 z; pfitom {H,} je pokryti bikompaktni F, takie je [A(F) = v (F) c
cU f (Hro Z) pro vhodna H, jako dfive; tedy G = — U f— (Ha o Z) je okoli
bodu x disjunktni s 1 (F); celkem: vzor uzavfené mnofiny je uzavieny.

Vratme se k pivodnimu oznaleni. Necht a R >y R znamen4, e existuje spojité

zobrazeni R na y R identické na R'3) Necht R, = R, znamend, Ze identita
_je 8-zobrazenim R, na R,. :

Véta 12. Zobrazeni u, uR, = a R, je pofddkovou zsomorfu Edsteéné uspofadanych
mnoZin R = (R,} na B = {a R},

Dikaz. KdyZ R, > Ry, pak identita je 8 zobrazenim R, na R,., které mtZeme
prodlou%it (véta 11) na spojit¢ zobrazeni « R na y R, tak¥e aR = y R. Naopak,
kdyZa R > y Raf je spojité zobrazeni « R na y R identické na R, pak f je d-zobra-
zeni (véta 3), takZe i identita je d-zobrazeni; t. j., Ry > R,.

KaZdy T,-prostor R mi maximilni bikompaktni. obal BR'); podle véty 12
R mi tedy i maximélni proximitu. Dile, 1ze dokdzat, e T,-prostor md mini-
mélni bikompaktni obal privé kdy? mi jednobodovou blkompaknf:kam a préve
kdy? je lokilné bikompaktni.15) Plat{ tedy:

®) « R>yR > aR znameni homeomorfu, naopak viak homeomorfnl bikompaktni
obaly ani nemusi byt srovaatelné ve sinyslu < --vxd [9] (Pozn pfekl)

1) Cechdv beta-obal — viz [17]. (Pozn. prekl. )

) Kdy% R mé minimdlni bikompaktifikaci a R, necht §,n€aR —R, &+ 7; nsle-

genim“ bodd §,  dostivime bikompaktifikaci sla'b!i neZ « R, spor; tedy minimélni
kompaktifikace je jednobodovai.
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" Véta 13, Kazdy T, -prostor R md maximdlni proximitu f8; mmzmdlni proxlmuu
v md prdvé tehdy, kdy! R je lokdiné bikompaktni.

Snadno lze popsat proximity f# a y: dvé mnoZiny jsou vzdélené pti B privé
kdyZ jsou funkciondlné oddélitelné (viz 4)); podmnoZiny A, B s nebikompakt-
nimi uzivéry jsou blizké pfi y; md-li vak jedna z nich bikompaktni uzivér,
jsou A, B blizké pfi y prévé kdy% maji incidentni uzivéry. Dile, zi‘e;mé R mid
jedinou proximitu privé kdyZ f je v, takZe

Véta 14. Nutnd a postalujici podminka pro to, aby T, o-prostor R mél jedinou proxi-
mitu jest: kaZdé dvé uzav¥ené nebzkompaktni podmno!my jsou funkciondlné neod-

. délitelné.

Na ptiklad topologicky prostor TW (w,) vSech ordindlnich" éisel < w, je ne-
bikompaktni a mi jedinou proximitu.

Lemma 6. PodmnoZiny A, B 6-prostoru P jsou vzddlené pravé kdyZ jsou funkcw-
ndiné oddélitelné 8-funkei, t.j., 8-zobrazenim f d-prostoru P do <.0,1>sf |A =
=0, f|B =1.

(Zi‘e)mé mnoZiny oddélitelné 8-funkci jsou. vzdélené Naopak necht A, B )sou
vzdilené; pak maj{ disjunktni uzdvéry v bikompaktnim uP, tak¥e je moZné je
funkciondlné oddélit spojitou funkci v uP; zuZeni této funkce na P je opét
d-funkci.)

Véta 15. Omezenou 8-funkci f definovanou na padmnoZiné A proxxmztniho _prostoru
P lze prodlouZit na 8 funkci f definovanou na P a spliiujici sup f = sup f.

Dtikaz. Uzavér [A] v uP je absolutné uzavienym d-obalem &-prostoru A;”
f lze tedy prodlouZit na funkci f, definovanou na [A] (véta 11); £, 1ze prodlouht
na spontou funkci f, definovanou na uP (véta Urysonova-Tietzeova); jeji ziZeni
na P je 8-funkci (véta 2). Ve viech pfipadech se zobrazuje do bikompaktniho
< —M,M>, kde M =sup f.

'
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_ |N. A. DOBROTIN

PUVOD KOSMICKYCH PAPRSKI‘J
IIPOMCXOKIEHUE KOCMUYECKHMX JIVYEN

(Kosmiéeskije ludl, GITTL, Moskva 1954, str. 297—-307.)

Spravné vysvétlit vznik kosmickych paprski je znalné obtiZny dkol, ponévadz
jesté stdle zistdva nevyjasnénou otdzka, zda kosmické zéfenl se vyskytuje pouze
v prostoru planetérni soustavy, nebo zda se rozprostira v celé Galaxii, nebo do-
konce v mezigalaktickych prostorech.

Néktefi zahrani¢éni fysikové, ktefi vychézeji ze svych ideallstickych koncepci,
" - se domnivaji, Ze kosmické paprsky vznikly v dob&, kdy Vesmir mél Gplné jinou
strukturu nez nyni,-Ze .v soudasné dob& kosmické paprsky nevznikaji Takové hle-
diska se ztotoZiiuji s fideistickym naziranim na stvofeni svéta, t. j. jsou nevé-
deck4, znamenaji odklon od snahy vysvétlit plivod kosmického zafeni a kone¢né
jsou naprosto v rozporu s pozorovanymi fakty.

Jednoduché tGvaha vede k tomu, Ze pouze nepatrnéd ¢ast priméarnich ¢astic mﬁie
mit »vEk« FadovE 10° rokd, ktery je viak s kosmického hlediska velmi maly. Z toho
vyplyvé, Ze ani struktura Vesmiru, ani v ném probihajici procesy se nemohly za
tuto dobu néjakym podstatnym zplisobem zménit.

V literatuie (1, 2) byla nejednou vyslovena domnénka o vzniku kosmickych
‘paprski ze Slunce. Sluneéni plivod je viak velmi mélo pravd&podobny, nebot nd-
réZi na znadné obtiZe pii vysvétlovéani isetropie (pozn. pfekl.: tim je minén Zjev,
Ze kosmické paprsky dopadaji na Zemi ze svétového prostoru rovnomérné ze vSech
stran a smérd, a teprve zemské magnetické pole je odchyluje) a stélosti intensity
z&fFeni v &ase. Je nutné pfedpoklddat, Ze primérni &astice pied dopadem na Zemi
rbloudi« dlouhou dobu prostorem, jehoZ rozméry lze srovnat se slunedni sousta-
vou. Tento zévér vede k pfedpokladu uzavienych drah, k jejichz vysvétleni je
- nutno pfFipustit existenci zcela specidlnich magnetickych poli ktera vSak maji

pro svou specidlnost pouze hypotheticky charakter.
J. P. Térleckij (3, 4) podrobn& vypracoval theorii zrychlovani nabitych éésﬂc
v elektromagnetickych polich hvézd a. &4ste€rié i v polich rotujicich magnetisova-
nych hvézd. JestliZze osa magnetického dip6lu hvézdy svird s osou jeji rotage né-
jaky od nuly rizny Ghel, pak vznikd kolem hvézdy virové elektrické pole. Proto
muZe nabita &astice, kterd prolet! v n¥jaké vzdalenosti od hvézdy, zménit svou
_energii nésledkem urychlenf v tomto .poli. - - -
Urychlovani nabitych &stic v polich bude probihat i v pﬂpadé nulovych ahli
mezi magnetickym a mechanickym momentem.
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