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Prof B. V GNEDENKO

LOKALNI LIMITNI VETA PRO SOUCET NEZAVISLYCH
STEJNE ROZDELENYCH NAHODNYCH VELICIN

‘0 JIOKAJIbHON IPEJIEJBHON TEOPEME VI OJMHAKOIO
PAcuPEnEJlEHme HE3ABVICUMBIX CJIATAEMBIX:

(Wiss. Zeitschrift der Humboldt -Universitit zu Ber-
lin, Math.-naturwiss, Reihe, &. 4, rod, III, 1953/54,
str. 287—293) .

V poslednich dvaceti letech byly znaéné propracoviny a v n€kterych tsecichi do-
vr¥eny klasické otizky, tykajici se soudtu nezivislych ndhodnych veliin a jejich
asymptotickych zikonitosti. Pokroky na tomto poli na¥ly odezvu v fadé daleZitych
praci theoretickych a také v monografiich P. Lévyho [1], H. Craméra [2],
A.Ja. CKindina [3], B. V. Gnédénka a A. N. Kolmogorova [4]. Objevy
maji nejen theoreticky matematicky vyznam, ale bylo jich vyu#ito i v fadé jinych
pfirodovédeckych obort, na pf. ve statistické mechanice A. Ja. Chin&inem ([5],
[6], [7]): Hlavni mySlenkou Chintinovych bididni bylo pfevést matematicky
rozbor zékladnich problémii statistické ‘mechaniky na dobfe znimé vysledky
theorie nalitivini néhodm]ch velitin, V pfedmluvé k [7] o tom Chindin pide:
»»I v kvantové statistice si kladu za cil ukdzat, Xe p¥esné, logicky uspo¥ddané matema-
tické zdivodnéni riznych vztahi statistické fysiky nepotfebuje, jak se obvykle
myslelo, specidiniho té¥kopddného analytického apardtu (methoda Darwinova-Fowle-
rova), ale 2e ho lze dosdhnout jednoduchou redukci vSech zde vznikajicich uloh
na .dobfe propracované limitni véty theorie pravdé’podobnost:

V theorii pravdépodobnosn samé ziistdvaji theorie na&itdvani nihodnych velitin
a limitni véty pro soulty i nadile jednou ze zékladnich cest jejiho rozvoje. Mnohé
partie theorie pravdépodobnosti se opiraly p¥i svém vzniku o theorii nalitivani
ndhodnych velidin a nadile se ve velké mife zabyvaji jejimi vysledky. V nej-
poslednéj¥i dob& znovu vzrostl zéjem o limitni véty v souvislosti s fadou novych
daleZitych dloh. Hlavni zijem vébi priv€ nalitivini stejné rozdélenych ne-
z4avislych ndhodnych velitin, a to proto, Ze na tomto zvlistnim pfipadé 1ze velmi
jednoduse zjiStovat nové zdkonitosti a vypracovdvat nové diikazové methody.

V tomto &lidnku pojedndme o jedné z asymptotickych zdkonitosti pro soulet
stejné rozdélenych nezévislych s¢itanct, v poslednich letech velmi-aktudlni. Jde
8 t. zv. lokiln{ véty. Prvnim vysledkem v tomto sméru je.zndm3 klasick4 limitni
véta Moivreova-Laplaceova, kterou dnes najdeme v ka¥dé trochu tiplnéjdi uéebmcx
potu pravdépodobnosti. Pozdé&jéi lokdlni véty studovali H. Cramér [8], R
Mises [9], G. M. Bayli [10] a C. Essen [11]. .

Potfeby statistické fysiky vyvolaly dal${ zdjem o lokalni véty, nebot privé tyto
véty umoZnily A. Ja. Chinéinovi jednoduchy pfistup k i‘e!xeni dloh klasxcké i kvan-
tové statnstxky

Vychézeje zejména z t&chto potfeb ukizal jsem v pracich [12], [14], [15], [16],
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[17]Y) pouZitelnost lokilni limitni véty pro pfipad nalitivini stejné rozdélenych
feSetovitych ndhodnych veli¢in. Zobecnéni vysledkd na vicerozmérny ptipad
zkoumali D. G. Mejzler, O. S. Parasjuka, J. L. Rvadeva ([13,] [18], [19]).
Ukézalo se, %e k tiplnému Feleni tlohy je uZitedné formulovat podminky kon- -
vergence distribu¢nich funkci k limitnimu rozdéleni jinak, ne jak to &ini P. Lévy,
V. Feller a A. Ja. Chindin pro limitni normilni rozdéleni a B. V. Gnédénko
a V. Doblin pro ostatni stabilni rozdéleni (viz [4], str. 185—196). Pro normilni
limitni rozdéleni byly tyto nové podminky formuloviny a dokiziny v [17], ana-
, logické véty pro ostatni rozdéleni v [20]. Rozborem limitnich vét pro soudty
rizné rozdélenych feSetovitych ndhodnych velifin se zabyvaji price [9] a [10].

Jiny daleZity pfipad, v ném¥ mé smysl mluvit o lokilnich vétich, se vztahuje
k existenci hustot pravdépodobnosti u souétt. Tak byla pojata dloha v pracich
[8], [5]a [21] (viz té% [4], str. 238—245), V %4dné z t&chto praci neni kone&nych
vysledkd. To pfivedlo A. N. Kolmogorova na myslenku uva¥ovat lokilni véty
pro hustoty pravdépodobnosti v metrice odli$né od metriky Ceby§evovy. V tomto
sméru se podafilo J. V. Prochorovovi [22] najit nutnou a postatujici pod-
minku pro lokilni vétu pro pfipad soultt stejné rozdélenych nihodnych velitin
ve smyslu konvergence hustoty podle stfedu. UkidZeme zde, %e je' moZno najit
nutnou a postaujici podminku pro konvergenci hustot rozdéleni pravdépadob-
nosti ve smyslu stejnomérné konvergence.

Dile uvedené pojednini je vénovino podrobnému propracovini lokdlnich vét
pro soulet stejné rozdélenych a nezivislych ndhodnych velitin privé v obou
zminénych pfipadech.

§ 1. Stabilni rozdélem a jejich konvergenéni obory

UvaZujme posloupnost vzijemné nezév1slych nihodnych veli¢in &, &, ...,
En, ..., které maji stejnou distribuéni funkci F(x) =P {& <x}. -P.Lévy
a A. Ja. Chindin na$li v r. 1936 feSeni tlohy (viz [4], str. 177—185), jaké distri-
bu¢ni funkce mohou vystupovat jako limitni pro distribuéni funkce soultts

El+es+'~~+€n—An

= : M

Sn -
pro n — co a pro konstanty B, > 0 a A,. Ukézalo se, %e distribudni funkce miiZe
vystupovat jako limitni tehdy a jen tehdy, kdyZ je stabilni. Pro naSe potfeby

vyjddfime stabilni rozdéleni takto: distribuéni funkce @ (x) je stabilni tehdy
a jen tehdy, lze-1i logaritmus jeji charakteristické funkce vyjidfit ve tvaru

lgcp(t)—1yt—c|t|“‘{l+lﬂl lco(t,e::)}, 2)

kdea,ﬂ,y,cisou redlnékonstanty (0 <a <L 2, —1 < <1, ¢ 20, —0 <y <o0)

2 .
aw(t,a) = no; pro a Z 1 a w (¢, @) =—lg]t|proac = 1. Cislo e budeme

nazyvat charaktenstxckym ukazatelem stablln(ho rozdéleni @ (x).

Je jasné, e viechna stabilni rozdéleni jsou spojiti a Ze maji denvace viech
fada (viz na pf. [4], str. 196—197). Stabilni rozdéleni maji tedy hustoty pravdé-
podobnosti. Pro rozdéleni (2) oznalime hustotu symbolem p (x; «, B, ¥, ¢) =

1) Dc dakazu véty v[17] se vloudila numerickd chyba, kterd vSak nem4i vliv na vy-
sledek.
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d 1 1 x2
T e— 4 —_— TS e— — ‘l —
i D (x). Iaknap_i‘..p(x, 2, 8,0, 2) VZ_n exp( 5 ),p(x, ,0,0,1)=

1
T oa(l +a)
MnoZina vech distribu¢nich funkci F(x), pro které pfi vhodné volbé konstant
By> 0 a A, distribuéni funkce souétu (1) konverguje k distribuén{ funkci @ (x),

se nazyvi konvergenénim oborem distribuéni funkce P(x). Konvergenni obory
stabilnich hustot pravdépodobnosti jsou urleny témito dvéma vétami:

Véta A Distribudni funkce F(x) néle%i konvergeninimu oboru normélniho
x? [I —F(x) + F(—x)]

f z2dF(2)
e .

Véta B. Distributni funkce F(x) ndleZi konvergennimu oboru stabilniho
rozdéleni (0 <a < 2), definovaného vztahem (2), tehdy a jen tehdy, kdyZ p#i
F(—x) c1 1—F(x) + F(— x) .
_T_;T(x_)_. , a pfi libovolném k >0 T —F(kn) + F(— k) -k~ .

Konstanty c,, ¢; jsou s parametry a, B, ¥, ¢ vaziny vztahy:

rozdéleni tehdy a jen tehdy, kdy% -0 (x > »).

X=>co

pro0<a<l: ¢, = — xe a+p, ¢ =

"2 L («) cos nzac

' «c
2 L (a) cos :rz2a

proa=1:c1=%(l + B), cz=%(1 —B,

prol <a<2:i¢ = — ki (148, 6=
2 K (&) cos
2
- x¢ (1 — B). ' _
2 K (a) cos 5

V téchto rovnicich je L (x) = f (exp(—2z) — 1) 7Y dz, K@) =

= f (exp(—z) — 1 +2) z~ 4 *® dz, Normovaci koeficienty B jsou uréeny pro

0 - ] .
« ;é 2 jako nejmen$i &sla vyhovujici nerovnostem 1 —F(x 4 0) + F(— x) <~

s 1 —F(x) + F(— x + 0), a pro & = 2 jako koi‘eny rovnic nfz’dF(z) Bn.
lz1<B,



1

Lze dokdzat, ¥e pro libovolné kladné & a O <a < 2 platf By = O(n—'h),
n =0 (Bs"). ,

Pro na¥e dal$i tcely je vyhodné zapsat podminky pro to, aby fumkce F(x)
patfila do konvergenéniho oboru stabilniho rozdéleni P(x), definovaného vzta-
hem (2), s pouZitim pojmu charakteristické funkce.

Budiz £ (§) = f exp (itx) dF (x).

Véta C. Distribu¢ni funkce F(x) néle#{ do konvergeniniho oboru stabilniho

rozdéleni ¢(x) tehdy a jen tehdy, kdy% pro hbovolné 52 0 pfi t -0 stejno-
mérné v s je splnéna jedna z podminek:

Rlg f(st) o
Rigf(o

]

1. Prg @ =2 (normélni limitni rozdéleni)

R1g f(st)

Rigi@)

Tgflsn) g, ma
Rigf P
. 3.Proa =1 a)%
py Jlef(0 —slgf (] | 28
Rigf (o) -

P#i tomjef(t) =f(t) proa<l, f(t) =f(t) exp (—iat) proa>1, a=Mé =

= f x dF ().

2. pro 0 <a <2 ezl a)
b)

-> 5%

slgs.

Dikaz této véty neni obtiZny. Stadi brit podminku konvergence dxstnbuémch
funkci pfepsanou pomoci charakteristickych funkci, urdit volbu konstant A4, pro
konvergenci distribu¢nich funkci souétt S, k limitni funkci a uk4zat, e normovaci
konstanty B, 1ze pfitom zvolit podle pravidla: B, je nejvétiim kofenem rovnice
nlg f(x1) = —c.

§ 2. Lokdlni véta pro soulty FeSetovitych nidhodnych velidin

Nihodni veliina se nazyvd feSetovitou, nabyvi-li jen hodnot, které lze vy-
‘jadFit aritmetickou ¥fadou a +kh(k =0, +1, +2, ...). Oznalime pg =

=P {& = a + kh}; pak E px = 1, protoZe veli¢ina § maZe nab.yvatjen hodnot
k= -—c ’ M

typu a + kh.

Nékteré z feSetovitych ndhodnych veli¢in maji velkou dlohu v poltu pravdé-
podobnosti. Na pfiklad:

a) ¢&islo u, které znaéi podet pfipada, kdy nastal jev A v n nezédvislych pokusech,
mZe nabyvat jen hodnot O, 1, 2,. .., n s pravdépodobnostmi P, (k) = Ckpkqr—*
(k=0,1,2, ..., n); : :
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b) ndhodni veli¢ina mi Poissonovo rozdéleni. Hodnoty, kterych miZe na-
byvat, maji tvar a + kh (k =0, 1, 2, ...), a miZe jich nabyvat s pravdépodob-

k-
nostmi Py = —"—filgl(—i 42>0). .
Pro prvni z uvedenych pfipadi plati zndma lokdln{ limitn{ véta Mowreova- ,
2
Laplaceova, podle ni% Vnpq a (M) — —V—z—— exp (— —) — 0 (n — 00) stej-
n
nomérné v m. Zde znadl x = xpm = E—___ng
Ynpq

Dal$i vysledek je pfimym zobecnénim lokilni véty Moivreovy-Laplaceovy na
soulty feSetovitych nihodnych velidin:

Necht veli¢iny &, &,, . . . jsou feSetovité nezdvislé a necht maji stejnid rozdéleni.
Pak soulty op = & + & + ... + & jsou rovné? fefetovité. Zavedme oznaleni
P, (k) =P {on = an + kh}. Parametr h budeme mnazyvat krokem rozdéleni.
Krok nazveme maximilni, jestlife pro ¥4dné b (— o <b <) a h; > h nelze
vyjadfit véechny hodnoty velidiny & ve tvaru b + khy (k =0, +1, 42, ...).

Vé&ta. Necht nidhodné veliiny &,, &, ..., £a jsou nezdvislé, stejné rozdélené
a Fedetovité. K tomu, aby existovaly A, a B, > 0 tak, aby platilo

(B ) ‘
sup { h" Pa(k) —p (zmx); @, B, ) C)} -+ 0 (n— o0), &)
—o<k<® )
kde zpx = W—", je nutné a stali, aby
n

1. distribu¢ni funkce F(x) nileZela do konvergenéniho oboru stabilniho roz-

déleni D (x) = f p(z;a,B,,c) dz (pro konvergenci distribuénich funkcf souétd (1)

s uvedenymi l-i-o;stantami A, a By),
2. krok rozdéleni byl maximiini.

‘Diikaz nutnosti podminky je téméf trividlni. Neni-li toti¥ krok h maximilni,
budou moZné hodnoty soultu & + & +...+ & (n=1,2,...) obsahovat
systematické mezery: rozdil dvou neibliii’:{ch moin)"ch hodnot souétu nemiuZe
byt men3i neZ dh, kde d je nejvét${ spoleény délitel dvojic rozdilid hodnot &
délenych h. Neni-li A maximailn{ krok, je d > 1 pro vSechny hodnoty n. Na druhé
strané plyne z (3) vztah P {G"TTA—'-< x}—»di(x) (n = »). Jinak feteno, F (x)

n .
nile¥{ do konvergenéniho oboru stabilniho rozdéleni & (x).
Dﬁkaz postalitelnosti ie sloZité;$i. Charakteristické funkce veliiny & je f(t) =

= 2 prexp (iat + 1thk) = exp (iat) . 2 prexp (ithk), a charakteristick4 funkce
Kk =—c k=—cw
soultu snje f" (t) = epx (iant) 2 Py (k) exp (itkh). Vynisobime posledn{ rovnici

ko —c

« vyrazem exp (—it (an + kh)) a integrujeme od — —;‘i do —%—; dostaneme -z—’fP. (k)=

h



B

fr(t) exp (—iant —itkh) dt. Je nyni hk = Bnzax + An — an (déle budeme

a\,

A T
psit vSude z misto zn), tedy 2: P, (k) = f () exp (— izt B,) dt, kde
7@ = exp (— 2] 100, K
aB,
. 2nB " x
PoloZime dile x = tB, a dostaneme 7;1 2 Pa (k) = f exp (—ixz) f"(?) dx.
n
=B,

Odtud, protofe funkce ¢ (f) = exp (Iyt —c|t]* {1 + lﬂ! f o (t, ac)})
= f exp (itx) p(x;a, B, y, ¢) dx je absolutné integrovatelnd pro libovolné

a>0(# 0), plyne 2 mp(x; a, B, y, ¢) = fexp (— itx) @ () dt. Tedy

)dx—

nB

Ry=2m ( Ba Puy(k) — p(z; a, B, ¥, c)) f exp (— ixz) f"(

h

— fexp (—ixz) p(x) dx.

—_—

Mime, jak patrno, dokizat, %e veli¢ina R, konverguje k nule stejnomérné
v k (— o <k < ). Vyjddfime za tim tilelem R, ve tvaru soultu &tyf integrilt

A
I, = f exp (— ix2) [7" (; - <P(x)] dx, I, = f exp (— ixz) @ (x) dx,
—a n o x|>A v
I, =" f exp(— ixz) f"( )dx, I, = f exp (— ixz f—"( g ) dx,
A<|x|<eB, nB . n

eB, I |x|< n
n A

kde A je néjaké dosti velké ¢&islo, jeho? pfesnd hodnota bude uréena pozdéji,
a & je dostateéné mald kladnd konstanta.

V dasledku prvé podminky véty a limitni véty pro charakteristické funkce,

stejnomérné v t (|t]| < A) fn

Bf )"’ @ (t) (n > oo0) ;;ro libovolné A. Pro
X )

n - o, tedy I; - 0.

Integril I, miZe byt uéinén vzhledem k integrovatelnosti funkee ¢(t) co do
absolutni hodnoty libovolné malym, zvolime-li dostate¢né velké_ A.
~ Integrdl I, odhadneme pomoci véty: krok rozdéleni h bude maximailni tehdy
‘a’jen tehdy, bude-li modul charakteristické- funkce veli¢iny & v intervalu



: .2 . .
0<|t] < 2Tn men$i ne? jedna, a pro t = _—hi roven jedné {viz [4], str. 66).

I_.ze tedy ke ka¥dému &> 0 zvolit takové ¢>0, Ze pro a<|t|_$_-n— bude

|7(t)| £ exp (—c). Tento odhad vede k nerovnosti |I4| <exp(— nc) f dx<

<|x| < Bn

1

% Ba exp (— nc). Proto¥e B, roste pomaleji ne% n® * °, plati I4-—> 0 (n = o).

2
<k
Integral I3 se odhadne pomoci véty C. Podle prvé podminky této véty pro

libovolné s > Opti t — 0 —%%%— -»5¢(0<aX 2) stejnomérné v s. Tedy
pfi dostateind malém ¢ je pro [t| S e —Rﬁﬂ:t)— =29 + q, kde || <
, Rigf (T t) |
2 1 ,
éﬂg—T—.Nyn1|13|< f(B) dx <
n

Az|x| SeB,

dx, kde 2¥*A < e B, < 2kt1A. Z pfedellého

<> )

su=() zsAélx'<2l+lA

k
‘plyne |I;| £ f exp ( — 1 s) 25 dt.
As( <24
A proto¥e’ F(x) patfi do konvergem‘.nfho oboru stabilniho rozdélem, bude
vintervaluA < |t] <24 angf(—B—-) = —c|t| +o(])<—-2—{t|“. Bude
n

k N
ey LIS S exp(__;-ma(z«—n;s)zsdz:
s=0 A<|t] <24 '

= 2 ' .f exp (— < |t]e (1 ——2’?7)’ ) dt. Snadno se 1ze pfesvédiit,
$=0 4= <25T s

%e zvolime-li dostateéné velké A, miZeme uva¥ovany soulet mtegrélu udinit

men$im ne¥ pfedem dané &islo. Tim je véta dokdzéna. .

§ 3. Lok3lni limitni véta pro hustoty pravdépodobnosti

Necht pfi néjakém n mé soulet (1) hustotu rozdélen{ pravdépodobnosti p, (x).
Snadno se pfesvédlime, %e pfi N> n budou také existovat hustoty rozdéleni
pravdépodobnosti ox.

Véta. K tomu, aby pfin > sup {Pn(x) —p(x; a, ﬂ, y,¢)} = 0, je nutné
a staéi aby byly splnény tyto dvé podminky

1. distribu¢ni funkce F(x) patfi do konvergen&niho oboru stabllniho rozdéleni
definovaného vztahem (2), R



2. existuje takové n,, Ze distribuéni funkce souttu Ong j€ absolutné spojits
a jeji derivace omezena.

Nutnost prvé podminky je zfejmd. Nutnost druhé podminky plyne z toho,
Je limitnimi rozdélenimi pro souéty (1) mohou byt jen stabilni rozdéleni, pro
kterd je derivace omezené.

V dtikazu postalitelnosti se budeme opirat o tuto vétu o Fourierovich trans-
formacich (viz na pf. [23], str. 22):

Necht je funkce g(x) absolutnd mtegrovatelné sponté a omezeni, a necht

jeji Fourierova transformace ¢ (f) = f exp (itx) g (x) dx je nezdporni. Pak ¢(t) '
je absolutné integrovatelna. -

Podle podminky véty je hustota rozdéleni pravdépodobnosti souétu osy ome-
zend, existuje tedy konstanta C takovi, %e pro viechna x (0 < pay(x) < C) cha-
rakteristickd funkce pro Ono je fre(2). UvaZujme nyni ndhodnou velitinu &, nezi-
vislou na oxy, ale se stejnym rozdelenim Hustota rozdéleni pravdépodobnosti

velitiny 9 = oay — & bude Pro (%) = f Py (x + 2) puo (2) dz Z této rovnice

plyne ihned omezenost funkce p,.,, (x). Z dal§{ ]ednoduché uvahy plyne, Ze funkce
p,.o (x) je stejnomérn& spojitd na celé ose x. Pro libovolné h je p,.o (x +h) —

— 0@ [ rolx +h+2) —pao(x + 2)] pm () 42 S C [ [pmg (2 + h) —

— Pny (2)] dz. V disledku znimé Lebesgueovy véty integrdl na pravé strané
nerovnosti konverguje pfi >0 k nule pro ka¥dou integrovatelnou funkci pag (2).

Charakteristick4 funkce velitiny 7 je |f () |2™ a tudi? neziporna. Funkce |f () |2
je podle uvedené véty integrovatelnd, a vzhledem k |f(t) | < 1 je funkce fe(¢)
rovné? integrovatelna pro libovolné n = 2nq, kde ng je gislo definované v podmince
véty. Funkce f2(t) jsou tedy pro n > 2n, absolutnd mtegrovatelné

ProtoZe charakteristickd funkce souétu (1) je fa(f) = exp ( B ) f"( B
n R

mifeme pro n > 2ny v souhlase s préavé felenym napsat rovmc1 27 pa (x)

% f exp (— itx) f"(

) exp ) dt. Pro hustotu limitniho rozdéleni

plati 2= p (x;a,B,9,¢) = f exp (—itx) @(t) dt, stadi tedy dokizat, %e stejnomérné

vx(—°°<x<oo) pfi n—> I___C exp (—itx) [fn( )exp(_ugn

—9 (z)] dt - 0.
Za tim dlelem vyjidfime integrdl I ve tvaru soultu téchto &tyf integrild:

I, = f. exp (—itx) [f" B’t,. exp (——i g: )-—¢(t)] de, I, =
—a
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- f exp (—itx) @()dt, I, = f éxp[— it —(x —4—%’ ]f" (%— dt,
t>a A<|i|SeB, - "

e ol )

n

lt|>eB, Ba
Diikaz stejnom&rné konvergence integril I; a I, a odhad integrilu I; jsme
provedli vyse. Integril I, se odhaduje pomoci vlastnost{ charakteristickych funkci
absolutné spojitych funkci. Pro charakteristickou funkci absolutné spojitého roz-
déleni existuje ke ka¥dému &> 0 takové ¢ =c(e) >0, e pro |[t| 2 e |f(D)| <
< exp (—c). Z¥ejmé je |f(t) [*™ <exp (—c), a ponévadZ B, roste pomaleji ne¥

1
et plati (1) | < exp (—c(-znTo— l))B.“,ll; |f()|2m dt = 0 (n - ),
&m% je véta dokizina.

V souvislosti s pravé dokdzanou vétou vyvstdvaji nuytné tyto otdzky:
1. Jakym podminkim musi wyhovovat distribuni funkce F (x), aby bylo na-
. o

lezeno takové ¢&islo n celé, pro které funkce Fp(x) = f Fn,(x — z) dF (2),

(F, (x) = F (x)), je absolutné spojitd?
2. Libovolna distribuni funkce F(x) miZe byt uvedena na tvar

F(x) = aF(x) +bF (x), )

kde F(x) a F (x) jsois distribu¢n{ funkce, a >0, 5> 0 a + b = 1. Funkce F(x)
je absolutnd spojitd, funkce F(x) roste na mno%iné miry nula. Vznikd otizka:
bude derivace slofky Fy(x) omezeni pro libovolné N > n, kdy? konstanta as
bude pro nékterd n v tomto rozkladu rizni od nuly pro funkci Fa(x) a derivace
Fa(x) omezeni?

3. Za jakych podminek pro funkci F (x) 1ze najit takové &islo n, aby v rozdéleni
(4) funkce Fn(x) byla konstanta a, kladnd? '

Z3avéreéné pozndmky

Véty dokdzané vySe potfebuji n€které dopliitky. Tak je nutno vySetfit rychlost
konvergence k nule rozdild, které vystupuji v lokdlnich vétich. Nékteré vysledky
v tomto sméru lze najit v [4] a [11]. VEechny se vztahuji jen na konvergenci k nor-
miélnimu rozdéleni.

Lokilni véty se dile zkoumaji také ve smyslu jinych konvergenci ne? konver-
gence stejnomérné. Ve smyslu konvergence podle stfedu byly zkoumdany v prici [2],

PFirozené vznik4 problém roz¥ifit lokilni limitn{ véty na'libovolnd neomezeng
délitelnd rozdéleni s hustotami pravdépodobnosti, a to jak pro konvergenci
stejnomérnou, tak pro jiné typy konvergence. o

P¥imym zobecnénim musi byt jejich zobecnéni na souty nihodnych velidin
s ruznym rozdélenim. Jeden ze starfich vysledki (Poisson) je tento: Mé&jme
-posloupnost vzijemné nezivislych pokusti, v kaZdém z nich¥ se mtZe realisovat
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jev A. Pravdépodobnost realisace A v k-tém pokusu je px. Necht je dile P,.(m) prav-
n
m— 2 Pk
k=1

—‘—_._n_——=: y
2 Pk 4k
k=1
. . 1 2
potom vztah (gx =1 ——p*)l/ E Pk Gk P,.(m)—Fexp (—%)—»0@»@)
k=1 T

n
platistejnomérné v m tehdy a jen tehdy (— o < m < ), kdy% 2 Pk gx—> © (n— ).
k—1
Zobecnéni této véty na jiné feSetovité ndhodné veli¢iny s nestejnym rozdélenim
je v [9] a [10]. Snadno lze odvodit jesté Sirsi vétu:

Necht ndhodné veliéiny

dépodobnost, %e se mezi prvymi pokusy vyskytnejevA mkrit,z =

51: 52) MR 44 Em ¢ . (5)

jsou nezévislé, a ka¥da z nich necht mia¥e nabyvat jen hodnot, je% lze vyjadfit
aritmetickou fadou a + kh (k =0, +1, £+2, ...). Ndhodné veli¢iny (5) maji
n .

matematické nadéje a rozptyly an = M &p, b2 = D§,, B = 2 b2 Nech‘f dile

x=1

P (k) je pravdépodobnost rovnice &E+é&E 4+ ... +é=na+ khaz=
n

na + kh — an
1
B,
Existuji-li &sla « >0 a f, tak¥e a S 2 B (=1, 2, \.), potom plati
B, 1 T 2

A P, (k) VECXP( 2)—»0(11-)00).

Uvedend véta oviem zdaleka neni konednym feSenim. Neni sloZité uvést jiné
postadujici podminky pro platnost lokdlnich vét, a to nejen pro konvergenci
k normilnimu rozdéleni. Otdzka tkvi ve vyhleddvini nutnych a postadujicich
podminek pro aplikabilitu lokilnich vét v pfipadé rtznych rozdéleni Feleto-
vitych i spojitych ndhodnych veli¢in. Formulace koneénych vysledkit nard#{ pfitom
na nékteré zvlastni poti¥e. Ukazuje se Zejména, %e v pfipadé nestejnych rozdé&leni
séitanct mohou pfi zkoumin{ lokilnfho chovini pravdépodobnosti mit pod-
statnou dlohu jednotlivi sé¢itanci. Ukd%eme trividlni pfiklad.

Necht v posloupnosti (5) miZe prva veli¢ina nabyvat jen dvou hodnot 0 a 1
s odpovidajicimi pravdépodobnostmi ¢ = 1—p a p. VSichni ostatni sitanci

stejnomérné v k (— o < k < )

1
necht mohou -nabyvat hodnot 0 a 2, ka¥dou s pravdépodobnosti -5 Oznadime

Sn=28 +shsp =& +& +...+ & ZteijmE@ M§é =p, Mé =1, pron£ 1
aD¢, =pq, D&y = lpron# 1, Msp =n — ¢, Dsp =n—1+pq, Ms, =n—1,

Vn—1 :
Dsi = n — 1. Necht P, (2k) = P {s, = 2 k. } Podle véty z § 2 je "2 PL(2k) —
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2x
mtZe nabyvat hodngt 0,.1, 2, ..

P{sa =2k + 1} = pP; (2k). Tedy VDs, P {sa =2k}~ g

aV¥Ds, P{spn=2k+1}~p

v__l_. exp(— Zé'ﬁ) -0 (n— »), kde zpx =

2k—(n—=1)
Vn —1

. Je jasné, Ze sy

» 2n, p¥ &em# P (s, = 2k} = qP, (2k),

2 exp|— Zn 2k
2n 2
n
k — 2 a,
2 23, 9k+1 _ =1
e e

' ‘ -1 T
v Odtud je vidét, Ze pfip = q = - plati lokélni véta, pii ostatnich nikoli.

PreloZil Jindfich BranZovsky.
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