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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROCNIK X1V — CisLO 1

AXIOMATICKE ZAVEDENI REALNYCH CISEL

JAROMIR KOLIHA, Plzeni

Je dlouholetou tradici, Ze kazdd seridzni ucebnice matematické analyzy obsahuje
kapitolu, v niZ je sestrojena mnoZzina redlnych &isel — nejcastéji na zdkladé Dedekin-
dovych fezl. Je to ovSem kapitola, kterd nepatii do uéebnic analyzy, ale do ucebnic
teoretické aritmetiky. Proti konstruktivnimu postupu mluvi i to, Ze se na samém
podatku matematické vyuky na vysokych Skoldch jevi jako znacné abstraktni a for-
mélné dosti komplikovany. Dusledkem je potom skuteénost, Ze se tato partie ne-
probird ani na vysokych 3koldch technickych (kde se vychdzi vét§inou z Fichten-
golcovy udebnice [3]) ani na matematicko-fyzikdlni fakult& Karlovy university (kde
se pouZzivd Jarnikovy ucebnice [4]), ackoli v obou zminénych knihach je Dedekin-
dova konstrukce vyloZena.

Nejschtidnéjsi cesta pro zavedeni redlnych &isel je pravdépodobné axiomatickd
metoda. Piiklad tohoto postupu je poddn ve vynikajici Dieudonnéové knize [2].
V ¢élanku budeme analyzovat axiomy definujici téleso redlnych &isel, pfi¢emz budeme
vychdzet z pfedpokladu, Ze mnoZina Z celych &isel je uZ sestrojena (viz napt. [5]).

1. GRUPOID, GRUPA, OKRUH

V &ldnku budeme uzivat obvyklé mnozZinové symboliky. MnoZinu sklddajici se
z jediného prvku a oznacime (a). Symbolem M — N oznalujeme mnoZinovy rozdil,
tj. mnozinu v8ech prvku, které lezi v M, ale nikoli v N.
Relace R na mnoZin€ M je uréena podmnozZinou £ kartézského souéinu M x M.
Zapisujeme
aRb<>(a,b)e #, aRb<>(a,b)¢R.

R piedstavuje rovnéz relaci, zvanou komplementdrni k R.
Rekneme, Ze relace R je rovnost na M, je-li

a) reflexivni; aRa pro viechna a € M,
b) symetrickd; aRb = bRa,
¢) tranzitivni; aRb, bRc = aRc.



Rovnost vétSinou zna¢ime symbolem =, komplementdrni relaci &. MnoZinou 2
(diagondlou M x M), sklddajici se ze viech (a, a), @ € M, je urdena relace rovnosti,
tzv. zdkladni rovnost na mnoziné. V dal§im textu budeme vétSinou pracovat s rov-
nostmi, které nebudou zdkladni. }

Operace na mnoziné M je zobrazeni mnoziny M x M do M. Operace zapisujeme
vétSinou multiplikativné

(a,b) > a.b
nebo aditivné
(a,b) >a +b.

Je-li na mnozZiné M vedle operace . ddna jesté relace R, fekneme, Ze operace . je
invariantni vzhledem k relaci R, plati-li

aRb, cRd = (a. ) R(b.d).

Grupoid je mnozina G, na které je ddna relace rovnosti = a operace ., kterd je
invariantni vzhledem k dané rovnosti. Operace v grupoidu je asociativni, kdyz
a.(b.c)=(a.b).c, komutationi, kdyZ a.b = b.a. Prvek ee G je neutrdlni
prrek operace . , je-li

a.e=¢.a=a provsechna aeG.

Prvek @ € G je inverzni k prvku a € G (pfi operaci .), plati-li

a.a=dad.a=e,

kde e je neutrdlni prvek dané operace.

Poznamenejme, Ze viechny neutrdlni prvky (pokud existuji) jsou si rovny, podobn&
jsou si rovny viechny inverzni prvky k danému prvku a € G (pokud oviem existuji).

Grupa je grupoid G s rovnosti = a operaci ., pfiCemZ operace . je asociativni, md
neutrdlni prvek a ke kazdému prvku a € G existuje inverzni prvek. V Abelové (ko-
mutativni) grup& je navic operace . komutativni.

Grupu G s operaci . a neutrdlnim prvkem e oznadujeme nékdy symbolem (G, ., e).

MnoZinu G, na niz je definovana rovnost = a dvé operace + a . invariantni vzhle-
dem k dané rovnosti, nazveme v tomto ¢lanku okruhem. (V matematické literatufe
se na operace okruhu kladou je3té dalii podminky.)

Rikdme, Ze operace + je distributivni vzhledem k operaci ., plati-li

a.(b+c)=a.b+a.c.

Okruhy G, H jsou izomorfni (G ~ H), existuje-li vzdjemn& jednozna&né zobrazeni
f okruhu G na cely okruh H,*) pro které plati

(1 fla + b) = f(a) + f(b), f(a.b)=f(a).f(b).

Relace = je reflexivni, symetrickd a tranzitivni na tfidé okruhi, takZe pfedsta-
vuie rovnost.
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2. USPORADANA TELESA

Pismenem Z oznadime mnoZinu vSech celych &isel, jejichZ vlastnosti povaZujeme
za zndmé. Symboly Z*, ZJ oznaluji po fadé mnoZinu viech celych nezdpornych
a vsech celych kladnych disel.

Téleso T je aspoii dvouprvkovy okruh, jehoZ operace + resp. . se nazyvaji scitdni,
resp. ndsobeni. Plati v ném:

(T1) (T; +, 0) je Abelova grupa.

(T2) (T — (0), ., 1) je Abelova grupa.

(T3) Sgitdni je distributivni vzhledem k ndsobeni.

0, 1 jsou po tad€ nulovy a jednotkovy prvek. Inverzni prvek k a e T pfi operaci +
se oznaCuje —a, inverzni prvek k ae T — (0) pti operaci . oznadujeme a 1.

Té&leso T je uspofddané, obsahuje-li vlastni podmnoZzinu T (tj. neprdzdnou
a riznou od T), pro kterou plati:

(U1) Pro kazdé ae Tje budae T*, nebo —ae T*.

(U2) Jellia,beT*, potoma + beT*, a.beT™.

Prvky mnoziny T* se nazyvaji nezdporné prvky. Snadno zjistime, 7e Oe T™,
1eT*, —1¢ T*. Pro a % 0je nejvyse jeden z prvkil a, —a obsaZen v T". MnoZinu
T* — (0) oznagime Ty a jeji prvky nazveme kladnymi. Relaci uspotdddni definujeme
zndmym zpUisobem

azb<wa—-beT", a>b<wa—beT,.

Misto a = b piSeme rovnéZ b < a, misto a > b také b < a. Je patrno, Ze a > b,
pravé kdyZa = ba a =+ b.
Oznadime-li R relaci >, je komplementdrni relaci R relace <. Relace R je

a) antireflexivni; aRa pro viechna a € T,

b) antisymetrickd; aRb = bRa,

¢) tranzitivni.

Relace R je souvisld, tj. pro kazdou dvojici a, b € T plati aspoti jeden ze vztahii
aRb, bRa.

S&itdni je invariantni k R i k R na celém T, kdeZto ndsobeni je invariantni k R
na T, " ak Rna T".

2.1. Véta. KaZdé usporddané téleso T obsahuje ve smyslu izomorfismu Z jako
podmnoZinu.**)

*) Vzéajemna jednoznacnost se mini vzhledem k rovnostem na G a H. Oznadime-li 6, resp. H
mnozinu, jejiz prvky jsou tfidy sobé rovnych prvka v G, resp. v H, potom je f vzijemné jedno-
zna¢né zobrazeni G na celé H.

**) Jinymi slovy feteno tvrdime, Ze v uspoiddaném télese T existuje n&jaky okruh Z’ < T
izomorfni se Z.
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Dikaz. Definujme zobrazeni f mnoZiny Z do télesa T:

L + ... + 1 e T(p stitanctt), p > 0,
f(p) =10, p =0,
—f(=p)p <O

Je zfejmé, Ze pro zobrazeni f plati (1) a Ze f(p) # 0 pro p # 0. Potom je f vzdjemng
jednoznadéné zobrazeni mnoZiny Z na f(Z), nebof pro p = q je

fp) =f(a) +/(p — ) * f(a) -

To znamend, Ze f(Z) ~ Z. :

Podtéleso T, télesa T je mnoZina, pro kterou T; = T a kterd je sama télesem pfi
stejnych operacich jako v T. Rekneme, Ze T, je minimdlni téleso s vlastnosti V,
jestlize T; je podt&lesem (ve smyslu izomorfismu) kazdého télesa T s vlastnosti V.

2.2. Definice. Minimdlni uspofddané téleso se nazyva téleso raciondlnich ¢isel
a oznaduje se Q.
Dokazme, Ze tato definice md smysl, tj. Ze takové téleso Q skutecné existuje.
Na mnoZiné vsech dvojic tvaru
a
)

kde aeZ, be Z — (0), definujeme rovnost pfedpisem

HEFIEE

Reflexivnost, symetri¢nost a tranzitivnost této relace si étendf ovei sdm. MnoZinu
v v o r W r wr ~ = s e
viech téchto dvojic s pravé definovanou rovnosti oznacime Q. Na Q definujeme scitd-
ni a ndsobeni predpisem

[a:l +|:c:|v=, [a.d+ b.c:l, l:a:l'lic] ={a.c].
b d b.d b d b.d

Pfenechdvam &tendfi rovnéz dlikaz, Ze takto definované operace jsou invariantni
vzhledem k zavedené rovnosti a Ze (3 je téleso s nulovym prvkem [(1)] a jednotkovym
prvkem [ :] Uspotdddni do Q zavedeme pomoci mnoZiny Q*,

!:Z]eb+oa.bel.

Bud nyni T libovolné uspofddané téleso. Podle 2.1 obsahuje jako podmnoZinu Z.



Zobrazeni f, pro které

f([‘;]) —a.bleT,

je izomorfismus t&lesa Q na f (6) < T, takZe Q je podtélesem v T. Q je tedy minimdlni
uspofddané t&leso, Q = Q.

3. KONVERGENCE V TELESE, SUPREMUM, REZ

V celém paragrafu bude T oznalovat nékteré uspofadané téleso. Je-li X < T,
oznafime symbolem —X mnoZinu téch —x e T, pro které x € X. Jsou-li 4, B dvé
podmnoZiny télesa T, piSeme 4 < B, plati-li pro kazdy prvek a € 4 a kazdy prvek
beBrelacea < b.

X < Tje shora omezend, existuje-li a € T (horni hranice mnoziny X), Ze plati

X < (a).

X <« Tje zdola omezend, je-li —X shora omezend. Dolni hranici X je kazdy prvek
a, pro ktery je —a horni hranici —X. MnoZina X je omezend, je-li omezend shora
1 zdola.

Horni hranice a € T mnoZiny X < T se nazyvd supremum mno%iny X (sup X),
jestlize pro kazdé e e Ty existuje xe X, Ze x > a — &.

Infimum mnoZiny X < T je prvek a, definovany rovnosti @ = —sup (—X);
oznaceni a = inf X. Je-li sup X € X, piSeme sup X = max X, je-li inf X € X, piSeme
inf X = min X. Kazdd podmnozina X = T o konefném poétu prvklt md max X
i min X,

V T definujeme absolutni hodnotu vzorcem

|a| = max (a, —a).
Snadno ovéfime, Ze pro absolutni hodnotu plati
0] =0, a+0=la] +0,
la + b| < |a| + |b], |a.b|=]a|.]|b].

Rekneme, Ze prvek a € T'je limitou posloupnosti [a,] prvki z t&lesa T, jestlize pro
kazdé e e T, existuje n, € Zg , Ze

|a, — a| <& pro viechna n > n,.

M4-li posloupnost [a,] limitu a, piieme a, — a a takovou posloupnost nazyvame
konvergentni. Je-li [a,] neklesajici, tj. a, | Z a, pro viechna ne Zg, a je-li a, — a,
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zavadime oznadeni a, 7 a. Analogicky, md-li nerostouci posloupnost [a,,] (a,,.H =<
< a, pro viechna n € Zg) limitu a, pifeme a, \ a.

Posloupnost [a,] prvki z T'se nazyvd cauchyovskd, jestlize pro kazdé e e T, o existuje
neZy, 7e plati

|a, — a,+,| <& proviechna pe Zg .

Prvek a € Tje hromadny prvek mnoziny X < T, plati-li: pro kazdé e e T, existuje
nekoneéné mnoho riiznych prvkii xe X, zea —e¢ < x < a + s

Rez v télese T se definuje pomoci dvou vlastnich podmnoZin 4, A’ < T, pro néz

a) AUA' =T, ANA =0,

by A< A.

Rez oznatujeme symbolem A/A’.

Mezera v télese T je fez A/A’, pro ktery neexistuje ani max A ani min A’. Uspo-
fadané téleso T se nazyvd spojité, neobsahuje-li mezery.

Je-lia, be T, a < b, miZeme definovat interval {a, b) jako mnoZinu vsech prvka
x € T, pro néz

a b.

IIA

X

IIA

V kazdém intervalu leZi nekoneéné mnoho prvki télesa T. Délkou intervalu
I = {a, b) rozumime prvek b — a, oznaeni [I|.

3.1. Véta. Vusporddaném télese T plati:

a) Konvergentni posloupnost je cauchyovskd.

b) Cauchyovskd posloupnost je omezend.

¢) Limita konvergentni posloupnosti je jejim hromadnym prokem.

d) Mad-li cauchyovskd posloupnost hromadny prvek, pak je limitou této posloup-
nosti.

e) ¢&,—-0,la, —a| £¢=>a,-a

f) & -0, [a,] omezend = ¢,a, — 0.

g) a, 7 a=-a, < a provSechnaneZ;.

k) a, £ b,,a,—a,b,>b=a < b.

i) Je-li [1,] posloupnost do sebe vloZenych intervalii (I, > I,,, pro vSechna
neZg), pri CemZ [I,,] — 0, je prinikem vSech intervalii I, prdzdnd nebo jedno-
bodovd mnoZina.

j) Je-li A/A’ Fez v T, ¢ = max A nebo ¢ = min A’, potom ¢ je horni hranici A
a dolni hranici A'. Ddle plati

acAd,xZa=>xed,
aeA,x Za =>x"ed.

k) Neklesajici shora omezend posloupnost [a,] md nejuy§ jeden hromadny



prvek. Je-li a hromadny prvek [a,], potom
a=supla,], a,—>a.

Analogické tvrzeni plati pro nerostouci zdola omezenou poslow pnost; misto suprema
vystupuje infimum.

Dukaz této véty, kterd md pomocny charakter, ptenechdvdm Ctenafi.

4. ARCHIMEDOVSKY USPORADANA TELESA
(I) Archimédav axidm. Bud Tuspofddané téleso, a, b € T, a > 0. Potom existuje
neZs < T, %e plati

n.a>»>b.

Uspotddané téleso T, v némzZ plati Archimédiv axiom, se nazyvd archimédovsky
usporddané.

4.1. Véta. Téleso raciondlnich Cisel je archimédovsky uspoFddané.
Diikaz. Oznaéme opét Q model télesa raciondlnich &isel, ktery jsme sestrojili na

konci § 5. Bud
a 0 c] =~
HigHH

Madme nalézt celé kladné Cislo n, aby platilo

HidgH]

Tato nerovnost je ekvivalentni se vztahem

n.a.d—>b.c] _ ~,
e b
\: b.d } Q

n.a.b.d*>0b*.c.d.

a tedy s relaci

Uspotdddni v mnoZing Z je ziejmé archimédovské. ProtoZe a . b . d* > 0, existuje
n e Zg splitujici posledni nerovnost.

Nyni dokdZeme dilezitou vétu, kterd plati v archimédovsky uspofddanych téle-
sech.

4.2. Véta. Bud T archimédovsky usporadané téleso. Potom:

a) nt -0, 27">00vT



b) Je-li a hromadny prvek posloupnosti [a,] = T, existuje vybrand posloupnost
[a,.]. Ze a,, — a.

¢) Neklesajici shora omezend (resp. nerostouci zdola omezend) posloupnost
[a,] = Tje cauchyovska.

Dukaz. a) Bud ee T, . Podle (I) existuje pe Zg, Ze p > &~ *. Pro viechna celd
n>pije

-1

nl<pt

<éEe.

Indukci se dokdZe, Ze pro n > 1 plati 2" > n. Potom 27" < n~1 a uZijeme 3.1.e).

b) V kazdém intervalu <a -- n™, a + n™1), ne Z, existuje nekone¢n& mnoho
&lenti posloupnosti [a,]. Bud n; nejmenii index, pro ktery a, €<a — 1, a + 1).
Je-li uZ zndm index n,, oznaéme n,,; nejmensi index ndsledujici za n,, pro ktery
ay.,, €<a—(k+ 1Y a+ (k+ 1)"*. [a,] je tedy vybrand posloupnost z [a,],
|a,, — a] < k™. Z4.2.a) a3.i.e) plyne a

¢) Bud [a,] neklesajici shora omezend posloupnost s horni hranici a € T. Pro
nepfimy dikaz pfedpoklddejme, Ze existuje vybrand posloupnost, kterou pro jedno-
duchost oznaéme opét [a,], a prvek ¢ € Ty, Ze plati

e > @-

la,, - aml = ¢ pro viechna celd kladnd m = n .
Podle Archimédova axiomu existuje pe Zy, 7¢ p.& > a — a,. Ddle

apey —ay = (a,41 —a,) +(a,—a,y) + ...+ (a; —ay) =
=Zp.e>a-—a,, ‘
takZe a,,; > a, COZ je spor.
Nyni sestrojime nearchimédovsky uspofddané téleso P = Q(w) a ukdZeme, Ze
v ném neplati véta 4.2.
Bud o libovolny prvek, ktery neleZi v Q. Pro n e Z* je

f(wj:Za,wi, a,eQ, a,*0,
i=0

polynom stupné n v neuréité w. Koeficient a, se nazyva hlavni koeficient polynomu
f(w). Polynom h(w) = 0 je nulovy polynom (stupeii se nedefinuje) s hlavnim koe-
ficientem 0. Minimadlni téleso obsahujici Q a prvek w se sklddd z dvojic polynomu

(*) I:f (a’)] ,

9(e)
kde g(w) # 0. Toto t¥leso oznatime P = Q(w); rovnost, soudet a soucin prvki
tohoto t&lesa se definuje analogicky jako jsme je definovali p¥i zavedeni mnoziny Q.



Uspotdddni v P definujeme pomoci mnoziny P*,

[f(w):l e P+ ,

9(e)

ndleZi-li soudin hlavnich koeficientd polynomii f(w) a g(w) do Q*. Ddle uZ budeme
oznadovat dvojice tvaru (*) obvyklym zpiisobem f(w) . (g(w))~*.

4.3. Téleso P neni archimédovsky uspofdddno.

Diikaz. Polynom w — n ndleZi do Py pro viechna celd kladnd n, takZe je 0 > n
pro viechna ne Z; .

Pro viechna n e Zg je w > 2",1j. 27" > w~ ! a neplati 27" — 0. ProtoZe je n~! >
> 27", neplati ani n™* > 0. 0 je hromadny prvek posloupnosti [n™1], neZg.
ProtoZze n™' > ™!, nedd se vybrat z [n~1] zddnd posloupnost konvergujici k 0.

Konetné je [n~1] klesajici, zdola omezend. Pro celd kladnd m + n plati

[t —m >0t

a [n~ '] tedy neni cauchyovskd. Tim je dokdzdno:

4.4. V télese P neplati véta 4.2.

5. CANTORUV AXIOM A AXIOM UPLNOSTI

T v tomto paragrafu oznaduje archimédovsky uspofddané téleso.
(I) Cantordv axiém. KaZdd posloupnost uzavienych do sebe vloZenjch inter-
vali I, z T md neprdzdny priinik.
(I1,) Axiém uplnosti. KaZdd cauchyovskd posloupnost prokit z T md v Tlimitu.
Kterykoliv z téchto axiéml@i ndm dd moZnost definovat téleso redlnych d&isel.
Nejprve dokazme ndsledujici fakt.

5.1. Véta. Axiémy (II) a (II,) jsou v archimédovsky uspofddaném télese T
ekvivalentni.

Dukaz. (II) = (II,). Bud [c,] cauchyovskd posloupnost prvki z T. Oznalme X
mnoZinu viech jejich ¢lent. MnoZina X je podle 3.1.b) omezend, takZe pro n&jaka
ay, by € T plati

[ (a0) <X = (bo).

Sestrojime posloupnost intervald [1,], I, = {a,, b,», z nichz kazdy obsahuje
nekonend mnoho prvkd mnoziny X. Obsahuje-li interval {a,.(a, + b,).27 !>
(n =0,1,2,...) nekone¢n& mnoho prvkét mnoziny X, oznaéme ho <a,.q, b,y ,).
V opadném piipadd takto oznadme interval {(a, + b,).27%, b,>. Posloupnost
[1,] spliiuje podminky Cantorova axiému a plati |I,| = (by — ao).27", |I,| - 0
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(4.2.a), 3.1.e)). Primikem v3ech I, je tedy podle 3.1.i) jednobodovd mnoZina (¢).
Protoze kazdy I, obsahuje nekone&n& mnoho prvka mnoZiny X, je ¢ hromadny prvek
X.] (Na tu &dst ditkazu, kterd je uvedena v zdvorkdch [ ] se odvoldme v dikaze véty
6.1.)

Podle 3.1.d) je ¢, — c.

(IL,) = (II). Bud I, = <a,, b,y posloupnost intervalit v T spliiujici pfedpoklady
Cantorova axiému. Posloupnost [a,], resp. [ b, ] je neklesajici, resp. nerostouci a ome-
zend, takZe podle 4.2.c) je cauchyovskd. Podle (II,) existuji a, be T, Ze a, / a,
b, ~ b. Podle 3.1.9), h) je

IIA
lIA

a,<a<bs<b,, neZy,

takZe prunik vSech I, je neprdzdny.

5.2. Definice. Uspofddané téleso, v ném% plati axiémy (I), (IL), se nazyvd
téleso redlnych cisel a oznacuje se R.

Vzhledem k 5.1. je moZno ekvivalentn€ definovat R jako uspofddané téleso, v némz
plati axiémy (I) a (II,). Téleso R nyni skute&n& sestrojime jistym roziifenim t&lesa Q
tak, aby v tomto rozsifeném télese platil axiém (II,). Tato konstrukce pochdzi od
Cantora a v na§i matematické literatufe je podrobn& vyloZena v knize [1].

Symbolem R ozna&ime mnoZinu viech cauchyovskych posloupnosti raciondlnich
&isel. Rovnost v R definujeme ndsledujicim zptisobem

[a,] = [b.]<a,—b,—0.

Ctendf si snadno ovéfi, Ze tato relace mezi posloupnostmi z R je reflexivni, syme-
trickd a tranzitivni.
+ Soucet, resp. soucin definujeme rovnostmi

[a,] + [ba] = [a, + b,], resp.[a,].[b.] = [a,-b.];

nejprve ovéfime, Ze souctem, resp. soucinem cauchyovskych posloupnosti raciondl-
nich ¢isel je op€t cauchyovskd posloupnost, a ddle, Ze ob& operace jsou invariantni
vzhledem k zavedené rovnosti.

MnoZina R s pravé definovanymi operacemi tvoii t&leso, nulovy prvek v R pred-
stavuje posloupnost [a,], pro kterou plati a, — 0. Uspofdddni v R je uréeno pod-
mnoZinou R*, kterd obsahuje nulovy prvek télesa R a ddle viechny prvky [a,],
pro néz existuje celé kladné p a kladné raciondlni r, Ze a, = r pro viechna n > p.
R tedy obsahuje Q jako podtéleso; raciondlni &islo a je v R obsazeno napf. ve tvaru
[a] = [a, a, a, ...]. Jednotkovym prvkem t&lesa R je [1] = [1,1,1,...].

5.3. V R plati Archimédiw axiom.
Diikaz. Bud [a,] e Ry, [b,] € R. Mdme nalézt celé kladné p, aby platilo

[p]- [a.] > [b.] -
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Podle 3.1.6) je ¢ £ b, < d pro né&jakd ¢, d e Q. Ddle je a, = s > 0 pro viechna
n > k. V Q plati podle 4.1. Archimédiiv axiom, takZe ex1stu36 peZy, pro néz
p.s > d. Potom pro viechna n > k je

p.a,—b,Zp.s—d=r>0,

. S+
g.[p] . [a.] — [P.] €Rg. _
Nez dokdZeme platnost axiému (II,) v t&lese R, odvodime pomocné tvrzeni o apro-
ximaci prvki télesa R raciondlnimi &isly.

5.4. Pro kaZdy prvek [a,] € R a kaZdé ¢ e Qy existuje a € Q, %e plati

[a,] — [a]| <[e].

Dukaz. Posloupnost [a,] je cauchyovskd. Pro dané ¢ € Qg existuje tedy celé kladné
k, Ze
la, — a)| <&.27' proviechnan > k.

Oznatme a = a,. Plati ¢ — |a, — a| > ¢.27" pro n > k, takZe [¢ — |a, — a]] €
e R?. Snadno ovétime, ze |[c,]| = [|c,|]] pro libovolnou posloupnost [c,] e R;
odtud plyne

(o] = [[a,] — [a]| € Rs .

5.5. V R plati axiém uplnosti.

Dikaz. Oznadujme na chvili prvky télesa R feckymi pismeny, napt. f = [b,]. Bud
[,] cauchyovskd v R. Podle 5.4. existuje pro kazdé celé kladné n takové raciondlni
a,, Ze plati

@, —nt<a, <o, +n?!

Potom posloupnost [a,] = [a, — ,] + [a,] je cauchyovskd posloupnost raciondl-
nich &isel. Ddle n™* - 0 v R (5.3. a 4.2.a)), takZe a, — o, > 0 v R a prvek o =
= [a,] € R je limitou posloupnosti [a,].

Téleso R splituje axiémy (I) a (I1,), podle 5.1. tedy i (II), takZe R = R.

6. AXIOMY SPOJITOSTI

T v tomto paragrafu oznaduje nékteré uspofddané téleso.

V § 5 jsme mnoZinu R redlnych &isel definovali jako uspofddané téleso, v némz
plati axiémy (I) a (II). Nasim cilem bude nyni podat dikaz, Ze R je moZno ekviva-
lentné definovat jako uspotfddané spojité téleso.

(III) Dedekindav axiom. Téleso T je spojité.
(OI,) Weierstrassiv axiém. KaZdd nekonecnd omezend mnozina v T md aspori
jeden hromadny prvek v T.
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(IIT,) Axiém suprema. KaZdd neprdzdnd shora omezend mnoZina v T md v télese
T supremum.
6.1. V&ta. V uspofddaném télese T plati axiom (IIL,), prdvé kdyZ v ném plati
soucasné axiémy (1) a (1I).
Dukaz. Nechf nejprve v T plati (I) a (II). Bud X nekoneénd omezend mnoZina.
Dukaz, Ze v T plati (III,), je nyni obsaZen doslova v zdvorkdch [ ] v diikazu véty

e v

nym prvkem mnoziny X. Tim jsme dokdzali disledek 6.2.
Nechf naopak v T plati axiém (III)).
(IIL,) = (I). Budte a, b e T, a > 0. Pfedpoklddejme, Ze

n.a <b proviechnaneZ; .

Posloupnost [n . a] je neklesajici shora omezend, takze md podle 3.1.k) prdvé jeden
hromadny prvek ¢ = sup [n . a]. Podle definice suprema existuje pe Zg, 2e p. a >
> ¢ — a. Odtud plyne (p + 1).a > ¢, coZ je spor.

(IIL,) = (I1). Bud I, = <a,, b,> posloupnost do sebe vloZenych intervala v T.
Posloupnost [a,] je neklesajici a shora omezend, [b,] je nerostouci a zdola omezen4.
Podle 3.1.k) existuji a, be T, Ze a, » a, b, \ b. Podle 3.1.g), h) plati

IIA
IIA

b

IIA

a, < a b, .

6.2. Dusledek. Je-li X = T omezend a mnoZina X' jejich hromadnych prokii
je neprdzdnd, existuje min X’ (a také max X').

6.3. V&ta. Vusporddaném télese T jsou axiomy (III), (II1;) a (IIL,) ekvivalentni.

Diikaz provedeme podle schématu (III) = (III,) = (IIL,) = (III). Pro zjednodugeni
misto implikace (III) = (III,) dokdZeme (ILI) = (I) a (III) = (II), coZ je podle véty
6.1. totéz.

(II) = (I). Bud a,beT, a >0, a pfedpoklddejme, Ze n.a < b pro viechna
neZg. Sestrojme nyni mnoZinu A takto: n.a e A pro viechna ne Zg a s kazdym
n.a necht A obsahuje viechna x € T, pro n&Z x < n . a. PoloZime-li A" = T — A,
je AJA’ fez v T. Neexistuje max A, takZe podle (II) existuje ¢ = min A’. Podle
3.1.j) obsahuje A ta xe T, pro né%z ¢ — a.2” ! £ x < ¢, takZe existuje ne Zg,
pro které ¢ — a.2”* < n.a. Prvek (n + 1). a ndlezi do A4 a souasné (n + 1).
.a > ¢, coZ odporuje 3.1.j).

(IIT) = (II). Bud "I, = <a,, b,» posloupnost intervalli vyhovujici pfedpokladiim
Cantorova axiému. MnoZina A necht obsahuje a, pro viechna ne Z; a s kazdym
a,ta xe T, pro néZ x < a,. PoloZime-li A’ = T — A4, je A/A’ fez v T. Opét existuje
¢ = min A’. Z konstrukce mnoZiny 4 a z 3.1.j) plyne, Ze

a, <c<b, proviechnaneZj .
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(I11,) = (II). Bud 0 + X < Tshora omezend mnoZina v T, X < (b). Existuje-li
a < b,72e X () <a, b) = Y je podmnoZina o koneéném poétu prvki, existuje max Y=
= sup X. Necht pro néjaké a < b nemd Y = X (N {a, b) koneény poet prvki.
MnoZina Y' hromadnych prvkll mnoZiny Y je neprdzdnd a podle dusledku 6.2. existu-
je ¢ = max Y'. Je-li X < (c), jsme hotovi. V opaéném piipad& pro jisté d > c je
V = {d, b) N X kone¢nd mnoZina a max V = sup X.

(I11,) = (III). Bud A[A’ libovolny fez v T. Oznaéme a = sup A. Je-li a € A, potom
(III) plati. V opacném piipad€ je a € A’. Predpoklddejme, Ze existuje be A4', Ze
b < a. Potom x < b pro viechna xe 4 a prvek a tedy proti pfedpokladu neni
sup A. To znamend, Ze je a = min A’.

Tim je véta 6.3. uplné dokdzina.

V télese R, definovaném v 5.1., plati tedy (III), (III,) a (IIL,) jako véty. Didle je
ziejmé mozné definovat ekvivalentné R jako uspofddané téleso, v némz plati ktery-
koliv z axiémi (IIL), (III,) nebo (IIL,).

7. VHODNA SOUSTAVA AXIOMU

Z metodického hlediska je pro zavedeni redlnych ¢isel vhodna jista modifikace
definice 5.2.

Rovnosti na R necht je zdkladni rovnost na mnozing, ¢imz se vyhneme pozadavku
invariance operaci. Ddle necht jsou na R definovdny operace s¢itdni resp. ndsobeni

(a,b) >a + b resp.(a,b) >a.b,
pro které plati:
Ma+b+c)=(a+Db)+ec
2a+b=b+a,
(3) v R existuje prvek 0, Ze @ + 0 = a pro viechna a € R,
(4) ke kazdému prvku a € R existuje prvek —a €R, Ze a + (—a) = 0,
(3)a.(b.c)=(a.b).c,
(6)a.b=b.a,
(7) v R existuje prvek 1 # 0, Ze a . 1 = a pro viechna a € R,
(8) pro kazdy prvek a # O v R existuje prvek a ' eR,Zea.a™! = 1,
9 a.(b+cy=a.b+a.c
Déle necht R obsahuje vlastni podmnoZinu R*, pro kterou plati:

(10) Pro kazdy prvek a e R je bud a e R*, nebo —aeR™,
(11) a,beR* =a + beR",a.beR™.

Uspotdddni se definuje jako v § 2, tj.
a=b<a—beRY, a>besaz=ba+h.

13



Uspotdddni vyhovuje Archimédovu axiému:
(12) Pro kazdé dva prvky a, beR, a > 0 existuje celé kladné &islo n, Ze n.a > b.
MnoZina R vyhovuje Cantorovu axiomu:

(13) Je-li [1,] posloupnost do sebe vlozenych intervaldr (I,,, = I, pro viechna
neZy ), potom je pranik intervald této posloupnosti neprdzdny.

Dukazy vét (III), (IIL,), (1II,) a mnoha v&t ze zdkladl matematické analyzy, které
vychdzeji z definice mnoZiny R soustavou axiémi (1) — (13), maji stejné schéma,
tzv. princip postupného pitlen{ intervalit. Tento postup je pouZit napf. v ditkaze véty
5.1. Zminény princip je mozno formulovat ndsledujicim zptsobem: Bud {c, d>
néjaky interval v R a necht je ddn pfedpis T, ktery kazdému intervalu I = <{x, y>
obsazenému v {c, d) ptifazuje jednu z polovin

(x+ )27, L(x+y).275w

intervalu I. Pfislu§nou polovinu oznatme T(I). Je-li nyni I, = {a,, b, interval
obsaZeny v {c, dy, miiZeme sestrojit posloupnost intervalii [I,], definovanou reku-

rentné
I, = T(I,,), n=2012,....

Posloupnost [1,] vyhovuje piedpokladim Cantorova axiému (13), takZe md ne-
prdzdny prinik. Pro délky intervall plati

|L] = (bo — ag).27".

ProtoZe v R plati Archimediv axiom (12), je 27" — 0, a tedy i |I,| - 0, takZe
posloupnost [I,] mé jednobodovy prinik (x). Bod x miiZeme nazvat kofenem pied-
pisu T.

Princip postupného pileni intervalu pouZijeme v dikazech, které maji prokdzat
existenci bodu o jisté vlastnosti. Volba piedpisu T zdleZi na této vlastnosti. Timto
principem je dokdzdna fada vét zdkladt matematické analyzy v knize E. CECHA,
Co je a na¢ je vyssi matematika? (JCMF, Praha 1942).
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