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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK XI—€&IsLO 2

INTEGRALNI ROVNICE S NELINEARNIMI
FUNKCIONALY

VLAsTA PERINOVA, Olomouc

Cilem tohoto ¢lanku je seznamit &tenafe s vysledky dosaZenymi v teorii alge-
braickych integralnich rovnic (v dal§im AIR). Tyto rovnice byly studovany od roku
1952 v sérii praci W. SCHMEIDLERA a D. MORGENSTERNA [2—6]. Vedle velkého
vyznamu teoretického maji vyznam v fadé fyzikalnich problémi, napf. v mechanice,
pfi studiu vyboje plynil a v teorii optického zobrazeni.

Nelinedrni integrdlni rovnice lze v podstaté rozdélit na dva typy:

a) integrdlni rovnice Hammersteinova typu

o(x) = 4 r I(x, y, o(y)) dy,

kde funkce I' zdvisi nelinedrné na nezndmé funkci ¢,

b) integrdini rovnice s nelinedrnimi funkciondly, kam fadime rovnice studované
E. ScHMIDTEM [1], AIR a zobecnéné AIR studované U. PIRLEM [7].

Zatimco teorie rovnic Hammersteinova typu je velmi dobfe zpracovdna, napf.
[8, 9], teorie AIR se teprve rozviji. ProtoZe AIR jsou pfirozenym zobecn&nim linedr-
nich integralnich rovnic, usiluje se o pfeneseni zdkladnich vysledkd a uvah z teorie
linedrnich integrdlnich rovnic na AIR. Touto snahou je pfevdZné uréen charakter
praci o AIR.

Abychom v dal§im mohli ukdzat na souvislost s teorii linedrnich integrdlnich rovnic,
pfipomeneme klasifikaci linedrnich integrdalnich rovnic Fredholmova typu. Nehomo-
genni integrdlni rovnici 2. druhu nazyvame rovnici

b
(1) ﬂg—AJK@0ﬂ0m=f@,
homogenni integrdlni rovnici 2. druhu rovnici

) ﬂg—er@gﬂ0m=o
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a 1. druhu rovnici

b
J K(s, £) (i) dt = £(s),
a
kde funkce f(s) a jdro K(s, t) jsou dané funkce, y(s) je nezndmd funkce.

Nyni zavedeme pojem AIR.Integrdlnim polynomem funkce y(s) rozumime vyraz

(3) Jy] = 520 a(s) y"7s) + a+a1+;+av§nj.?. fKaan---av(Stl b)),

D) () . y™(,) dty ... dt,.

m je vnéj$i stuperi a nejvétsi vyskytujici se hodnota soudtu o + ay + ... + a, =
= n = 1 vnitini stuperi integrdlniho polynomu; «, o, ..., &, jsou nezdpornd celd
&isla, meze a, b jsou kone&né. Rovnice J[y] = O se nazyvd algebraickou integrdlni
rovnici. Tato rovnice zahrnuje v sob& jako zvldstni pfipad linedrni integrdlni rovnice.
Jellin =1 av=1,obdrzime pro m = 0a K,(s, f) = 0 linedrni integrdlni rovnici
1. druhu a pro m = I rovnici 2. druhu.

1. EXISTENCE KLADNEHO RESENI AIR

Zikladni otdzkou u ka’dé rovnice je existence feSeni. VS§imneme si, jak je tato
otdzka zodpovédéna pro AIR. Vzhledem k fyzikdlni aplikaci se zabyvdme existenci
kladného redlného feSeni. K diikazu existence feSeni pouZitd iterani metoda je
vhodnd i pro numericky vypocet.

Obecnou AIR, kterou zkrdcené zapiSeme ve tvaru

(1.1) J[y] = P[y] + K[y] = f(5),
kde

Ply]l = ¥ as) " 7*(s)

k=0
b
Kp]= % f f a1 e 1) y(5) () o y(t,) dty ... i, ,
ata;+...tay,Sn a

feSime za ndsledujicich pfedpokladii: Koeficienty a,(s) a jddra K. .(st; ... t,)
jsou redlné a spojité v definiénich oborech, koeficienty a,(s) jsou zvoleny tak, Ze
plati P’[y] > 0 pro y > 0, f(s) > 0 je spojitd funkce a je polozeno ao(s) = 1,4a,(s) =
= 0. Rovnice

(1.2) P[y] = f(s)

m4 potom v {a, b) prdvé jedno redlné spojité fedeni y*(s) > 0 (P[y] je rostouci
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funkci y a P[0] = 0). Pro dalij uvahy pfepiSeme rovnici (1.1) ve vhodn¥jiim tvaru,
ktery ziskdme rozkladem &lenu K[y]. Oznatime-li

=20,

1eeclly —

max (Kg,..a,(st; .-.1,), 0) = M,,
Maax...av - Kaa;...av(Stl see tv) = Lul...uy(Stl ""tv) g 0 ’

a+a1+.¥+av§u f :: _[L““""“"(Stl tV) y'(s) yﬂ(tl) y“'(t,) dt, ...dt, =
= L[y],

M,,l,_,,v-[.f.'[ Y(s) y(ts) ... y™(8,) dty ... dt, = M[y],

atay+...+aySn

miZeme rovnici (1.1) psdt ve tvaru

(1.3) Ply] - L[y] + M[y] = f(s).
Rovnici (1.3) fe$ime nejdiive v ptipadé M[y] = 0. K feleni rovnice
(1.4) P[y] = f(s) + L[y]

pouZijeme Schmeidlerovy iteratni metody shora (sestrojend posloupnost funkci
konverguje k feSeni shora). Za pogdtetni funkci vezmeme takovou spojitou funkci
Yo(s) > 0, pro kterou plati P[y,] > f(s) + L[yo] pro s € <a, b>. Takov4 funkce vidy
existuje pro m > n. Potom polozime P[y,] = f(s) + L[yo] < P[yo] a z toho jedno-
znatng& urdime funkci y,(s). ProtoZe P[y,] < P[yo], je 1(s) < yo(s); rovn&z platf
y1(s) > y*(s) v celém intervalu, protoZe L[y,] > 0. Obecn& poloZime

(1.5) Pyl =f(6)+ Lly] (x=0,1,2,...).

Jestlie urdime o, Y1, ..., Yp je vztahem (1.5) jednoznatn& urleno také y, . (s)
a zdrovei plati

Yo(s) > y1(s) > ... > yes1(s) > y*(s).

Takto vytvofend monotonné klesajici zdola omezend posloupnost spojitych funkci
konverguje pro viechna s k limitni funkci y(s). Funkce y(s) je podle Lebesgueovy
véty L-integrovatelnd na {a, b} a pro viechna s plati L[y,] = L[y]; z toho plyne
(pfechodem k limit& pro x — oo ve vztahu (1.5)), Ze y(s) je hledanym kladnym ¥eSenim
rovnice (1.4). Jak ukazuji p¥iklady, neni funkce y(s) obecn& spojitd. V [7] je uvedena
postadujici podminka spojitosti feSeni pro zobecnéné AIR (deﬁnice t&chto rovnic je
ddna v zdvéru tohoto &ldnku). Obdobnd postatujici podminka plati i pro rovnici
(1.4).

Nyni feSime rovnici (1.3) pro M[y] ¥ 0. Abychom pfevedli feSeni této rovnice
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n—1
na predchozi pfipad, nahradime koeficienty pti y*(s) v M[y] = Zo y(s) M,[y],

(M[y] = > . f b Iy“(tl) Lyt dty ... dt, M,[y] = 0),

a+...+tay,Sn—a
které je§té zdviseji na nezndmé funkci, nezdpornymi konstantami Ag, A1, «++s Ag—y.

n—1
Oznadime-li ), 4,0°(s) = Q[¥; 44, ..., 4y~ ], pEepiSeme rovnici (1.3) ve tvaru
a=1

(1.6) Ply] + Q[¥; A1y -vs Auey] = f(s) — 40 + L[],

kde predpokliddme i, < f(s) pro viechna s. ProtoZe jsou spln&ny pfedpoklady
Schmeidlerovy iteradni metody, lze pomoci ni sestrojit kladné feeni rovnice (1.6)
(za poddtetni funkci lze zdrovedl vzit y,(s) z pfedchoziho pfipadu), které oznaCime
¥(s; A9, Ay, ..., A,—y1) mebo krdtce y(s; ). Releni y(s; 0,0, ..., 0) je totoZné s FeSenim
¥(s) rovnice (1.4).

Nyni po nalezeni y(s; A) uréime konstanty 1y, A,, ..., 4,_; ze vztahi

1.7) MJy(s; )] =4 (=0,1,...,n —1).

Za tim uéelem pfedpokldddme jestd, Ze existuji nezdporné konstanty co, €y, .. .r Cy1y
takové, Ze pravé uréend funkce y(s; 1) vyhovuje nerovnostem

(1.8) M [¥(s;0,...,0,¢5,0,..,0)] S ¢, (x =0,1,...,n — 1)

a plati f(s) — ¢, > 0 pro viechna s.

Uvazujme v n-rozm¥rném prostoru (i, Ay, ..., 4,—;) obor A ={0< 4, <
<o+ 0 £ 4y £ ¢,—y}. Abychom mohli felit (1.7) vzhledem k A, musi byt
funkce y(s, A) spojitd vzhledem k A. Uvedeme proto dopliiujici postadujici podminky,
za kterych lze dokdzat jednozna&nost kladného feSeni y(s; ) pro viechna A z oboru
A, ze které plyne spojitost y(s; 1) podle A. Jde o tyto podminky:

a) Uvnitf oboru A necht se dd najit funkce y(s), pro kterou plati 0 < y(s) < y(s; 2)
pro viechna kladnd FeSeni y(s; 1) a necht

Ry(s )] = P D] + Q5 4)s Aws oo 4-i] > R[5()]
a soudasn R'[¥(s)] > L[y,], kde

L[y] = Sf ‘[ aag.a (St oo 1) Ay T N(s) y(ty) ... () dt, .
tay=n

¢+rx1+

b) Necht

. *K(s, t; yo(s), yo(?)) y g e
”a R'[7] — L[yo] ¥(s) y(f)dsde < 1
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b
pro viechny funkce y(s) > 0's f y*(s)ds = 1, kde

a

k=1 u+a1+

K(s.5 () (1)) = ¥ -+ sf j o501 -+ 1) VH(S) (1) -
Loy ) L y™(n) dty L. dty g dedtyy - dE

VyutZije-li se toho, Ze funkce y(s; l) je vzhledem k A nerostouci, 1ze za pfedpokladt‘;
(1.8), a), b) dokdzat, Ze existuje soustava konstant Ag, Ay, -+, An—y SPIiujici vztahy
(1.7). K ni ndleZejici funkce y(s; Ao, 4y, ..., 4,—;) Vyhovuje integrdlni rovnici (1.3).
ObdrZeny vysledek shrnuje tato véta:

AIR (1.3), kde je P'[y] > O pro y > 0, md v intervalu {a, b) prdv& jedno spojité
kladné fedeni y(s), kdy? existuji nezdporné konstanty Co, Cis ... Co—y takové, Ze
plati (1.8), kdyZ jsou splnény ptedpoklady a), b) a existuje funkce yo(s) > 0, pro
kterou plati P[yo] > f(s) + L[yo]

Tyto vysledky plati a7 na n&které odchylky i pro Volterrovu AIR. Podrobnéjl
o tom viz [2].

2. ZOBECNENA JENTZSCHOVA VETA

Z teorie linedrnich integrdlnich rovnic je zndmo, Ze FeSitelnost linedrnich integrdl-
nich rovnic (1) a (2) zdvisi na hodnotdch parametru A. Specidln& homogenni rovnice
(2) je netrividIng fesitelnd jen pro ur&ité hodnoty A, které nazyvdme vlastnimi hodno-
tami jddra K(s, t), a funkce y(s), které prislusi této hodnot¥, nazyvdme vlastnimi
Junkcemi uvedeného jddra. Existenci kladné redlné vlastni hodnoty se zabyva Jentz-
schova v&ta, podle které kladné jadro K(s, t), které patii do L, (prostor v 2. moc-
ning lebesgueovsky integrovatelnych funkci) a je rovno nule nejvySe na mnoZin&
miry nula, md vZdy kladnou redlnou vlastni hodnotu, kterd je jednoduchd a mensi
neZ absolutni hodnoty ostatnich vlastnich hodnot; p¥islu$nd vlastni funkce m4d v ce-
1ém oboru stejné znameni.

Nyni si v§imneme, jak lze pojem vlastni hodnoty a vlastni funkce a uvedenou
Jentzschovu vétu zobecnit na AIR. Nejdfive uvedeme zobecn&nou Jentzschovu vétu
pro libovolny totdlné spojity operdtor a potom ukdZeme, jak se d4 aplikovat na
AIR.

Zobecn&nd Jentzschova v&ta: Bud A (ne nutnd linedrni) totdln& spojity
operdtor v L{. Podprostor kladnych funkci L} z L; je zobrazen operitorem A
do sebe (L, je prostor lebesgueovsky integrovatelnych funkef). Necht pro ¢(s) = 0
s normou |¢| = C plati |Ag| = & > 0. Potom cx1stu11 vlastni hodnota ,1 >0
a vlastni funkce (p(s) > 0 takové, Ze Ap = Ag, [l¢| = '

Dikaz se opird o Brouwerovu-Schauderovu vétu o mvariantnim bodu: JestliZe
spojity operdtor B transformuje konvexni mnoZinu ¥ Banachova prostoru do kom-
paktni €dsti mnoZiny ¥, pak existuje takovy bod x € T, Ze Bx = x. ‘
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UvaZujme operitor Mg = C Ap|| Ap||. Operdtor M zobrazuje podmnoZinu
funkci @ s J¢]| = C z L{ do sebe. ProtoZe je tato mnoZina konvexni a operdtor M
je v disledku totdlni spojitosti operdtoru A totdln& spojity, jsou spln&ny pfedpoklady
Brouwerovy-Schauderovy véty a existuje funkce ¢ takovd, Ze ¢ = Mg, tj. Alp = Ag,
poloZime-li 4 = || Ag[|/C.

Nyni uvaZujme AIR s kladnymi spojitymi jddry tvaru

1) wy'(s) = £[y] + £(s). (fs) > 0),
kde

#hl- T ‘[ . J‘L,h._,v(stl e ) Y (E) e (1) dy .. dt,

(Lgy...a(sty .. 8,) > 0)

Homogenni souddsti n-tého Fddu (zobecnéni pojmu homogenni linedrni integrdlni
rovnice) rovnice (2.1) nazveme rovnici

22) w'(s) = Z.[v],
kde

Z[y] = ¢,+...Z+a.=n J.":'_[L'""""(Stl c 8) y(ty) L y™(e,) dey L. dt,

Hodnotu g, pro kterou existuje netrividlni normované feSeni rovnice (2.2), nazveme
vlastni hodnotou, pfisluiné feSeni y(s) vlastni funkci pro rovnici (2.2). PoloZime-li

b
Ay = ’{/Z,,[y] a pfedpokldddme-li, Ze se v Z,[y] vyskytuje &len tvaru f L(s, 1) .

.y"(¢) dt (L(s, t) > 0), dokdZeme analogicky jako vy3e platnost zobecnéné Jentzschovy
véty pro operdtor Ay. To znamend, Ze existuji takovd hodnota p, > 0 a pfislu$nd
funkce yo(s) > 0, Ze plati

1oV(S) = LuLyol. Iyol” = f "J(s) ds = 1,y = j " o] ds:

tim je dokdzdna existence kladné vlastni hodnoty a kladné vlastni funkce pro rovnici
@.2).
Ddle 1ze dokdzat ndsledujici tvrzeni:

a) Necht u > po, f(s) > 0. Potom existuje kladné feSeni rovnice (2.1). Pro n = 1
znamend toto tvrzeni, Ze nemiZe existovat vét§i kladnd vlastni hodnota neZ yu,.

b) Necht ] y] = fly, i je komplexni. Potom existuje jenom trividlni feSeni rovnice
(2.2). Toto tvrzeni znamend, %e i pro obecné n je po jednoduchd vlastni hodnota.
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Viechny pfedchozi uvahy se daji aplikovat na obecn&jsi rovnici neZ je (2.1), a to
na rovnici

(23) Y'(s) = 2[y] + £(s)»
kde

b
QD]=_++2“shﬁ"fhwwknujgy@yqny”yﬁgmrum,

a k ni pfislu§nou homogenni rovnici

y'(s) = Z):Sf’,[y] ¥ (s)>

kde
b
ZJy] = ¥ j J‘Laa;...av(“x ) V() . y™(8)dEy L dey s
ay+...+tay=n—a a

jen operdtor Ay se zde definuje jako nejvétsi kladny kofen rovnice n-tého stupné
vzhledem k z(s)

-1

(9 = 3 () 2]

3. VETA O ALTERNATIVE

Vzdjemnou souvislost mezi feSitelnosti linedrnich integrdlnich rovnic (1) a (2)
vyjadfuje v&ta o alternativ&: M4-li rovnice (2) jen trividlni feSeni, md rovnice
(1) jedno a jen jedno feSeni. M4-li rovnice (2) netrividlni feSeni, rovnice (1) bud vibec
nemd fefeni, nebo md nekoneén& mnoho fefeni, a to tehdy a jen tehdy, je-li f(s)
ortogondlni ke vSem vlastnim funkcim asociované homogenni rovnice

() = 4 J "K(t, ) 2(t) dt = 0.

ProtoZe u AIR se naskytd stejnd otdzka o souvislosti feSitelnosti homogenni a ne-
homogenni rovnice, rozsifime uvedenou vétu o alternativé za urcitych pfedpokladd
na AIR. UvaZujeme algebraickou rovnici

6D . P-4 - % 4) = PE) =0,
kde

Ayz, y) = Y =ﬂz“’(s)J‘.f’. J‘Kmm,v(stl c 1) Y(t) e y™(e) dey L. dty

atas+...+a,

B=01,..,n)
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jadra K,y sty ... t,) jsou redlnd a spojitd vzhledem ke viem proménnym. Pro
a<naa =..0 =0 pfedstavuji jidra K,,. ., spojité funkce s, K,, ., =0.
Polozime-li v (3.1) z = y, obdrZime AIR pro funkci y(s).

V rovnici (3.1) jsou koeficienty pfi z*(s) zdvislé na volb& spojité funkce y(s) stejn&
jako z téchto koeficientli vytvofeny diskriminant rovnice (3.1) vzhledem k z, ktery
oznadime D(y). PoloZime-li vechny funk&ni koeficienty v Ao, ..., 4,_; rovny nule,
obdrzime z diskriminantu D(y) diskriminant D, homogenni sou&dsti Py(z, y) ¢lentt
n-tého fddu rovnice (3.1). D, je pro n > 1 a y = 0 roven nule.

Predpokldddme, Ze pro kaZdou redlnou spojitou funkci y(s) krom& y = 0 je
D, =+ 0 pro kazdé s a Ze diskriminant D(y) je riizny od nuly pro viechny redlné spojité
funkce y(s) a také pro y = 0. Ob& podminky oznatime krdtce jako diskriminantni
podminku.

Ddle ptedpokldddme, Ze rovnice P(z,0) = 0 md aspofi jedno redlné feSeni z(s).
V dusledku diskriminantni podminky D(y) # O je tento pfedpoklad spln&n pro
libovolnou redlnou spojitou funkei y(s). Tento poZadavek na P(z, y) oznatime jako
podminku redlnosti. Jako dusledek obou podminek lze dokdzat, Ze i rovnice
Py(z, y) = 0 md vZdy redlné feSeni z pro redlné y. O tento diisledek se opird dikaz
véty o alternativé.

Pro n = 1 jsou diskriminantni podminka a podminka redlnosti vZdy spinény.

Nyni zformulujeme v&tu o alternativé: Jsou-li pro rovnici (3.1) splnény diskri-
minantni podminka a podminka redlnosti, pak pro AIR

62) 76) = 409) = 5. 409

nastane pravé jedna z téchto moZnosti:
a) rovnice (3.2) md (ne nutn& redlné) spojité feleni y(s);
b) homogenni rovnice

(3-3) y'(s) — Ay, ¥) =0

mad od nuly rtzné spojité feseni.
Jak uZ bylo uvedeno, je pro n = 1 v pfipadé feSitelnosti homogenni rovnice obecné
nehomogenni rovnice nefesitelnd, ale za dodate¢né podminky nakladené na pravou

stranu lze nehomogenni rovnici fesit. Pro n > 1 je tato otdzka otevfena.

Dukaz véty o alternativé je proveden v [4] za ndsledujiciho doplitkového pred-
pokladu: Rovnice

(1y(s)" — A(uy,y) = 0

m4d redlnd feSeni y £ 0 nejvyse pro u < 1.
Véta o alternativé byla W. Schmeidlerem roziifena v [6] i na pfipad komplexnich
funkci. Uvedeme jen zdkladni vysledky.
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UvaZzujme integrdlni polynom

(3.4) 0(z y) = (5) + z: (as) + bi(s: ) =°(5),
kde

b(sy)= Y f J'Ka,,,,__av(sz1 e 8) V() ooy (1) dEy .. dt,
2a+...taySn—a
z n&hoZ pro y = z dostaneme integrdlni rovnici
(3.5) 0(z,2) = Q(z) = 0.
Homogenni souddsti n-tého fddu Q,(z) vyrazu Q(z) rozumime vyraz

(3.6) Q,,(z)=z"(s)+:‘;:z“(s)al » j...jxm_,h(stl...;v)zm(tl)...

+...tay=n—a
o z™t)dey .. dt,

Predpokldddme, Ze koeficienty a,(s), jaddra K,, . (st;...t,) a funkce y, z jsou
komplexni funkce redlné proménné a K, o = 0. Proménné s, ¢, ..., ¢, probihaji
stejny kone¢ny jedno- nebo vicerozm&rny obor a [ds = 1. Potom plati ndsledujici
véty:

Vé&ta 1: Necht jsou koeficienty a jadra pro integrdlni polynom (3.4) spojité podle
viech prom&nnych. p, = 0 bud minimum integrdlu J(z) = [|Q(z)|* ds pro viechny
po &stech spojité funkce z(s).Q,(z) necht splituje pro tato z(s) podminku
(3.7) 12 > ulz"], (u > 0);

déle necht diferencidl dQ(z, {) = A(s; z) {(s) + [K(s, t; z) {(r) d¢,
kde

A7) = n2r () + T afads) + b5 ] 716),
K(s, t;2) = :g: cs, 1; z) z%(s),

asti)= T J f (K anr. (5103 1) 25(85) ...
ay s Ty SN

() 2T F o+ K o (St oy 2) 27()
2Nt y) 2 ()] dey L dy,
spliiuje pro kaZdou po &stech spojitou funkei {(s) podminku
(8) 4G5 2)46) + K53 2) L) de] > K]
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s pevné zvolenou konstantou K > 0 a nechf plati
(3.9) |A(s; z)] > 6 > 0.

Podminky (3.8) a (3.9) necht plati pro po &istech spojité funkce z(s), pro které
J(z) < po + & Potom je uo = 0 a existuje spojitd funkce z,(s), pro kterou Q(z,) = 0.

V&ta 2: Necht pro Q,(z) a pro ur&itou posloupnost po &dstech spojitych funkci
{z4(s)}, pro které f|z,|*"ds = ||z3|* =1 (« = 1,2, ...), plati

(3.10) [0z =0 pro a— oo
a nechf pfedpoklad

(3.11) |4u(s;2)| >8> 0,

kde
n—1
A(s; z) = nz2"(s) + 3 az®7Y(s)
a=0

...Ew»—aJ‘mj‘Kml"'a'(St‘ 1) 2(8)

woz()dey L dt,

ag +

plati pro viechny funkce z(s) s |z"|| = 1, pro které je [|Q.(z)|* ds < &. Potom existuje
spojitd funkce zy(s) (||z5| = 1), pro kterou Q,(z,) = O.

Nyni vymezime tftidu € integrdlnich polynomi Q(z) touto definici: JestliZe pro
0,(z) plati podminka (3.7), museji byt pro diferencidl dQ(z, {) spln&ny podminky
(3-8) a (3.9). Jestlize pro Q,(z) plati podminka (3.10), musi byt splnéna podminka
(3.11).

Pro integrdlni polynomy tfidy € plati ndsledujici v&ta: V pfipadg platnosti (3.7)
md rovnice Q(z) = O spojité feSeni; plati-li (3.10), md rovnice Q,(z) = 0 spojité
normované feseni. Oba pfipady se vyluduji a jeden z nich vZdy nastane.

4. SYMETRICKE AIR

Velmi dileZitou tfidu linedrnich integrdlnich rovnic pfedstavuji symetrické inte-
grdlni rovnice, tj. rovnice typu (1) se symetrickym jaddrem K, pro které plati K(s, t) =
= K(t, s). Tyto rovnice maji fadu specidlnich vlastnosti, zvld3t& pokud jde o vlastni
hodnoty. Plati, 7e ka7dé symetrické L, jddro, které neni identicky rovno nule, md
nejvyse spoCetné mnoho vlastnich hodnot. Vlastni hodnoty a vlastni funkce symetrické
integrdlni rovnice s redlnym jadrem jsou redlné. Vlastni funkce odpovidajici riznym
vlastnim hodnotdm jsou navzdjem ortogondini.

Podobné zavedeme i v pfipadé AIR pojem symetrické rovnice a ukdZeme, do jaké
miry se daji zobecnit vysledky z linedrnich symetrickych integrdlnich rovnic. Sy-
metrickou AIR n-tého stupné rozumime rovnici
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4.1) o(y) = uy'(s) — :Z:uﬂy”(s)j .IT.J‘K,,(stl L) YRR L () dey

.dt, =0,
B+DHV+1)=n+1

kde jddro K(st, ... t,) je symetrické vzhledem ke viem prom&nnym. V daliim necht n
je liché &islo. Rovnici (4.1) 1ze obdrZet jako Eulerovu rovnici variaéniho problému:
Najit maximum p nejvétiho redlného kotene zq(y) algebraické rovnice

n—1 b
@y 2% J pr(stl e 8) YPH(s) P .. yPHI() ds ..
..dt, =0

b
za vedlej§i podminky I y"*!(s)ds = |y|"** = 1. Z tohoto faktu vychdzi dikaz

niZe uvedené véty.

Za pfedpokladu, Ze jddra Ky jsou redlnd a spojitd podle vSech promé&nnych, plati
pro rovnici (4.1) tato v&ta:

Kazdd symetrickd homogenni AIR ¢(y) = 0 lichého stupn& n m4 vlastni hodnotu
a k ni pfislu§nou spojitou vlastni funkci, je-li diskriminant polynomu ¢(y) pro viechna
¥(s) s normou 1, pro kterd plati zo(y) = o > 0, svou absolutni hodnotou v&t3i nez
konstanta p(po) > 0.

Lichost n zajituje existenci aspoii jednoho redlného kofene rovnice (4.2). Viechny
zdvéry zlstanou v platnosti pro jakékoliv n, je-li zarugeno, Ze rovnice (4.2) md aspoil
jeden redlny kofen.

Nyni si viimneme mohutnosti mnoZiny vlastnich hodnot rovnice (4.1). Jak bylo
uvedeno, m4 linedrni symetrickd integrdlni rovnice nejvyse spoetné mnoho vlastnich
hodnot. Toto tvrzeni je moZno dokdzat asi takto: Bud g, + 0 pevnd vlastni hodnota,
y1(s) k nf pfislusnd normovand vlastni funkce. Bud p # p, jind vlastni hodnota
a y(s) piisludnd vlastni funkce; zavedeme zkrdcené oznadeni Sp = pu — py, 8y(s) =
= y(s) — »4(s) a vySetfujeme, zda existuje posloupnost hodnot u % u, a pfislunych
funkci y(s) tak, Ze 3u — 0 a soudasn® ||8y| — 0. Z rovnic pro y,(s) a y(s)

p1y4(s) = rK(s, 1) y,(r) dt,
(s + 3 (72(5) + 8%(5)) = j "K(s, 1) () + 8(9) d

dostaneme jejich odeétenim rovnici

3uy(s) + uidy(s) + dudy(s) = f?((s, t) 8y(r) dt
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a z té po vyndsobeni funkci y,(s) a integraci vzhledem k symetrii jddra K(s, ) obdr-
Zime

du(l + jbyl(s) dy(s)ds) = 0.

Je-li |]8 y” dosti malé, je zdvorka riznd od nuly, a tedy u = 0; to je v8ak spor s pfed-
pokladem p % yu;. Tim je dokdzdno, Ze neexistuje posloupnost s uvaZzovanymi vlast-
nostmi; neexistuje tedy hromadny bod mnoZiny vlastnich hodnot.

Aplikaci této tivahy na rovnici (4.1) 1ze dokdzat ndsledujici v&tu: Jsou-li pro
rovnici ¢(y) = 0 pro kazdou vlastni hodnotu a k ni pfislufnou normovanou vlastni
funkci y(s) splngny podminky a) diskriminant polynomu ¢(y) je pro vSechna y
s normou [|y| = ”+\1/ (foy"**(s) ds) = 1 razny od nuly, b) pro symetrické jadro

«/P( ) P(1) 52 Z (n — B) 1 ¥%(s) y‘"(t)J‘.‘;.jK,,(st1 i ty_yt).

Vet . P (o) dey L dE g,

K(s, 1)

kde
P(s) = my'y"™(s) — L By 1(s) j ij(stl L) PP . pPHI() dry . de

existuje prav jedno normované feseni (vzdy existuje) homogenni linedrni integrdlni
rovnice

(5) - f "Ks, #) () dt = 0,

potom je vlastnich hodnot rovnice (4.1) nejvySe spoetné mnoho. Vsechny vlastni
funkce jsou spojité.

ZAVER

AIR (1.1) Ize zobecnit v tom smyslu, Ze operdtory P[y] a K[y] pfedstavuji neko-
ne&né fady. Zobecnéni tohoto druhu bylo ddno U. Pirlem v [7]. Jde o rovnice typu

Ply] + K[y] = £(s) »
kde

D] = 3 al)y0).
1<[y]—"§“+m+ “"_ny(s)f f sty e 1) () e Y8 dty .ty

Na tyto rovnice byla aplikovdna Schmeidlerova iteracni metoda shora a v analogii
k ni byla rozvinuta iteradni metoda zdola (sestrojend posloupnost funkci konverguje
k feSeni zdola), coZ umoZiiuje p¥i praktickém vypo&tu odhadnout rozdil mezi hleda-

62



nym FeSenim a vysledkem uréitého iteraéniho kroku. Byly také feSeny otdzky spo-
jitosti feSeni.
E. Schmidt v [1] uvaZoval jet& obecn&jsi nelinedrni integrdlni rovnice. Nejjedno-

1

dussi takovou rovnici je rovnice typu

B(usv)=m§) 5 1) () j " f K(sty oo 1) u(ty) o92(8) ..
coue(t) vPe(t)dt, ...dt, =0,

kde ay, Bo, ..., 2, B, je libovolny podet dvojic nezdpornych celych &isel, kterd vyho-
vuji podminkdm

o+t ot =m B+ P+ .+ B=na+B21(i=1,..,0)

a v(s) je zadand funkce. Lze uvaZovat i obecn&;jsi rovnice typu

B $ )=0
uv 0y ... U,

pfi zadanych funkcich v,(s), ..., v,(s). Pro tyto rovnice byly v [1] feSeny pfedeviim
otdzky jednozna&nosti a vétveni feSeni.
Uvedend teorie byla aplikovdna v teorii optického zobrazeni na rovnici typu

b
u(x) = lZNf...fK(x, x1) oo K(%, X28) (%15 -5 Xan) u(x1) <. u(x2y) dxy ...
...dx,y, x€e<a,b)

(K je tzv. rozptylovd funkce optické soustavy, y je stupeil koherence N-tého fddu
a u(x) je hledand amplituda), kterd je matematickou formulaci ilohy o podobnosti
mezi pfedmétem a jeho obrazem a n&které vySe uvedené vysledky byly fyzikdlng
interpretovdny [10]. Uvedend rovnice se obdrZi z AIR J[y] =0 pro m = 2N,
ao(s)=1, afs)=0(k=1,...,2N), n = v = 2N,

Kan,,.azn (Stl_ oo tZN) = "'AZN K(S, tl) e K(s’tZN)Y(tl’ ‘e tZN)
proa =00 =1(k=1,...,2N), K, . (5t; ... t5) =0 v ostatnich pfipadech.
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