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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROCENIK XIIl — €IsLO 2

HMOTOVA OPTIMALIZACE SLOZENYCH RAKET

KAREL M1SoN, ZDpeNEK Pirko, Praha

V ¢lanku se sleduji rlizné hlediska pro dosaZeni minimalni celkové startovaci hmoty
sloZené rakety pfi pevné piedepsané hodnoté jeji rychlosti na konci aktivni periody
ve svobodném prostiedi. Prvé Ctyfi odstavce jsou vénovany raketé dvoustupiiové,
dalsi tfi trojstupriové. Teprve v dalSich Sestnicti odstavcich je feSen obecny piipad
n-stupniové rakety. Jednotliva pojeti uvadéji vysledky pro pripad riiznych vytokovych
rychlosti v jednotlivych stupnich i jejich specializaci pro spoleénou hodnotu vytokové
rychlosti ve vSech stupnich.

Nektera feSeni jsou provedena uZitim koeficientd (GOLDSMITHOVYCH, COLEMA-
NOVYCH, WILLIAMSOVYCH), jejichZ opodstatnéni poskytuje technickd praxe. Pokud
vede konkrétni urleni k pracnym numerickym vypoétim vyZadujicim TfeSeni
transcendentni rovnice, je pfipojen alesporti schematicky nomogram ukazujici zpisob
praktického feSeni. Uvadi se moznost riiznych voleb extremalnich funkci a zvIaste je
vyzdvizena optimalnost idemparametrovych raket. Na dvou mistech v textu jsou
viazeny ilustrativni numerické ptiklady.

Posledni odstavec, vénovany ekonomické optimalizaci dvoustupniové rakety, se
vymyka tematice vytknuté nadpisem ¢lanku. Je uveden jen proto, aby se struéné
naznacil cely okruh otazek, jez zfejmé nelze v praxi podcetiovat.

Clanek dodrzuje disledné oznadeni uzité v [10], [11], [12].

Sestaveni:

M-optimalizace dvoustupiiové rakety

GoLpsMmITHOVY koeficienty o;;

Specializace U; = U,

M-optimalizace dvoustupriové rakety; pfipad o;; = 0
M-optimalizace trojstupniové rakety; feSeni v M,

Specializace U, ¢; = idem

M-optimalizace trojstupiiové rakety; feseni v N,. COLEMANOVY koeficienty
M-optimalizace sloZené rakety; obecny pipad (P = 1/4 = extrém)
Specializace U; = idem

Specializace U;, q; = idem

. Extremadlni funkce

WX NNk WD =

(SO
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12. M-optimalizace n-stupfiové rakety; In P = extrém

13. Specializace U; = idem

14. Specializace U;, q; = idem

15. M-optimatizace n-stupriové rakety; A = 1/P = extrém
16. Charakteristickd vlastnost M-optimalizace

17. Zména optimalniho P ze zmény jednoho 4;

18. Linearni vazby mezi charakteristikami a parametry; WILLIAMSOVY koeficienty
19. M-optimalizace sloZené rakety; 4; = u; — v;¢;

20. Specializace U; = idem

21. Optimdlnost idemparametrovych raket

22. M-optimdlnost o-idemparametrové rakety

23. M-optimalizace s n-optimalizaci

24. Ekonomicko-optimalni dvoustupriova raketa.

1. M-OPTIMALIZACE DVOUSTUPNOVE RAKETY

Optimalizac¢ni tlohy pfedchoziho élénku*) hledaly k pfedem danym hodnotdm
M, Z (p¥esné&ji k jejich pfedepsanému poméru P = M /Z) a k dalSim zvolenym hodno-
tdm (totiz k strukturnim parametrim g¢;) maximdlni charakteristické rychlosti.
V praxi je Casto vyznamna také prdvé obrdcend uloha, tj. k poZadované charakte-
ristické rychlosti (tedy k a priori dané hodnot& V, a oviem k dal$im vybranym hod-
notdm) vyhledat optimdlni (tj. minimdlni) dhrnnou hmotu M. Takto definovanou
raketu nazveme M-optimdlni.

Zatim uvazujeme dvoustupriovou raketu:
k pozadované charakteristické rychlosti

V, = U, In(M,/K,) + U, In(M,/K,), (1,1)
kde
M,=K;,+E;; i=12,
K,=S,+M,, K=S,+Z, M,=M,

je vyhledat minimdlni thrnnou hmotu M.

Ze &tvetice volitelnych podminek nutnych k uplnému uréeni relativniho rozdgleni
hmot dvojstupiiové rakety**) jsme zatim vyGerpali dv&: pfedpis charakteristické
rychlosti ¥, a pozadavek minimédlniho M. Volbu zbyvajicich podminek provedeme
nékolika zplsoby:

a) poZadavkem jisté vazby mezi hmotovymi charakteristikami S;, M;, E; (odst.
2, 3),

*) Pokroky MFA 12 (1967), 341.
**) Srv. zaCatek prvniho odstavce ¢lanku: Pokroky MFA 12 (1967), 341.
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b) vazbou mezi S;, M; (odst. 4),
¢) vazbou mezi S;, E; (odst. 7).

PoZadavek pfedpisu feckych strukturnich parametrii ¢; probereme na trojstupiiové
raket& (odst. 5) a obecny pfipad n-stuptiové rakety vy3etfime pro pfedepsané hodnoty
latinskych strukturnich parametri g; (odst. 8).

2. GOLDSMITHOVY KOEFICIENTY o;;

Strukturni hmota jednotlivych stupiiti je tvofena jednak hmotou konstrukce (vietng
hmoty prdzdnych nddrZi) — a praxe ukazuje, Ze tato &dst je im&rnd energetické
hmot€ tohoto stupné —, jednak hmotou raketového motoru — a praxe ukazuje,
Ze tato Cdst je umérna pocatecni hmoté prislu§né subrakety, tj.

Si=ouEi+0,M;; =12, (2.1)

kde o}, jsou jisté konstanty (GoLDsMITHOVY koeficienty). Po dosazeni do (1,1)
ziskame

Vo, = Uy In (M,[(6,,E; + 0,,M, + M,)) + U, In(M,/(62,E, +
+ 0'22M2 + Z)) . (2,2)

PovaZujeme tuto rovnici za implicitni ureni zdvislosti M, = M,(M,) a z toho diivo-
du vyjédfime oba jmenovatele (rovné K, ,) v zdvislosti na M, , (bez pfitomnosti
energetickych charakteristik E; ,, které jsou na M, , také zdvisl¢).

K tomu cili piSeme
Kl = Sl + M2 = O-llEl + 0'12M1 + MZ = ‘711(M1 —Kl) + O.IZMI + MZ
K, =S, 4+ Z = 0yE; + 0,,M, + Z = 6,3(M, — K,) + 6,,M, + Z,

takZe
Kl = ((01] + 012) M1 + Mz)/(l + 0'11)

Kz = ((0'21 + 0'22) Mz + Z)/(l 4 0'21).
S t&mito hodnotami nabyvd (2) tvaru

V,=UyInM, + UyInM, — Uy In(6,;M; + M,) — U, In(6,M, + Z) +
+U;In(l +0y)+U,In(1 + 0,y), (2,3)

kde jsme pro struc¢nost poloZili

ai=0‘i1+ai2; i=1,2.
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Pti a priori danych V,, Z, U, 0;, 0,55 i = 1, 2 jde zfejmé& o implicitni zaddni M, =
= M(M;), jak jsme vySe pfipomnéli. Pro postiZeni optima derivujeme d/dM,
kladouce ihned podminku extrému dM,/dM, = 0

0 = UZ/MZ -_ Ul/(o.lMl + Mz) - U20'2/(0'2M2 + Z) .

Pro uZiteny parametr p, = M, /Z druhé subrakety dostaneme odtud snadnou upra-
vou vyraz

M,|Z = (U, — U, + U,o.M,[M,)|(U,0,), (2,4)

v némZ jsou ob& hledané veli¢iny M, , soustfedény do zlomkd M,/Z, M/M,. Tato
podminka vede patrn& k minimu funkce M; = M,(M,) zadané rovnici (3).

Optimélni pom&r M,[M,, popf. M,|Z (tj. uZitetné parametry prvni a druhé sub-
rakety) obdrZime feSenim rovnic (3) a (4). Vyloudenim uZite¢ného zatiZeni Z z obou
rovnic

V2 = Ul ]n M] + UZ ln M2 - Ul ln(O'IMl 4+ Mz) - Uz]n(azMZ +
+ Uy0,M,/(U, — Uy + Uyo,M{[M,)) + Uy In (1 + 044) + UpyIn (1 + 054)
dostdvdme pro hledany parametr M /M, (= p,) transcendentni rovnici
V,=—=U;lng, — UgIn(l + M,[(6,M,)) — U,Ino, — U, InUy(1 +

+ o,M[M,) + Uy In (U, — Uy + Uyo,M[M,) + Uy In (1 + 044) +
+ U,In(1 + 0,y).

Soustfedime-li konstantni ¢leny rovnice na levé strané

~Va[Uy + In((1 + a14)[01) + Up[U; In((1 + 034)]0;) =
=In(1 + M,/(c;M,)) + U,/U; In(1 + 6,;M{/M,) — U,[/U; In(1 +
+ 0'1M1/M2 — U1/U2)

a zavedeme-li pro stru¢nost

b= Uz/U1 >
y = =VofUy + In((1 + oy1)[oy) + pIn((1 + 024)/02), (2.5)
x = M,/(e,M,),

zjednodusi se rovnice na tvar
y=1+ (1l +x)—pn(l +(1—-1/px). (2,6)
Odtud plyne moZnost grafického urceni vySetfované M-optimdlni rakety:
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Piipojeny grafikon zdvislosti y = y(x) s p-izopletami (obr. 1) dovoluje k vypodte-
nym hodnotdm y, u ode&ist odpovidajici x a z jeho hodnoty ziskat pom&r M,/M, =
= X0y.

Napf.: Pro U, =3050ms™', ¢,y = 0,15, 0,, = 0,05 (o, = 0,2; startovaci
stupefi s klasickym raketovym motorem), U, = 7600 ms™!, ¢,, = 0,25, 0,, =
= 0,15(c, = 0,4; nosny stupefi s perspektivnim motorem) a pro poZadavek V, =
= 7650 ms~ ' (zhruba prvni kosmickd rychlost) vypolteme y ~ 2, 1. Z grafu pro
1~ 2,5 odefteme x =~ 2,5. S touto hodnotou vypocteme M, /M , & 2, déle z (4)
M,|Z ~ 6,2, a tedy Ghrnny uZiteCny parametr P = M|Z = M,[Z ~ 12.
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Obr. 1. Nomogram k M-optimalizaci dvoustupriové rakety v GOLDSMITHOVYCH koeficientech.

3. SPECIALIZACE U, = U,

V pripadé stejnych vytokovych rychlosti v obou stupnich U; = U, se vyrazy pro
uziteény parametr druhé subrakety (2,4) podstatné zjednodusi na

M,y|Z = (0,]02) M\ M5, My = J(M,Z 0,/0;) = Z /(P o,]a3) .

PFi dalsi specializaci o, = o, je nha M-eptimdlni dvoustupriové raketé uzitecny
1 2 p ]
parametr druhého stupné roven hmotovému poméru jejich subraket.

Podle toho, jde-li o parametr prvého druhu (fecky) nebo o parametr druhého druhu

(latinsky), jde o pom&r hmoty subrakety k sloZené raket& nebo sloZené rakety k sub-
rakete.

4. M-OPTIMALIZACE DVOUSTUPNOVE RAKETY; PRIPAD o;; = 0

Zavedené GOLDSMITHOVY koeficienty o5, j = 1,2 poskytuji pro kazdy stupeil
dvojici technickych parametrii. Spokojime-li se konstruktivné chudsim predpokladem
umérnosti strukturni a pocatecni hmoty kazdého stupné

Si=5iMi; i=1,2,

ziskdme ve srovndni s odst. 2 jednodussi vyjadieni. Misto tamnich vyslednych rovnic
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nastoupi
V,=U;InM; + U,In M, — U;In(6;M; + M,) — U, In(6,M, + Z),
M,|Z = (U, — U; + U,6,M,|M,)[(U,5,),
x = M,/(6;My), y= —V,JU —Ing; — (U,JUy)In 5, .
Prechod od o;; k G; formdIn€ znamend poloZit

6,=0, 0,=6;; i=12. (4,1)

5. M-OPTIMALIZACE TROJSTUPNOVE RAKETY; RESENI V M;

Myslenku odst. 1 netfeba nijak omezovat na dvoustupfiovou raketu. V pfipadé
obecné n-stupriové rakety jde o pfedpis charakteristické rychlosti

I/'l = Z Ui ln (Ml/Ki) .
i=1

Nez pfistoupime k obecnému feSeni, probereme v tomto odstavci za ucelem prohléd-
nuti metodiky vypoéti ptipad trojstuptiové rakety n = 3. Aby neSlo jen o pouhé
rozsifeni predchozich vysledkil, uvaZujeme misto predpisu vazeb GOLDSMITHOVYMI
koeficienty konstrukéni zadéani feckych strukturnich parametri ¢;.

Jde tedy o tlohu:
Pfi pfedepsané hodnoté

V, = é U, In (MK}, (5.1)

kde
Ki=S;+M;yy, Si=¢&N;, Ni=M; - M;,,; (5,2)

i=1,2,3: M,=2Z

minimalisovat veli¢inu M, = M.
Rovnice (1) s uZitim (2) poskytuje zdvislost

V3 = Ullan -+ Uzlan + U31n M3 - U1 11’1(81M1 + (1 - EI)MZ) e
- U2 l_n (82M2 "|‘ (1 - 82)M3) - U3 ln (83M3 + (1 - 83) Z) s (5,3)

kterd pfi danych hodnotdch Vj, Z, U, ¢;; i = 1,2, 3 obsahuje triddu promé&nnych
M;; i = 1, 2, 3. Nutné podminky sledovaného extrému

6M1/5M2 = 5M1/6M3 = 0
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vyjadfime stanovenim parcidlnich diferencidld dM; z rovnic
(6V3/6M1) dMl + (6V3/6M2)dM2 = 0,
(6V3/5M1) dMl + (aV3/aM3) dM3 = 0,

kde V; je ddno pravou stranou rovnice (3). ObdrZime tak

<ﬂ_ - Use, )dMl . (ﬁ ~ Uil — &)
Ml 8]M1+(1““81)M2 MZ 81M1+(1“81)M2

2 >
82M2 + (1 - 82) M3

_(_JL _ U, >dM1 4 (U_s _ Uz(l — &) _
M, eM; +(1—¢)M, M; &M, + (1 — &) M,

_ Uie,
83M3 + (1 - 83)Z

>dM3=0.

I Ize psdt podminky extrému

(L_ 5 Uz — Lo Uy =0,
M2 82M2+(1—82)M3 81M1+(1—€1)M2

=0

< 1 83 ) 1 - 82
— - Us - U,
M; eM;+(1—¢&)Z &M, + (1 — &) M,
¢ili
(1 - 82) U2M3(81M1 + (1 - 81) J.MZ) - (1 - 81) U1M2(82M2 + (l bt 82) M3) = 0 . }
(1 - 53) U3Z(£2M2 + (1 - 82) M3) - (1 - 82) U2M3(83M3 + (1 - 83) Z) = 0 .
(5:4)
Obg zdvislosti vedou patrn& k minimu funkce M, = M,(M,, M;) uréené implicitn&
rovnici (3).
Optimélni pom&ry M,[M,, M,[M, popf. Ms/Z obdrZime feSenim transcendentni
soustavy (3) (4). Lze pouZit tohoto iterativniho postupu:
Za igelem feSeni podle M,[M;, M;|Z piepiSeme (4) do tvaru
(1 - 82) Uz(elMl/Mz + 1 - 81) M3/M2 - (1 - 81) U1(32 + (1 - 82) M3/M2) = 0,
(1 — &3) Us(e2My[M5 + 1 — &) ZIMy — (1 — &) Us(es + (1 — &3) Z[M3) = 0.
Ziskame tak
&_I—SZUZ—'U] +81(1—'82)£&
M3 82 Ul 82(1 - 81) Ul M2 ’
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M3 _1‘—63U3'—U2 +82(1_83)&&

Z 83 Uz 83(1 - 82) U2 M3 ’
Pro numerické feSeni vybereme — ,,vhodné zvolime — &iselnou hodnotu (MI/MZ).
Podle obou pfedchozich rovnic pro a apriori dané veli¢iny U, ¢;; i = 1,2,3 k ni
vypoéteme poméry (M,/Ms), (M;/Z). Odtud stanovime

(M, [M;) (M2[M3) (M,]Z) = (M[Z) = (P), (5.5)

takZe k predepsané hodnoté uzitecného zatizeni Z zndme pro zvoleny vybér (M,/Mz)
1 veli¢iny
(M) =(P)Z, (Mj)=(M,/M3)(Ms[2)Z, (M3)=(Ms[2)Z. (5,6)

Jejich dosazenim do pravé strany (3) vypocteme hodnotu (V). Byl-li prvni vybér
(M/M,) dobry, bude takto nalezend hodnota (V;) blizkd k pfedem dané hodnot&
V3 a rozdéleni (5), (6) blizké k optimdlnimu. Objevi-li se mezi (V3), V5 nepfijatelny
rozdil, opravime vybér (M,/M,) na ((M,/M,)) a postup opakujeme. Atd. Analogie
ke GOLDSMITHOVU diagramu odst. 2 zde neexistuje. Pravé popsany postup je vsak
velmi jednoduchy, vede snadno k uspokojivému vysledku a pfi citlivém prvnim kroku
i velmi rychle.

6. SPECIALIZACE U, ¢; = idem

Vysledky ziskané v pfedchozim odstavci se stanou ndzorové interpretovatelnéjSimi
v piipad& g-idemparametrové (tedy i g-idemparametrové) rakety se stejnymi vyto-
~kovymi rychlostmi ve vSech stupnich

g123=¢; Uj,3=U.
Zivislosti (5,4) se zjednoduSuji na

MM, — M2 =M,Z — M>=0,
t. '
M= M- M;,,; i=123: (My,=12),
takze ' -
M,|Z = M My = My[My; My =Z23/P.

M-optimdlni e-idemparametrovd (tj. g-idemparametrovd) raketa je i p-idem-
parametrovd (). i A-idemparametrovd); je to tedy ekviparametrovd raketa. UZitecny
parametr tretiho stupné (latinsk)? Py = M3/Z) je roven hmotovému poméru proni
subrakety (tj. piwodni rakety) a druhé subrakety a zdroveri se rovnd hmotovému
poméru druhé a treti subrakety.

To je bezprostfedni roziifeni specidlniho p¥ipadu (o, = g,) odst. 3.
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7. M-OPTIMALIZACE TROJSTUPNOVE RAKETY; RESENI V N,.
COLEMANOVY KOEFICIENTY

Postup uvedeny v obou piredchozich odstavcich ddvd pro M-optimdlni raketu
hodnoty M, jejich jednotlivych stupiii. M-optimdlni raketa miiZe byt uréena i jinak,
napt. hmotou svych stupiiti, tj. hodnotami nosnych hmot N ;. Jestlize jsme stanovili
optimdlni M;, pak pro odpovidajici optimdlni N, plati

Ni=Mi—A/[i+1'

PfedloZeny odstavec naznaCuje pfimy postup k urleni optimdlnich nosnych hmot
N;, a to za jistého pfedpokladu zdvislosti obou s¢itanct E; + S; = N; v kazdém
stupni.

Praxe ukazuje, Ze lze strukturni hmoty S; jednotlivych stupfitt povazovat za linedrni
funkce jejich energetickych hmot E;:

Si=oE, + ;5 i=1,2,..,n,

kde «;, f8; jsou jisté konstanty (CoLEMANOVI soucinitelé) diktované konstruktivni
strankou projektu. S vyjadfenim CIOLKOVSKEKO Cisel subraket

Fy = M;/Ki = Mi/(Mi - Ei) ; Ei=N;—oE — B (7,1)

plati pro charakteristickou rychlost obecnié n-stupfiové rakety:

v =z U, In (MK} = In n (MK )V =

:;

= In
i

1]

1 j=i

(Z + LN)JZ = (Ni = B)I(1 + o) + TN,
j=i
kde mensSenec v poslednim jmenovateli

Ei = (Nl - ﬁl)/(l + O(!)
je bezprosttednim disledkem (1).

Pro sezndmeni s metodou vypoctu postaéi konkretizace na pfipad trojstuptiové
rakety, kdy

o _< N, + N, + Ny +Z )U‘
Nl +N2 +N3 +Z—(N1 _ﬁl)/(l +O(,)

( N, + N3+ Z )U( Ny +Z >L3 (0.2)
Ny + N3+ Z — (Ny = B)J(L + a2)) \N3 +Z — (N3 — B3)[(1 + a3) ’
Jako podminku extrému poloZime

3V3JON, = V3[oN, = dV;3|aN, %) (7,3)

*) Srv. poznamku na konci odstavce.
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Snadnym pochodem nalezneme
0V;/oNy = Uy(N, + N3 + Z + B,)|®, ,
OV3JoN, = —U (N, — B))|®, + U,(N; + Z + B,)|®, ,
OV3JoN; = —U,(Ny — B,)|®, — Uy(N, — B2)|®, + Us(Z + Bs)|®5

kde je pro strucnost zavedeno

D, = (Z +§'Nj)((1 + ;) (Z +§:‘Nj) - (N;=B)); i=1,23.

Dosazenim do (3) ziskdme krdtkou upravou dvojici rovnic

Uy(N, + N5 + 2) _ Uy(B2 + N3 + Z)
(I+a)(Ny + N + Ny +2Z) (1+a)(Ny + Ny +2)— (N, = B2)’ (714)
U,(N; + 2Z) _ Us(Bs + 2)

(1+0(2)(N2+N3+Z)——(1+O(3)(]\T3+Z)—(N3—ﬂ3),
které s (2) minimalizuji funkci
M = N1 + Nz + N3 + Z .

Numerické stanoveni optimdlnich hodnot N, , 3 je nasnad&: Pfi danych veli¢indch
Z,U;, a;, B33 i = 1,2, 3 vyjadiime z druhé rovnice (4) N, = N,(N;) a s touto zd-
vislosti ziskdme z prvé rovnice N; = N,(N,). Po dosazeni do (2) vznikne relace pro
Nj;. Odtud ziskané N, dovoluje stanoveni N , a odpovidajici rozd€leni hmot M, , .

Pozndmka.

PonévadZ V, je pfedepsand hodnota, uritd konstanta, musi vyjddfeni V; =
= V4(N;, N3, N;), dané vztahem (2), spliiovat

dV3 = (5V3/5N1) le + aV3/5N2) dN2 + aV3/0N3) dN3 = 0. (7,5)
Protoze M = N, + N, + N5 + Z, kde Z = konst, m4 byt extrémem, plati dN, +
+ dN, + dN; = 0, tedy napf. dN; = — (dN, + dN,). Dosazenim do (5) vychdzi
v podminkdch extrému .
(6V3/6N2 - 5V3/6N1) dN2 + (6V3/5N3 - 6V3/6N1) dN3 = 0
nezdvisle na volbé dN, ;. Tedy
aV3/aN2 - 6V3/6N1 =0, 6V3/6N3 - 6V3/6N1 =O,

coZ je v hlavnim textu uvedend podminka (3).
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8. M-OPTIMALIZACE SLOZENE RAKETY; OBECNY PRIiPAD
(P = 1/4 = extrém)

Pro rozsifeni tivah dfivéjsich odstavci v€novanych M-optimalizaci dvoustuptiové
a trojstupniové rakety na raketu n-stuptfiovou volime ponékud odli$nou cestu.
Necht jsou programem konstrukce pfedepsdny strukturni parametry g; (a tim

i Uhrnny strukturni parametr Q = i q;) a charakteristickd rychiost V,. Relativni
rozdéleni hmot dodefinujeme poia(li;/kem minimdIniho (maximdlniho) latinského
(feckého) whrnného uZite¢ného parametru P = M|Z (A = Z|M).
Nutné podminky lokdlniho extrému

P =‘ilpi = ilri(qi — 1)/(q; — r;) = extrém

pii vazbé ) )
V,=1In ﬁ PV
i=1

vyjddfime rovnicemi

F(ry,rys .. ry) = P+ &(In f[lr?‘ — konst) ,

OFlor;=0; i=1,2,..,n,
které ddvaji

ag; — 1)/(4: ~ ri)zjlill’ (ri{a; = Df(g; = 7)) + ®Ufr; = 0;
i=12,..,n,

kde akcent pfi multiplikaénim symbolu znamena vynechani €initele s indexem j = i.
Zaménime-li tu LAGRANGEUV multiplikator ¢ za 1/®, obdrZzime rovnice

Ulri + ®qq; — V(q; — r))* l—[; (rfa; = Dl(g; —r))=0; i=12,..,n,
j=
s nimiZ jsme se setkali jiZ dfive*), takZe pfedloZend tloha je feSena tam obsaZenymi

parametrickymi vazbami**), které patrn& vedou k poZadovanému minimu optimali-
zované hmoty M. Pro Ghrnny uZiteSny parametr P plati***)

<

_M_ g -1 "m (@ ) - p(t - ra,)
F Z g, fr.—1 eU:_ w1 = r,)a,) ’ (8.1)

*) Srv. Pokroky MFA 12 (1967), 348, rov. (6,2).
**) TamtéZ, rov. (6,3).
***%) Tamtéz, rov. (6,5).
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kde
Hi = Un/Ui

a CIOLKOVSKEHO &islo posledni subrakety r, je uréeno rovnici*)

n—1

YUIn(t - p(t —r)/a,))a; +U,Inr,—V,=0. (8,2)
i=1

M-optimalizagni proces sledovany v tomto odstavci vede tedy na rezolventu (2),
kterd je (proti V,-optimalizaci**) transcendentni; jeji numerické feSenti je (stejn& jako

Mewr ¥

tam i zde) nejpracngjsi ¢dsti optimalizadniho procesu.

Pozndmka.

Zavedeme-li
pi =1y —1=U/u, - 1= (U, -U)U,,

miizeme (1) psdt ve tvaru

P =Mz = (4, = Dflalrs ~ DTL (0 = 1) (sl + )

9. SPECIALIZACE U; = idem

Pfi stejnych vytokovych rychlostech ve vsech stupnich U; = U se vysledek pied-
choziho odstavce redukuje na

P = M|z = (rfig, ~ ) T (g, 1)

s rezolventou

U zln (rnqi/qn) - I/u =0.
i=1
Tuto rovnici lze psdt

rnd, = Q" exp (V,/(nU)), - (9.1)
takze

M (R

Z (@ exp (~Vj(n0) — 1)

*) Srv. Pokroky MFA 12 (1967), 349, rov. (6,7).

**) Tamtéz, rov. (6,6).

80



Pfitom (stdle v podminkdch optima)
pi = (qi - 1)/(‘1i/"i - 1) = (qi - 1)/(Q1/" CXP(“Vn/("U)) - 1) )
ri = rnqi/qn = Qllnqi exp (Vn/(nU)) = R = CXp(l/n/U) .

Posledni vztah je ovSem evidentni.

10. SPECIALIZACE U; = idem; ¢; = idem

Zostiime-li jesté pfedchozi specializaci na g-idemparametrovou raketu, je podle
(9,1) r; = idem a raketa je ekviparametrovd. Ziskané vysledky se jest¢ déle zjednodusuji

P =M|Z = ((q = D)/(g exp (= V,/(nU)) = 1))".%) (10,1)
pi =P =(q-Dl(gexp (=V[(nU)) - 1),
i = exp (V,/(n0) .

Rozumi se zase v podminkdch optima.

11. EXTREMALNI FUNKCE

V literatufe se nalezne tada ptispévkl k udloze sledované predchozimi odstavci.
Je to pfirozené vzhledem k tomu, Ze poZadavek optima, tj. minima M (P), je praxi
kladen obzvldsté Casto. Vceelku vsak tyto prisp€vky nepfindseji mnoho nového: jejich
cenu lze spatfovat v prvé fadé v ndmétech pracovné praktické povahy. Ukazuje se,
7e TeSeni M-optimalizace lze v pocetnim ohledu rozmanité upravovat riiznymi vol-
bami konstrukce extremdlni funkce. Rozumime ji funkci majici extrémy pro ty
hodnoty nezdvisle proménnych, pro néZ ma optimalizovand funkce extrém.

Této myslence jsou vénovany Ctyfi pristi odstavce.

12. M-OPTIMALIZACE »n-STUPNOVE RAKETY; In P = extrém

V ptipadé M-optimalizace nastdvd extrém P s extrémem In P, takZe uloha je feSena
také rovnicemi

F(ri,ryy..r,) =In P+ &V, — konst), oF[dr,=0; r,=1,2,..,n,

L

*) Znova k tomuto vztahu dospéjeme nize (14,1).
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kde

InP = len (ri{a; = Df(g; = 1)), V,= Z1Uj Inr;.
j= j=

Je tedy
oF|or; = 1/(g; — r;) + (1 + ®U)[r; =

a podminky vedouci k minimu M zng&ji
ri=gq{l + ®U)/(PU)); i=1,2,...,n.%) (12,1)
V podminkdch optima pak plati
= (q: = Dfgilrs = 1) = =(q; — 1) (1 + @U)
P=MZ=(=1)]](a; - )(1 + oU), (12,2)

kde @ je nyni ddno rovnici plynouci dosazenim (1) do CIOLKOVSKEHO vzorce pro
charakteristickou rychlost sloZené rakety

I/n=zUi1nri’
i=1

tj. transcendentni rovnici

n

2 U;In (g1 + ®U)|(®U;)) — V, = 0. (12,3)

i=1

13. SPECIALIZACE U; = idem

Pfi spolecné hodnoté Vyfokové rychlosti ve vSech stupnich U, = U se rezolventa
(12,3) predchoziho odstavce zjednodusuje na

U(g Ing; + nln((1 + @U)/(PV))) — V, =0

ddvajic
In((1 + ®U)/(®V) = (V,/U — In Q)/n,

*) Vypocteme-li odtud

—1/® = U1 —r;q),
miZeme misto (1) psat (6,3) Pokroky MFA 12 (1967), 348.
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tj.
1+ U = (1 — Q'"exp (=V,[(nU))".

Optimélni hodnota Ghrnného uZite¢ného parametru P je podle (12,2)

P =Mz = M|z, = (]](g: = DI(Q"" exp (= V,/(nU)) — 1)".

=.

[

(Dokonceni c¢lanku v pFistim Cisle.)

KVANTITATIVNI METALOGRAFICKA ANALYZA JAKO SOUCAST
KOMPLEXNIHO STUDIA FYZIKALNICH VLASTNOSTI MATERIALU

Ivo Kraus, Praha

UvoD

Metody fyzikdlniho nebo mechanického studia ldtek jsou stejné jako ziskané
experimentdlni vysledky vzdy zdvislé na povaze studovaného objektu. Aby byla
méfeni reprodukovatelnd, musi byt provddéna za stejnych podminek a na stejné
definovanych materidlech. Jednou z vlastnosti, které uréuji kazdou latku, a tedy i kov,
je struktura. Jeji charakteristika pomoci kvantitativni metalografie je proto nezbytnou
souldsti popisu studovanych vzorki pii sledovdni libovolnych fyzikdlnich veliéin.

Soustavny vyzkum struktury kovi a slitin jako urdujiciho Cinitele jejich mechanic-
kych a fyzikdln€ chemickych vlastnosti nastal v poloviné minulého stoleti, kdy se
zacalo ke studiu kovil pouZivat mikroskopu. Od té&ch dob se stala mikroskopickd
analyza (optickd a v poslednich dvaceti letech i elektronové) nejrozsifengjii metodou
zkoumdni kovovych materidld').

Zpocatku se metalograficky vyzkum omezoval hlavné€ na kvalitativni charakte-
ristiku vnitfni stavby. Tak byl objeven napf. perlit, martenzit aj. Pro ukoly vyroby
se viak samotny kvalitativni rozbor ukdzal jako nedostateény. Ke kontrole kvality
kovi a slitin v primyslovych podminkdch byly proto vypracovany specidlni stupnice
struktur pro polokvantitativni charakteristiku nekovovych pfimési (napf. grafit
v litin&). Ale ani pouZiti t&chto srovndvacich metod nevedlo k ziskdni kvantitativnich
hodnot potfebné piesnosti pro objektivni zhodnoceni struktury.

1) Popisovana metoda vSak neni omezena jen na tyto latky — naopak pro zkoumadani kova
a slitin byla pfenesena z oblasti véd geologickych. Stejné metody optické analyzy struktury se
pouziva v keramice (keramografie). Pouze piiprava vybrusu (nabrusu) je odli§na; pozorovani
struktury keramickych materidld miaze byt v nékterych pfipadech uskute¢néno i v prochdzejicim
svétle.
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