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O JEDNE TRIGONOMETRICKE IDENTITE

VACLAV DOLEZAL

(Matematicky ustav CSAV)
/

Z theoretickych fysikdlnich pfedpokladi n&kdy plyne platnost nékteré matematické
poudky, jejiz matematicky diikaz nebyva trividlni, atkoliv pro jeji spravnost zcela jasn&
mluvi fysxkélm fakta. Pfisné vzato, neni takto ziskani poucka zcela logxcky zdtvodnéna
a nelze ji povaZovat za vétu v matematickém slova smyslu, pokud ovsem ji nedokdZeme
Cisté matematickou cestou.

O jednom takovém piipadé zde pojednime. Pifi vysetrovam prechodového stavu
jistého fetézce linedrnich elektrickych &tyfpolt dospélo se vyse uvedenym zpisobem
k zajimavému tvrzeni, které pravi: '

Bud n ptirozené Cislo. Pak

n

1+ ( )
2 EI(Z)p— ) = 1 n pro n sudé, 1)
s YT RN n+1 pronliché.

UkéZeme, Ze toto tvrzeni, které okamZité vyplynulo z fysikilni podstaty vé&ci, vskutku
plati. Poddme zde elementarni, aviak ne zcela jednoduchy jeho dikaz.
Bud tedy 7 libovolné pifrozené Cislo. Jak znamo, plati identita

cos 27 + 1) @ = cos 21+l p— (2n2+ 1) cos?n—1 g sin® p +

4

(kter4 okamzité plyne z Eulerovy véty).
PoloZime-li sem za sin? ¢ = 1 — cos? ¢, mliZeme rovnost (2) psit ve tvaru

+ (2 n+ 1) cos2n—3 (};Sin‘l p— +(—=1r (271 + ) * cos @ sin®" @, @

cos(2n+ 1) p =a,cos ¢ + azcos® @ + ...+ agnyycOs?tl g, N (3)
kde ax jsou redlna ¢&isla, zdvisld na n. Porovnanim rovhpsti (2) a (3) nalezneme ihned

al=(—1)n(2”+l)—(—1)n(2n+1), |
0&2n+1=1+( 2—}- )+(2n+l)+.“+(2n+l).

‘ 4 2n
Jezto viak plati
22n+1=1+(2n+1) +(2n+1)+“.+(2n+1).

1 2 2n+41
. 2n+1 2n+1 _ 2n+1
0 _1_( , )+( ; ) ..._\(2”1),

dostaneme ihned seétenim o, n+q = 227,
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O JEDNE TRIGONOMETRICKE IDENTITE

~ Leva strana rovnosti (3) nabude hodnoty 1 tehdy, kdyz

Cn+1De=2xamr (r—celé).
Ozna¢me pro krétkost :
2nr

i Pra S A

pror=0,1,2,...2mn.
Lehko vidime, Ze &isla ¢, jsou kofeny mnohodlenu

Px)=—1+4a; x+aga®+...+ agnyy 2270 (4)

Tvrdim, Ze &isla cg, ¢y €p5 - « - Con tvOFi soustavu vSech kofenti mnohoclenu (4). Je
totiZ ziejmé, Ze &isla ¢, pro r=0,1,2,...2n nejsou viechna rizn4, nebot plati & =
=cCon—ry  Pror=1,2,...2n. Napron tomu vsak &isla ¢, pro r = 0,1,2,...7 jsou
viechna rizni. Vskutku, pro tato r jest 0 < ¢, = 22—7:_1—
v €0, @) Klesajici funkci, je ¢; # cj‘pro kazdé i £ . »

Odtud vyplyvé, Ze nade tvrzeni bude dokdzino, dokiZeme-li, Ze &isla ¢, pro r =
=1,2,...n jsou dvojnisobnymi kofeny mnoho¢lenu (4). AvSak derivovinim identity
3) dostaneme vztah

—@2n4+1)sin(2n + 1)<p =—oc1sm¢p—3ac3cosz,q)sm<p—
—@2n+ 1) agni costr@sing. - (5)
Polozime-li sem za ¢ = @, pror = 1,2,...n, mime

<m, a jeito cos @ je

0=—a,sinp, —3a;cos? ¢, sing, —...— (27 + 1) @yn; COS2" @, sin @r.
Jezto viak sin ¢, # 0, plyne kracenim
a +3agc+. .. (2n+1)ac2,.+1c“-—0 éth’(c,)—O

coz bylo dokézat.
MuizZeme tedy ihned psit vztahy:

2n .
Ho=—t —pm ©)
r=0 X2n+1 .
2n ° '
E ! %
' Co Cl oo Cr—l Cr+1 oo 02n = s (C—1 = 1)- (7)
oy Gant+y
Odtud délenim mame. .
2n .
1 ' .
2 —E—=a1=(—-l)"(2n+l). : 8)
r .

r=0

Jezto plati cyn—r+y = ¢r @ ¢y = 1, lze rovnost (8) upravit na tvar
=11
D =glererntn—m. O
r=1 '
z (8) pak plyne '
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i g
r=1 )
A) Bud 7 sudé. Pak pravé strana rovnosti (9) je rovna ». Levou stranu (9) rozloZime

a upravime '

=2 | (10)

n/2 -
Zc, Z cos 2T _ 2nr +2 cos — 25T _ 2nr =
2n 41 r=3+1 % 25T
. n2 1 n/2 1
= E : — + E —— 11
k=1 2n (7—k+ 1) k=1 271\(—2- +k)
cos 2n+1 S Ta T
" Aviak platf -
2n(i—k+1)
2 . m(4k—3)
o8 2n+1 = entr1)’ 12)
2n(ﬁ+k)
2 . m(Ak—1)
P e T TS (3

Zavedeme-li tyto vztahy do (11), méme okamZit&

| f s -
< Tpr@r=1D "
v 22n+1)
Tim je naSe ,,fysikiln€ odvozené‘ tvrzeni pro sudé n dokézino.
Zavedeme-li (12) a (13) do (10) a uvéZime-li, Ze sin M> Oprop=1,2,...

2(2n+1)
n, dostaneme vedlej$i vysledek . _
.. s —’2‘g£+3 —2n (14)
B) Bud 7 liché. Analogicl‘ty ]ako prve piSme
O -
§.7=§"'+ D =
' ' [z
[Z] 1 [31+ 1
_g 2n(L—;17—k+1) +§ '2n(;—’2,—-+k) -
: cos 7n T 1 : v cos 271

364



1

PRISPEVEK KE GEOMETRII KRIVEK SPADOVYCH

JeZto plati 2 [%] = n— 1, moZno péét

\ 2”([2] k+1)_’. 4k—1

cos 2n+ 1 e YO T RIS
n

2”([?]+'k) g 4k—3

R TS B 2@n+1) -

Zavedenim t&chto vztahﬁ‘ do (15) dostaneme
; [3]+:
1 - -1
o 2 4k—1 _2 . 4k—3

B en+D " M 3L ”
_ o
__2 L ACp—=1)

T TS

Pro pravou strarttu (9) nalezneme snadno hodnotu — 7 — 1, &mZ' je rovnost (1) doké-
zéna i pro n liché.
Stejnym zptisobem lze nahlédnout, ie rovnost (14) plati beze zmény i pro lichd 7.

{

PRISPEVEK KE GEOMETRI KRIVEK SPADOVYCH
BORIVOJ KEPR

<. Ukolem tohoto &lé4nku je ukézat jednu charakteristickou vlastnost spidovych kfivek.
Jak znimo, kfivka sp4adova je kfivka, kterd svird s n&jakym pevnym smérem konstantnf
thel (Hké.me, Ze kfivka svird s néjakym smérem dany thel, svird-li s timto sm&rem tento
dhel te¢na kfivky v kaZdém jejim bod€). Prikladem kfivky spidové je tieba obylejni
$roubovice, o_jejimZ pouZiti ve strojni praxi nenf sporu, dile kiivka spidovéi na plose
- topografické slouf za osu komunikace a podobné. Maji tedy kfivky spédové tech-
nicky vyznam. Je ¢Seobecné znimo, Ze viechno podstatné v theorii kfivek je obsaZeno
ve vzorcich Frenetovych. V tomto ¢ldnku se pak toto tvrzeni aplikuje, jak jiZz bylo fedeno,
na jistou vlastnost spadovych kfivek. Diive viak, neZ zmin&nou vlastnost uvedeme,
vyslovime (bez diikazu) znidmou vétu z diferenciilni geometrie kfivek,. charakterisujici
kfivky spadové, jako v&tu pomocnou, jiZ budeme potfebovat,
V&ta 1: Nutnou a postalujici podminkou pro to, aby kiivka (pro nig je kg #0) byla
kiivkou spddovou, jest spinéni rovnice

= —C | @)
ve vsech bodech kiivky. ’ .
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