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POKROKY MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
ROENIK V—CISLO 6

MATEMATIKA

O MATEMATICKE LOGICE

Otiskujeme zde preklad Uvodu k neddvno vyslé knize II. C.
HoBukoB, 9JieMeHTEI MaTeMaTHdecKou Joruku, Moskva 1959
(P. S. Novikov, Elementy matematické logiky). Sovétsky
matematik P. S. Novikov, jeden z pfednich svétovych badatelis
v matematické logice, poddvd v této knize formou velms pristupnou
vyklad o zdkladech matematické logiky. Kniha obsahuje obsdhlejét

vod, v ném# autor pojedndvd o predmétu zkoumdni, vzniku
a vyvoji matematické logiky. Predkldddme nasim &endium, kieri
se matematickou logikou dosud nezabyvali, prekilad tohoto Uvodu
soudice, %e pro né bude dobrou informact o této pomérné nové
a rychle se rozvijejict matematické discipliné.

V soudasné matematice se Siroce pouzivé tak zvané axiomatické metody.
Lobaéevského objev neeuklidovské geometrie ukazal veliky vyznam této
metody. Do dnesni doby prosla axiomatickd metoda sloZitym vyvojem. Ve
spojeni s jinymi my8lenkami dala vznik nejen novym metoddm, ale i novym
principim jak fysikdlniho tak matematického mysleni. Rozvoj axiomatické
metody muzeme rozdélit do dvou obdobi. Prvnim je obdobi od Lobadevského
a% k Hilbertovym pracim o zakladech matematiky?), druhé obdobi tohoto vy-
voje trva dodnes. Toto druhé obdobi charakterisuje spojeni myslenek vzniklych
pti zkoumani zdkladi geometrie se soutasné se vyvijejicim védnim oborem,
ktery se nazyva ,,symbolickou‘ nebo ,,matematickou‘‘ logikou. Vznikla tak
nova védecka disciplina, ktera se dnes b&Zné nazyva matematickou logikou.

Nez pojedname o matematické logice samé, viimneme si kratce ptuvodni
axiomatické metody a pokusime se alesponi zbéin& objasnit piidiny vzniku
a tkoly této metody. Podstata axiomatické metody spodivd ve zvla$tnim
vymezovani matematickych objektii a vztahtt mezi nimi. Pfedpoklddejme, Ze pti
studiu systému né&jakych objektti zavddime pojmenovani zkoumanych vlast-
nosti téchto objektt a vztahG mezi nimi. Pfi tom nedefinujeme objekty samy,
ani jejich vlastnosti a vztahy, av8ak vyslovime o nich fadu tvrzeni. Tato tvr-
zeni potom oviem ze viech moZnych systémi objekti, jejich vlastnosti a vzta-
ht mezi nimi vydé&luji pravé ty, pro néz tato tvrzeni plati.

Vyslovenymi tvrzenimi tak vlastné vymezujeme t¥idy systémi objekti
jistych vlastnosti a vztahy mezi témito objekty.

Uvedme jednoduchy piiklad, se kterym se dasto setkdvame. UvaZujme
soustavu néjakych objekti, které oznaéime latinskymi pismeny a vztah mezi

1) Viz D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig und Berlin 1930, Dodatky VI —X.
Rusky pieklad: A.I'manbepr, Ocnosanusn ecomempuu, Moskva, Leningrad 1948.
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nimi vyjadteny slovy ,,je pfed*‘. Aniz bychom definovali tyto objekty a vztah
»je pred®, vyslovime o nich tato tvrzeni:

1. Z4dny objekt neni sam pied sebou.
2. Je-li x pfed y a y pfed z, potom je z pied 2.

Je zfejmé, Ze existuji systémy objektd a takovy vztah mezi nimi, pro ktery,
vyjadiime-li jej slovy ,,x je pled y*, plati pravé vyslovend tvrzeni.

Necht napt. objekty z, v, ... jsou lidé a vztahem mezi nimi nechf je: ,.x je
starsi nez y*‘. Znamena-li tedy ,,x je pied y*‘, Ze ,,x je starSi nez y*‘, pak jisté
plati tvrzeni 1 a 2.

Tvoii-li systém objekth redlnd &éisla a znamena-li vztah ,,x je pfed y“, Ze
»& je mensi nez y*‘, budou tvrzeni 1 a 2 rovnéz pravdiva.

Systémy objektd, v nich¥ je zaveden vztah, pro n&j% plati tvrzeni 1 a 2,
tvori jistou t¥idu; tvrzeni 1 a 2 lze tedy poklddat za definici této t¥idy. Tvr-
zeni, kterymi takto vymezujeme systémy objektl, se nazyvaji axiomy.
Jestlize pro néjaky systém objektt, jejich vlastnosti a vztahy plati jisté
axiomy, iikdme, Ze takovy systém vyhovuje soustavé téchto axiomi, nebo ze
je interpretacf této soustavy axiomu.

Logickym odvozovanim zavérl z axiomt ziskdme tvrzeni, pravdiva pro ka%dy
systém objektl, ktery vyhovuje danym axiomm.

Vyznamnéjsi priklad axiomatického vymezeni tvoii soustava axiomu geo-
metrie. Zde se vySetfuje systém objektu, jez jsou rozdéleny na ,,body*, ,,pfim-
ky‘“ a ,roviny‘ a vztahy mezi nimi vyjidreny slovy ,,bod lei na piimce,
,»primka leZi v roviné*, ,,bod a lezi mezi body b a ¢** atd. V téchto vztazich
nehledejme prostorovy vyznam, ktery pfipomina jejich slovni vyjadieni.
Misto toho budeme pfedpoklddat, Ze jsou pro né splnény jisté axiomy. Takovy
systém axiomi, zndmy pod nazvem ,,systém axiomt euklidovské geometrie’,
pochazi od Hilberta. Nebudeme zde tyto axiomy uvadét. Najdeme je v kni-
hach o zakladech geometrie. V tomto systému axiomi se postuluji tvrzen, kte-
rych se pouziva piimo ¢éi nepiimo pii dukazech vét euklidovské geometrie. Lo-
gické dusledky téchto axiomu adekvatné vyjadiuji vlastnosti euklidovského
prostoru, o némz intuitivni pfedstavy vznikaji bezprostiedni zkusenosti a exis-
tuji odeddvna v myslich lidi.

Je ziejmé, Ze axiomy jen pFiblizné vystihuji pfedméty a vztahy redlného
svéta. Ptame-li se napt., zda fysikalni prostor (objektivni realita) vyhovuje
axiomum euklidovské geometrie, musime nejdiive pfipsat fysikdlni smysl
geometrickym termintim, vyskytujicim se v axiomech, jako napf. ,,bod*,
,,piimka‘, ,rovina‘ atd. Musime tedy formulovat ty fysikalni skutednosti,
které témto termintm odpovidaji. Axiomy se pak stanou fysikalnimi tvrzenimi.
ktera lze experimentdlné provérit. Teprve po takovém provéfeni je zarudena
pravdivost téchto tvrzeni s pfesnosti, jakou zaruduji méfici p¥istroje.

Pti vySetfovani axiomatickych soustav vznika fada otazek, které 1ze v nékte-
rych piipadech Fesit interpretacemi. Takovou otdzkou je otdzka bezespornosti
soustavy axiomi. Musime totiz mit vidy jistotu, Ze pii odvozovani logickych
dusledkt axiomt dané soustavy axiomu nedosp&jeme ke sporu, tj. Ze nelze
odvodit sobé si odporujici tvrzeni. MoZnost odvozeni takovych spornych tvrzeni
by totiz znamenala, Ze uvaZované soustavé axiomi nemuze vyhovovat Zadna
soustava objektl, a %e tedy takovy systém axiomi nic nepopisuje. Bezespor-
nost systému axiomi muZeme dokazat sestrojenim interpretace (modelu)
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tohoto systému. Poznamenejme jesté, Ze az do objeva Hilbertovych toto byla
jedind metoda diukazu bezespornosti.

Analogicka je otazka nezavislosti axiomi. Axiom se nazyva nezivislym
v dané soustavé axiomi, neni-li logicky odvoditelny z ostatnich axiomt
soustavy. Chceme-li dokazat nezavislost nékterého axiomu, stadi sestrojit
systém objektd, spliujici v8echny axiomy kromé toho, jehoZ nezavislost
chceme dokazat. Jinak Fedeno nezivislost axiomi miZeme dokizat tak, Ze
sestrojime interpretaci soustavy axiomu, ktera vznikne z vySetfované soustavy
tak, %e axiom, jehoZ nezavislost chceme dokazat, nahradime jeho negaci. Pti
pouzivani axiomatické metody potfebujeme tedy znat objekty, jejich vlastnosti
a vztahy mezi nimi, z nich% bychom mohli sestrojit potfebné interpretace.2)

Ke konstrukei interpretaci axiomatickych systému pouZivame matematic-
kych pojmu. Nejvydatngjsi zdroj pro konstrukce modelt axiomatickych
soustav poskytuje teorie mnozZin.

Nemuzeme zde zabihat do podrobného vykladu teorie mnozin. UkaZeme jen
v nejobecné&jsich rysech, s jakymi objekty se v ni pracuje. Vychozimi objekty
jsou pfirozena &isla. Z mnoZiny piirozenych éisel mizZeme pouZitim principt
teorie mnoZin sestrojit nové mnoZiny a funkce. UkidZeme nékteré zakladn{
principy konstrukce mnoZin.

1. Je-li ddna mnoZina objekt, miZeme z ni pfesné formulovanou podmin-
kou vymezit nékterou jeji &ast. Napf. mnozina viech prvodisel je t4sti mnoZiny
viech prirozenych &isel.

2. Je-li ddn systém mnoZin, miZeme sestrojit novou mnozinu tim, Ze do ni
zahrneme pravé viechny prvky kazdé mnoZiny daného systému.

3. Pro kazdou mnoZinu je mozné vytvofit mnozinu vsech jejich podmnozin.

4. Predpokladejme, Ze néjakym piedpisem je kazdému prvku mnoZiny E
pfifazen pravé jeden prvek mnoziny G. Takové ptifazeni nazyvime funkei,
definovanou na mnoziné E a nabyvajicf hodnot z mnoZiny G. Funkce jsou opét
objekty, z nichi miZeme sestrojovat mnoZiny. MiZeme napf. uvaZovat
mnoz%inu v8ech funkei, definovanych na E a nabyvajicich hodnot z G.

Uvedené principy pfirozené zdaleka nevyderpavaji vSechny prostiedky
konstrukce novych objektl teorie mnozin. PouZitim teorie mno#in miZeme,
vychazejice od mnoZiny p¥irozenych &isel, sestrojit viechny vyznamné matema-
tické pojmy. Tak se konstruuji i modely soustav axiomi.

Zde v8ak vznika otdzka: je teorie mnoZin dokonale spolehlivym zikladem
axiomatické metody? Do jaké miry miZeme byt pFesvéddeni o bezespornosti
teorie mnoZin samé?

Tato rychle se rozvijejici disciplina vznikla koncem minulého stoleti a mé&la.
ohromny vliv na matematiku a zvlast velky vyznam p¥i zkoumani zaklada
matematiky. JiZ p¥i vzniku teorie mnozin se ukézalo, Ze pfi neomezeném pouzi-
véni pojma teorie mno#in dospivame ke sporim. To v¥ak nezastavilo rozvoj
teorie mnozin, nebot v téch mezich, ve kterych se uzivaly jeji pojmy, se ke spo-
rim nedospélo. Ani dal’f studium zakladd teorie mnoZin v8ak nedalo uspokoji-
vych podkladi k domnénce, Ze alesponi v ramei faktického pouZivéni myslenek
teorie mnoZin nedojde ke sporim. Tvrzeni o bezespornosti v rdmei dosavadnich
konstrukef teorie mnoZin je tedy toliko empirickym zivérem, ktery nemé
dostateén& padnych podkladu. Je proto t¥eba konstatovat, Ze nehledd na velmi
uspésné pouiivani teorie mnoZin v axiomatické metod¥, jsou zdklady, na

?) Viz napf. P. K. RaBevskij, Geometrie a jeji axtomatika, v tomto dasopise, V (1960), &.5.
Pozn. prekl.
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nichZ teorie mnozin buduje, neuspokojivé. Vedle téchto potiZi ukazala dalsi
kritika na podstatnou zvlastnost teorie mnozin, nebo lépe Fedeno na zvlast-
nost matematického mysleni obecné, kterd se pravé nejzietelndji projevila
v rozvijeni teorie mnozin. Jde o pojem nekoneéna, coz je jeden ze zakladnich
prvki matematického mysleni. Antickd matematika velmi opatrné zachizela
s pojmem nekoneéna. Logickému rozboru, aé nedokonalému, byly podrobeny
pojmy spojené s pojmem nekonedéna. Mame zde na mysli znamé antinomie
,»»Achilles a Zelva“, | letici 8ip®, ,,nekonedna délitelnost* aj. Opatrnost se proje-
vovala v pozadaveich na velkou ptesnost pti pouzivani nekoneéna v matematic-
kych uvahach. Moderni matematické analysa od samého svého vzniku zadala
pod vlivem pozZadavki prirodnich véd a techniky pouzivat pojmu nekoneéna
daleko sifeji a s mensi presnosti. Diky tomu se tento pojem rychle a Siroce
vyvijel, mél velky vyznam v nejraznéjsich védnich oborech a v praxi. Pfitom
tu a tam vznikaly potiZe, které pokazdé vyvolaly kritiku piislusnych pojmu
analysy. Nejsilnéji se tento kriticky snér projevil ve svém poslednim obdobi,
zejména v pracech Kroneckera, Satunovského, Borela, Luzina a Brou-
wera. Forma nekoneéna, ktera tvoii zaklad pojmiu teorie mnozin, se nazyvala
,;aktualni nekoneéno‘‘. PopiSeme tento pojem nejd¥ive zhruba a logicky nedo-
konale a potom jej teprve vymezime presnéji. Nazev ,,aktudlni nekoneéno‘
ptipisujeme nekoneénému souboru, o némz piedpokladdme, Ze jeho konstrukce
jiz byla provedena (dokonéena), a jehoZz prvky jsou udany zaroven. S aktual-
nim nekoneénem bychom méli co é&init, kdybychom napi. efektivné vypsali
v8echna pfirozend ¢isla. Kdyby bylo moZné provést nekoneéné mnoho ostie
vzajemné oddélenych tdkonid, neexistovalo by v podstaté matematickych
problému. Kazdy takovy problém by se dal prosté reit ovéfenim vS8ech moz-
nych piipadi. Je tedy jasny idealisovany charakter pojmu aktudlniho neko-
nedna. AvSak konstruovat efektivnéd nekoneénd mnoho objekttt nebo provést
nekoneéné mnoho tikont je nemozné, nikoli v dusledku nedostatku praktickych
prostiedki, ale z davodu principidlnich to nelze provést nikdy a Zadnymi
prostfedky. Matematické mysleni v8ak Siroce pouzivad této idealisace, napt.
geometricky Gtvar si pFadstavujeme jako nekoneénou mnoZinu bodi, dasovy
interval jako nekoneénou mnozinu okamziki, pohyb jako nekoneénou mnozinu
oddélenych poloh pohybujiciho se télesa atd.?)

v v

Konkrétné se projevuje pojem aktualniho nekoneéna v rozsifeni logickych
principl platnych pro koneéné soubory na soubory nekoneéné. Takovym
principem je napf. zdkon vylouéeného tfetiho (tertium mon datur), ktery se

obyéejné formuluje takto: ja-li U néjaké tvrzeni a znadi-li ¥ jeho negaci, je
z téchto dvou tvrzeni pravé jed1o pravdivé. Piedpokladejme, Ze U je tvrzenim
o objektech nekonedaé mioziny, na p¥. o viech ptirozenych é&islech. Kdybychom
byli schopni provést nekoa2¢16 mnoho tkont, v naSem pitipadé nekoneéné
mnoho provéfani, snadio bychom mohli uréit, zda je pravdivé U nebo U.
Predpoklad, Ze lze o kazdém tvrzeni U provérit, zda je pravdivé nebo zda je
pravdiva jeho negace, obsahuje tedy v sobé aspon ¢asteéné hypothesu o moz-
nosti proved=n i nekoneéné mnoha tikont (provéfeni). Stejnou ilohu ma v teorii
mnozin absolutni chapani slova ,existuje, aplikujeme-li je na nekoneéné
mnoziny. Pro teorii mnoZin jsou charakteristické tzv. existenéni dikazy,
v nichZ se existence néjakého objektu dokazuje, aniZ se tento objekt sestroji.
Takové dukazy se 8asto opiraji o zdkon vylouéeného ttetiho.

‘ 3) Viz také D. P. Gorskij, Idealisace a abstrakce, v tomto &isle. Pozn. piekl.
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Provedme pifklad takového dikazu. Sestrojme nekoneénou posloupnost
pfirozenych disel {a,} v zavislosti na desetinném rozvoji &isla = = 3,14 .
Je-li na n-tém misté v desetinném rozvoji ¢isla = nula, poloZzime a, = 0. Clenv
posloupnosti a,, a,, ..., a,_;, kde r je prvni index, pro néjz a, = 0, poloZime
rovny jedné. Potom nésleduji éleny (aspon jeden), které jsou rovny nule.
Nadez vSechny daldi &leny aZ do nejblizifho dalsiho nulového ¢lenu poloZime
rovny dvéma. Nasleduji opé&t nulové &éleny (aspon jeden); vSechny dalsi éleny
opét aZz k nejblizs§imu dal§imu nulovému ¢lenu polozime rovny tfem atd.
Obecné: je-li ¢len pred n&jakym nulovym é&lenem (nebo skupinou nulovych
tlentl) roven ptirozenému éislu k, nasleduje za nim (nebo za touto skupinou)
&len, ktery je roven piirozenému &islu k& + 1. Ziskdme tak posloupnost tvaru

1,..,1,0,2,....2,0, ...k ...k 0,..,0,k+1,...

Dokazeme nyni, Ze v této posloupnosti se aspoinl jedno pfirozené éislo opa-
kuje nekoneéné mnohokrat. Skuteéns, v desetinném rozvoji éisla = se objevuje
bud konedné nebo nekoneéné mnoho nul. V prvnim p¥ipadé existuje tedy nej-
vétsiindex n takovy, Ze a, = 0. Véechny tleny pos]oupnosti s indexem vé&tsim
neZ » jsou tedy rovny tému ptirozenému éislu jez se tedy v této posloupnosti
opakuje nekonetné mnohokrat. V druhém pripadé t] obsahuje-li desetinny
rozvoj ¢isla = nekoneéné mnoho nul, obsahuje i nase posloupnost piirozend
nekoneéné mnoho nul; nula je tedy potom onim pfirozenym d&islem, jez se
v na8f posloupnosti opakuje nekonedné mnohokrit. Tim je tedy dokazana
existence nekoneén& mnohokrat se opakujiciho ptirozeného é&isla v nasi posloup-
nosti. Av8ak na otdzku, které je toto &islo, odpovédét nedovedeme, nebot
nevime, zda desetinny rozvoj &isla = obsahuje koneéné nebo nekoneéné mnoho
nul. Neni ani viibec zndmo, jakym zpisobem by se toto dalo rozhodnout. Mame
tedy pred sebou dikaz existence jistého objektu, aniZ tento objekt dovedeme
udat. Tato skuteénost ziejmé souvisi s pojmem aktudlniho nekoneéna. Uvaiu-
jeme-li pouze koneéné soubory, mizeme dokazanou existenci jistého objektu
efektivné provéfit piezkouSenim vSech moZnych piipadu.

Takové pifklady mohou na prvy pohled vést k domnénce, Ze pojem aktuil-
nfho nekoneéna neodpovida skuteénosti. To viak jen podtrhuje aproximativni
charakter vztahu matematickych pojma k objektivni realité. Aktudlni neko-
neéno muze byt pouzivino v rozumnych mezich pravé tak jako mnoho jinych
idealisovanych pojmu. Vznikly v8ak jesté dalsf poti%e souvisici s pojmem neko-
neéna. PoloZime-li otdzku, zda vede mys8lenka aktualniho nekoneéna ke sporu,
d4 se na tuto otazku dnes sotva odpovédét, arci jen to, Ze zat{m spor objeven
nebyl.

I kdy% ptijmeme hypothesu, %e pouiivani aktudlniho nekoneéna v teorii
mnozin nevede ke sporu, neodstranime tim v8echny potiZe v této teorii. Obje-
vuje se hned druhy problém: je kazdy matematicky problém Fegitelny pouZitim
teorie mnozin? Takové hypothesa o YeSitelnosti kazdého problému prostiedky
teorie mnozin zda se byt pfece jen nepravdépodobné. Av8ak pro dikaz pravdi-
vosti takového tvrzeni nutno mit pfislusné prostiedky. Mohli bychom se poku-
sit Felit uvedené otdzky axiomatickou metodou. K tomu by bylo zapotiebi
vSechny predpoklady, z nich% se v teorii mnoZin &ini logické zavéry, vhodné&
formulovat jako axiomy a pokusit se pro takto ziskanou soustavu axiomit
roziesit problém bezespornosti. Otazka FeSitelnosti zde ptirozend vede k pro-
blému nezavislosti, nebot dokazat, Ze dany problém menf FeSitelny v -teorii
mnoZin znamend, %e odpovidajici tvrzeni ani jeho negace neni odvoditelné
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z axiomi teorie mnoZin. S estrojit soustavu axiomu, vymezujicich teorii mnozin
v rozsahu b&zZném, sice lze, avSak feSeni problému bezespornosti a nezavislosti
pro tuto soustavu axiomi narazi na podstatné obtize. To spoéiva v tom, Ze zde
selhava metoda interpretaci, nebof pravé interpretace pro soustavy aixomu
se sestrojuji na zaklad$ teorie mnozin, jejiz bezespornost je nutno pii tom ptfed-
pokladat.

Jako vychodisko z téchto potiZi ptedlozil Hilbert nové hledisko na tyto
otazky. Hilbertovy myslenky se staly pfelomem v otdzkich badéni o zdkla-
dech matematiky a zaroven poéatkem nového obdobi v rozvoji axiomatické
metody. Zakladni otdzka vypads takto: do jaké miry je nutno pii feSeni pro-
blému bezespornosti a mnezavislosti vyluéné pouZivat metody interpretaci?
Je mozné se pii FeSeni t&chto otazek obejit bez interpretaci?

Predpoklddejme, Ze je dana néjakd soustava axiomi, pro niZz mame Fedit
problém bezespornosti. Jak jsme jiz fekli, nazyvame takovou soustavu spor-
nou (tj. nikoli bezespornou), 1ze-li z ni odvodit néjaké tvrzeni U zarover s jeho
negaci ¥. Pro diukaz, Ze dana soustava je spornd, staéi tedy najit vyrok U,
ktery je soudasné se svou negaci odvoditelny z dané soustavy axiomii. Dokizat
bezespornost soustavy axiomu znamend tedy dokézat, Ze neexistuje takové
tvrzeni, které by bylo zaroven se svou negaci odvoditelné z danych axiomi.
Kdybychom byli schopni vymezit v8echna tvrzeni, vztahujici se k dané sou-
stavé axiomi, a vSechny mozné zpusoby dedukce, mohli bychom ziejmé také
rozhodnout, zda se d4 &i neda né&jaké tvrzeni a jeho negace odvodit z danych
axiomu. Stejné miZeme pFistoupit i k otdzce nezavislosti axiomu. Dokazat,
%e tvrzeni Y nezivisi na axiomech U,, A,, ..., A, znamend totiz dokizat,
%e tvrzeni U neni odvoditelné z axiomu UA;, Y,, ..., U,. Na druhé strand se
muZe stat, Ze vymezeni v8ech moznych tvrzeni a principt odvozeni nevyZaduje
piili8 silnych prostfedki teorie mnozin, vedoucich k pochybnostem, jako napt.
aktualni nekoneéno. Vymezeni viech moznych forem dedukce je mozné a bylo
v podstaté jiz provedeno v zadatcich rozvoje symbolické logiky. Aviak v otaz-
kach bezespornosti se objevily nové potize. Dospélo se jakoby k mrtvému
bodu, a to pravé dalo vznik novym smérim v rozvoji axiomatické metody.
Ag tyto potiZe jsou vazné, nasly se moZnosti k jejich pfekonani a skuteénd se
postupné piekondvaji.

Pro naSe daldi ivahy musime tedy mit zcela spolehlivy (co do bezespornosti)
okruh pojmi a principi mysleni. Abychom ze zakladniho okruhu pojmu
vyloudili viechny pochybné elementy teorie mnozin, je ptirozené tento okruh
co mozn4 nejvice zuzit. Nelze viak se Gplné obejit bez pojmu nekoneéna. Za to
je viak zcela mozZné zpfesnit jeho ,,aktudlni“ charakter. Pojem aktualniho
nekoneéna figuroval ve filosofii ddvno pied vznikem zde popsanych praci
o zakladech matematiky a jako protiklad k tomuto pojmu se uvazovalo o neko-
neénu jiného druhu, znamém pod nazvem potencialni nekoneéno. Smysl tohoto
pojmu spodiva v tom, Ze se uvaZuje nekoneénd mmoZina uskutednitelnych
moznosti. Kazd4 z nich oddélend je uskutednitelna, rovnéZz kazdy koneény
podet t&chto moinosti je uskuteénitelny, aviak vSechny zaroven uskuteénitel-
ny nejsou. Vezmdme piiklad. Piirozené ¢islo budeme povaZovat za uskutedni-
telné, lze-li udat jakoukoli mnoZinu objektd, jejichZ podet je vyjadien praveé
timto é&islem. Takto lze tedy ke kazdému pfirozenému é&islu principialné udat
odpovidajici mnoZinu. RovnéZ je moZno to uédinit pro kaZdy koneény podet
piirozenych &isel. Av8ak nelze to provést pro viechna pfirozena &isla najed-
nou.
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K pochybovini o opravnénosti pouzivani pojmu potencidlniho nekoneéna
neni za soudasného stavu védy Zadnych rozumnych duvodi. Bez takového
druhu nekoneéna se neobejde nejen matematika, ale Zadné piesné zkoumani.
Také kritika zakladi matematiky se v Zadném prlpade nevztahuje k tomuto
pojmu. Myslenka potencidlniho nekoneéna tvoti jeden ze zakladi Hilbertovy
koncepce.

Pojedndme nyni ponskud podrobnéji o zakladnich prmmpech Hilbertovy
teorie. Jde o tyto dvé ulohy:

1. Najit soubor pojmu a principi bez pouziti pochybnych d&asti teorie
mnozin.

2. V ramci tohoto souboru pojmu a principit polozit otazku bezespornosti
a nezavislosti pro kaidy systém axiomi, specidlné i pro systém axiomu teorie
mnozin.

Kdyby se touto cestou dala fesit otdzka bezespornost: a nezavislosti, ziskali
bychom tak i moZnost odtivodnit pouZivani aktualniho nekoneéna a stanovit
omezeni, za kterych to lze. Zadneme s prvni tdlohou, tj. sestrojenim soustavy
pojmit a principl, vyhovujicf uvedenym pozadavkim.

Budeme vySetiovat systémy, které jsou tvofeny z kone¢ného poétu prvki,
jistych vlastnosti téchto prvki a vztaht mezi nimi. Nezalezi nam zatim na
kvalité téchto prvki, vlastnosti a vztahii. Zadame toliko, aby tyto prvky byly
vzajemnd dobfe odlisitelné a totéZ o jejich vlastnostech a vzajemnych vztazich
mezi nimi. Déle pro kaZzdou vyznadenou vlastnost a vztah musi byt vymezeno,
pro které z prvka plati a pro které nikoli. Vezméme piiklad:

1. Je dan fadek pismen a cifer
a2c45e3 .

U prvka tohoto fddku budeme uvazovat tyto dvé vlastnosti: 1) byt cifrou;
2) byt pismenem; a jeden vztah mezi dvéma prvky =z, y, totiz ,,prvek z je
v fadku umistén pred prvkem y*.

2. UvaZujme systém kouli, jehoZ prvky ]sou tii koule bilé a &tyfi koule
derné, priemz zadné dvé z téchto kouli nemaji stejny pramdr. Ba.rvy kouli
jsou voleny tak, aby pfi jejich uspofadani podle velikosti, od nejmensi k nej-
vétsi, se stf'idaly barvy takto: bila, &erna, bila, éemé,, dernd, bila, derna.
Vyznadenou vlastnosti v tomto systému bude barva koule. Vyznadenym vzta-
hem mezi dvéma koulemi z a y necht je: prumér koule x je mensi neZ praimér
koule y

3. Systém se sklddad z kovovych krouzku. Jediny vyznadeny vztah mezi
krouzky necht spoéiva v tom, Ze jeden krouzek 1ze navléknout na druhy.

Uvaizujice systémy, budeme abstrahovat od kvality jejich elementt, vyzna-
tenych vlastnosti a vztah@i. Dva systémy nazveme isomorfnimi, jestliZze mezi
jejich elementy existuje takovd vzdjemnd jednoznadnd korespondence, pii
ni%Z vyznalenym vlastnostem (vztahim) prvki jedné soustavy odpovidaji
vyznadené vlastnosti (vztahy) odpovidajicich prvka soustavy druhé. Snadno
zjistime, %e ze shora uvedenych systémi jsou prvni dva isomorfni. Vzajemnsé
isomorfn{ systémy nebudeme rozlifovat. To znamen4, %e nevySetiujeme v pod-
statd konkrétni systémy, ale t¥idy systémi. KaZda tiida obsahuje vSechny
vzéjemnd isomorfni systémy, piidem? kazdy z nich mi¥eme povaZovat za
representanta tidy; musime v8ak pfitom pracovat pouze s takovymi vyroky,
které maji smysl pro kazdy systém takové t¥idy.
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Ukézeme, jak lze sestrojit representanta t¥idy. Staéi vzit libovolnou mno-
Zinu s odpovidajicim poétem prvkii:

Ly, Xy ooy Ty -
Podmnoziny prvkid, majicich vyznaéené vlastnosti, oznadéime:
A A, .... A,

Nyni utvotime mnoZiny B,, B,, ..., B,, , uspofddanych dvojic prvka (z;, z;),
které odpovidaji dvouélennym vyznadenym vztahim. Podobné tvofime mno-
Ziny uspotadanych trojic (z;, x;, z;), které odpovidaji vyznadenym trojélennym
vztahim a tak pokradujeme, aZ vyderpame vSechny vyznadené vztahy, takZe
nakonec nap¥. sestrojime mnoziny uspotadanych s-tic prvka

Ul’ Uz, R ] Um, H

které odpovidaji vSem vyznalenym s-¢lennym vztahtim. Za representanta
tfidy miZeme nyni povazovat souhrn symbold z, z,, ..., x,, s vyznadenymi
vlastnostmi A; a vyznadenymi vztahy B,,...,U,, .

V dalsim budeme pracovat jen s t¥idami systémi, jejichZ vyznadené vztahy
jsou pouze dvouélenné. V mnohych piipadech se omezime jen na takové t¥idy,
jejichZ representanta lze zapsat jako fadek symbola tak, %e vyznadeny vztah je
udan poradim symbola v tomto fadku a prvky jsou symboly samy. Nap¥.

afy .

Zde vyznaleny vztah vypada takto: « je pied g, § je pfed y, « je pfed y. Pro
v8echny ostatni dvojice neplati vztah ,,je pied‘‘. Budeme pouzivat také fadky,
v nichZ se néktery symbol opakuje nékolikrat. Na piiklad:

aabacddc ;

to znamend, Ze zaroven nepiimo zavadime specidlni vyznadenou vlastnost:
,byt prvkem a*, ,, byt prvkem b, atd. Dva prvky, privé uvedené vlastnosti,
nazveme stejnymi.

Kazdou t¥idu isomorfnich systémi nazveme kritce konfiguraci. Uvedme
pifklady konfiguraci.

1. Ka#dé ptirozené &islo n miZeme povaZovat za konfiguraci obsahujici n
prvka?). V této konfiguraci nejsou zavedeny vyznatené vlastnosti a vztahy.
V&ichni repressntanti takové konfigurace maji stejny podet prvki, jsou iso-
morfni a proto takovou konfiguraci muZeme povazovat za definici ,,podtu

prvka‘. .

2. Konfiguraci tvoff n prvki s jedinou vyznadenou relaci vyjadienou slovy
,»x je pFed y*‘. P¥itom axiomy vymezujici tento vztah jsou vySe uvedené axiomy
uspofadani spolu s tietim axiomem:

je-li x rzné od y, potom je bud ,,x pted y‘‘ nebo ,,y pred =*.

Snadno nahlédneme, Ze representantem takové konfigurace je fadek

Ty ... Xy,
v némz vztah ,,x je pied y*‘ znamena: ,,x stoji v tomto ¥adku vlevo od y*.

4) tj. representant této konfigurace obsahuje n prvka. Pozn. pfekl.
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Déle zavedeme konstruktivni t¥idy konfiguraci a konstruktivni operace nad.
konfiguracemi. Ptisluiné definice musi vyhovovat témto pozadavkim: O kaz-
dém prvku konstruktivni t¥éidy se musi d4t podle definice principislnd, sou-
borem efektivné proveditelnych tikoni, ovétit, ze k této t¥id® nalezi. Necht kon-
struktivni operace J (U,, Us,, ..., U,) prfitazuje n-tici konfiguraci A,, Us, ...
..., U, konfiguraci B. Pfi tom operace I (U,, A, ..., ¥,) musi byt definovana.
tak, aby konstrukce konfigurace B z konfiguraci U;, U,, ..., ¥, byla principial-
né proveditelna. A

Poznamenejme, Ze v nékterych p¥ipadech nemusi byt konstruktivni operace
T (U, Yy, ..., U,) definovana pro libovolné konfigurace U,, Y,, ..., A,, nybrz
jen pro konfigurace z jisté t¥idy. Ddle pro 7 + k mohou konfigurace U,, ¥,,
pro néz je definovana operace J, nalezet do raznych tiid.

Nejjednodussi piiklady konstruktivnich tiid konfiguraci tvoii pfirozena
¢isla nebo vySe uvaZované Fadky.

Pro Fadky definujeme operaci & (U, B): provést operaci & nad fadky U a B
znamend pripsat fadek B vpravo k tadku Y. Prvky konfigurace & (U, B)
jsou viechny prvky konfigurace U a v8echny prvky konfigurace 8. V konfigu-
raci & (U, B) je usporadani zavedeno takto: predné kazdy prvek konfigurace U
je pted libovolnym prvkem konfigurace %B; za druhé je-li prvek z pfed prvkem y
v konfiguraci U resp. B, je z pied y i v konfiguraci & (U, B). Je-li konfigurace.
A representovatelnd Fadkem

Ty ... Ty
a konfigurace B Fadkem
Y92 - Ym »

je konfigurace & (U, B) zfejme representovatelna fadke m

X%y oo Ty Y1Ysg v e Ym -

Misto & (U, B) napiseme struénd UB. Konstruktivni charakter této operace
je ziejmy. Touto operaci ziskdme vychazejice od jednoprvkovych konfiguraci
jakoukoli konfiguraci representovatelnou fadkem.

Jinym piikladem konstruktivni operace je operace
2 (Y, a, D) ;
provést tuto operaci znamens v fadku U vSude nahradit pismeno « fadkem %B.

Operace Z (Y, a, B), jiZz se Casto pouiiva, se nazyva ,,pravidlo substituce*’.
Pouzijeme ji hned k definici pongkud sloZit&jsi operace

7 (¥, a, B, n);
a je libovolny prvek, U, B jsou fadky a » znaéi piirozené &islo. Tato operace
se definuje takto:
konfigurace 7 (U, a, B, 1) je shodna s konfiguraci Z (Y, a, B);

konfiguraci 7 (U, a, B, 2) dostaneme, nahradime-li vi8ude v Fadku
7 (¥, a, B, 1) pismeno a fadkem 9B, tj. konfigurace 7 (U, a, B, 2) je shodna.
s konfiguraci Z [ (¥, a, B, 1) a, B].

Analogicky sestrojime konfiguraci J (%, a, B,3) pomoci konfigurace
T (4, a, B, 2), atd. .
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Pro konfiguraci (Y, a, B, n), n > 1, mizeme tedy napsat tuto rekurentni
formuli:

I (U,a, B,n)=Z%[T (U, a, B,n — 1), a, B].

Snadno nahlédneme konstruktivni charakter i této operace.

Konfigurace, konstruktivni t¥idy konfiguraci, jakoZ i konstruktivni operace
tvoli pravé onen okruh pojmt, ktery je zakladem viech dalSich konstrukei.
Na tyto pojmy neredukovatelné pojmy vylouéime. Abychom vyloudéili pouziva-
nf aktualniho nekoneéna, musime udinit jesté dalsi omezeni. T¥idy konfiguraci,
jez jsme jiZ zavedli, mohou byt obecné nekoneéné a kdybychom na né pouzi-
vali takovych logickych principu jako je napi. zdkon vylouéeného tietiho,
zbavili bychom pojem nekoneéna potencialniho charakteru. Stanovime nyni
piipustné logické a matematické principy. Pracujeme-li pouze s jednou nebo
koneénym poétem konfiguraci, neklademe na dvahy, jez se smi tykat pouze
prvki téchto konfiguraci, jejich vlastnosti a vztaht mezi nimi, Zadnych ome-
zeni. V Gvahéch, v nichZ se pouZiva pojmu nekoneéna, vyloudime z obecnych
logickych principu zdkon vylouéeného tretiho. Ostatni logické principy poui-
vame bez omezeni. Speciadlné pfipustime i zakon sporu. Tento zakon, jak znamo,
tvrdi, Ze Zddny vyrok nemize byt pravdivy zarovei se svou negaci. Nasledkem
toho i né&které formy nepiimych dikazu (dikazi sporem) ztstavaji v okruhu
ptipustnych Gvah v platnosti. Pojem ,,existence’* budeme pouzivat ve smyslu
»,moZnost konstrukce*. Z matematickych principi podrzime axiom tplné
indukce. PouZiti tohoto principu totiZ souvisi s konstruktivnimi definicemi.
Predpokladejme, %e jsme definovali n&jaky soubor objekt, vychazejice od
udanych vychozich objektd pomoci jistych operaci (jimiZ lze sestrojit kazdy
objekt daného souboru). Takovym zpisobem se nap¥. vymezuji konstruktivni
ttidy. Pro takovy pifipad pouZiti vypada formulace principu dplné indukce
takto: nechf néjaké tvrzeni plati pro vychozi objekty daného souboru; necht
platnost tohoto tvrzen{ pro prvek, jez je vysledkem libovolné z danych operaci,
plyne z platnosti tohoto tvrzeni pro objekty, na néZ tato operace byla prove-
dena; potom toto tvrzeni plati pro v8echny objekty daného souboru.

Tento princip pouZijeme jak pro konstruktivni t¥idy tak pro konstruktivni
operace. O jeho korektnosti vzhledem k pojmu potencidlniho nekonedna nemi-
%e byt pochyb. Pravé popsany okruh pojmil a principti uvazovani tvofi urdity
systém mysleni. Uvahy a konstrukce provadéné v rameci tohoto systému
nazveme konstruktivnimi nebo finitnimi a cely systém nazveme Hilbertovym
finitismem.

Piejdeme nyni k druhé uloze: v rdmeci tohoto systému, tj. pouZitim toliko
uvedenych pojmu a principu, formulovat problém bezespornosti a nezavislosti
pro libovolny systém axiomi. Kdybychom podrZeli difivéjsi stanovisko, tj.
kdybychom se snazili pro dany systém axiomua sestrojit interpretaci v rameci
finitismu, zna¢né bychom omezili naSe moznosti, nebof finitismus poskytuje
velmi slaby prostfedek pro konstrukei interpretaci jiz nejjednodussich systémi
axiomi. Hilbert pfistupoval k soustavé axiomi z jiného hlediska. Axiomy jsou
totiZ jistymi vyroky a vyroky, at maji jakykoli smysl, vidy tvofi jistd spojeni
terminii, pfipadné symboli. Logické odvozovani potom vlastné znamens, Ze
pfechizime od jednoho spojeni k jinému spojeni. Tak vznika pfirozend otazka,
zda nelze operace dedukce nad vyroky povaZovat za mechanismus v pojmech
finitniho systému mysleni. Pfesn&ji: je moZné viechny vyroky n&jakého mate-
matického oboru povaZovat za konfigurace a pouZivana logicka pravidla za
konstruktivni operace?
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Je-li tomu tak, lze kazdy systém axioma povaZovat za soubor jistych kon-
figuraci a v8echny z tohoto systému axiomi odvoditelné dusledky za konstruk-
tivn{ t¥idu konfiguraci. Ukézalo se, Ze takova representace vyroku a logickych
pravidel je mozna.

Piedpoklidejme, %e mame definovanu tfidu konfiguraci, representujici
jisty okruh vyroku, a v ni vymezeny jisté konfigurace, které nazveme axiomy.
Kromé& toho necht jsou vymezeny konstruktivni operace representujici pra-
vidla logického odvozovani. Takovy systém potom nazveme formalismem, for-
malnim logickym systémem, deduktivnim kalkulem nebo prosté kalkulem.
Nazvy ,formalismus a ,kalkul“ budeme povaZovat za synonyma. Kazdy
vyrok formalismu nazveme formuli. Operace representujici logické odvozovani
nazveme pravidla odvozovani. Axiomy a formule, ziskané z axiomi pouZitim
pravidel odvozovani, nazveme odvoditelnymi formulemi v daném formalismu
(v daném kalkulu). Nékdy takové formule budeme nazyvat pravdivymi
v daném kalkulu. Ve formalismu mohou figurovat i konfigurace, jez nejsou
formulemi, jeZz se v8ak ve formulich objevuji a pouZivaji pti definici formuli.
Tvrzeni, e néjaka konfigurace je odvoditelna, nazveme formalni vétou a fak-
tickou konstrukei odvoditelné formule pomoci pravidel odvozovani formalnim
dikazem.

Problém bezespornosti v takovych kalkulech se tyka piirozené formuli,
pro néz je zavedena formalni negace, coZ znamend, Ze jistym formulim je
pi"ii"azena, formule, ktera se nazyva jejich negaci.Formalismus (kalkul) nazveme
spornym jestlize v ném je odvoditelnad ka#da formule (tj. tedy kazda formule
i ]e]1 negace). Problém nezavislosti axiomi formalismu vypada takto: je dany
axiom ve formalismu odvoditelny ze systému axiomi, ktery vznikl z pavod-
nfho systému axiomi vynechdnim tohoto axiomu ? Krétce: je dany axiom, jeho#
nezavislost chceme dokazat, odvoditelny z ostatnich axiomt?

Vysettovani formalismi v ramei finitismu tvofi tzv. metalogiku. Je nutno
ostfe odliSovat logické zavéry pii dikazech raznych tvrzeni o kalkulech od
formalnich dikazu v samém kalkulu, jeZ jsou representovany operacemi nad
konfiguracemi a toliko jako takové se smi chipat. Symboly, jez nepat¥{ do
skupiny symbold, z nichZ jsou tvofeny konfigurace, a jez jsou zavedeny
k oznadovani pojma, tykajicich se kalkuli, se éasto nazyvaji metalogickymi
symboly. Analogicky se hovoii o metalogickych avahach.

Poznamenejme jesté, Ze omezeni, o kterych jsme pojednavali pii popisu
Hilbertova finitismu, se nevztahuji na pojmy a odvozeni uvniti kalkuld
samych. Tato omezenf (specialné omezené pouZivani zakonu vylouéeného tie-
tiho) se tykaji toliko prostiedkii vymezeni formalismu a tvah o formalismech.

Ukazime piiklad kalkulu. Nejdiive vymezime systém vyrokd, majicich sku-
teény obsah (tj. nikoli formélnich). Za takové vyroky vezm&me vyroky o &fs-
lech (lhostejno zda jde o &fsla pfirozend, redlnd & komplexnf). Malé latinské
pismeno necht vidy oznaduje libovolné &islo. Tato pismena nazveme promén-
nymi, nabyvajicimi &selnych hodnot. UvaZujme operaci s&fténi a nésobeni
a rovnost mezi &fsly. PouZijeme pro né obvyklého oznadeni. Vypieme zdkladni
rovnosti, jez plati pro libovolné hodnoty, které mohou v nich se vyskytu]lci
proménné nabyvat:

l. a = a, 4. (ab) ¢ = a(bc),
2.a+b+c)=(a-+b) +c, 5. (@ + b) e = ac 4+ be.
3. ab = ba
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Z téchto rovnosti miZeme odvozovat dalsf, pouzivajice téchto dvou principu:

1. Ve spravné rovnosti lze kazdou proménnou, vSude tam kde se vyskytuje,
nahradit libovolnym ¢&iselnym vyrazem, sestrojenym z libovolnych promén-
nych;

2. v ka#dé spravné rovnosti lze libovolny &iselny vyraz zaménit vyrazem
jemu rovnym.

Formalisujme nyni tento systém, tj. sestrojme tento systém representujici
formalismus. Definujme nejdiive konfigurace odpovidajici éiselnym vyrazim
a rovnostem. Konfigurace se budou skladat z prvka vyznaéenych t&mito sym-
boly:

1. mala latinska pismena @, b, ..., 2, ¥, ...;

2. dvojice zavorek (, );

3. znaky =, +.

Kazdou konfiguraci, odpovidajici déiselnému vyrazu, nazveme termem.
Termy definujeme takto:

kazdé malé latinské pismeno je termem;

jsou-li  a B termy, potom (&« -+ f) a («f) jsou také termy.

Tim je definovana konstruktivni tiida fadkd, jez nazyvame termy. Podle
nasi definice jsou termy konfigurace, jez representuji éiselné vyrazy i co do
zapisu, jeding s tim rozdilem, Ze sloZitéjsi termy se objevuji v zdvorkach, napi.:

(@ +b), (@ + b) c) atd.

Smluvime se, Ze pro struénost nebudeme psat vn&jsi zadvorky.
Rovnosti zavedeme jako fadky tvaru

x=4,
kde « a f§ jsou libovolné termy.

Formulemi naSeho formalismu jsou rovnosti. Term neni formuli, nebot
neodpovidd vyroku, nybrz é&islu.

Za axiomy naSeho formalismu pouZijeme vySe napsanych formuli 1—5.
Povazujice axiomy za vychozi pravdivé (éili odvoditelné) formule, ziskame
viechny ostatni odvoditelné formule pouZitim pravidel odvozovani naseho
formalismu, tj. pomoci jistych konstruktivnich operaci.

Zavedeme tato dvé pravidla odvozovani:

I. Je-li ¥ (a) odvoditelnou rovnosti obsahujici pismeno a, a f libovolny term,
potom i rovnost ¥ (B) vzniknuvsi z U () nahrazenim pismena a vSude, kde se
v U (a) objevi, termem B, je odvoditelna.

Tato operace nahrazovani je operaci typu Z (U, a, B), o niz jsme pojednali
vySe a kterou jsme nazvali pravidlem substituce. Vime také ze to je konstruk-
tivni operace.

IT1. Je-li YU («) odvoditelnou rovnosti, « v ni se vyskytujici term, a je-li dale
« = f rovné% odvoditelnou rovnosti, potom rovnost U (), vzniknuvsi nahra-
zenim v U (x) termu « termem f, je rovnéz odvoditelna.

Operace nahrazovani jednoho termu termem jinym je rovnéz konstruktivni.
Jeji finitné proveditelny charakter je zfejmy. Zavedenim axiomu a pravidel
odvozovani jsme tak definovali t¥idu odvoditelnych rovnosti. Vidime tedy, Ze
systém axiomi pro operace s ¢isly muzeme chapat zcela formalng. To znamena,
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%e muZeme abstrahovat od konkrétniho obsahu téchto axiomu a povaZovat
je prosté za Fadky prvka a pravidla logického odvozovani, za operace nad
témito Fadky. Jestlize tento formalismus budeme chapat isolovans, neptihliZe-
- jice k jeho vn&j§imu vyznamu, bude se nam jevit jako formalné definovany
systém, sklddajici se ze souboru fadkid, z jakychsi divoda nazyvanych rov-
nostmi. Z nich jsou potom vydéleny jisté fadky, jeZ se nazyvaji odvoditelnymi
rovnostmi; tyto se ziskaji z nékolika vybranych fadka pouZitim jistych operaci.

Pro tento formalismus nemé otazka bezespornosti smysl, nebot v ném nenf
zavedena negace. V jistém smyslu analogickd otdzka, totiZ zda nas formalismus
je ,,prézdny‘, ma smysl. Formalismus nazveme ,,prazdnym®, je-li v ném
odvoditelnd kazdd rovnost. (Analogie tohoto pojmu s pojmem bezespornosti
spoéiva v tom, Ze, jak dale uvidime, v kazdé sporné soustavé, obsahujici obvyk-
1é logické principy, jsou odvoditelné v8echny formule.) Snadno se dokdze, Ze
nas formalismus neni prazdny. Formule ¢ = b, totiZ neni v ném odvoditelna.
To nahlédneme snadno, uvédomime-li si pivodni vyznam tohoto formalismu.
Kdyby totiz fadek a = b byl pravdivy ve formalnim smyslu, musela by byt
&iselnd rovnost pravdiva pro kazdd dvé é&isla @ a b, coZ ovSem neni. Takovy
dikaz je v8ak cizi nasemu formalismu, nebot v n.ém uvazované fadky a operace
s nimi nikde neobsahuji pojem &isla. Piesnéji fedeno, nedostatek tohoto dukazu
spodiva v tom, Ze se opira o piedpoklad bezespornosti éiselné soustavy, pomoci
niz sestrojujeme interpretaci. Avsak tuto interpretaci 1ze sestrojit tak jednodu-
chou, Ze otazka bezespornosti se stava trividlni.

Vsimnéme si jesté dalsi otazky, totiz zda v naSem formalismu existuje neod-
voditelna formule takovéa, Ze jejim pfidanim k puavodni soustavé axiomi,
jakoZto novy axiom, ziskame opét neprazdny systém. S takovymi otdzkami
se dasto setkavame. Pridame-li k soustavé axioma 1—5 neodvoditelnou for-
muli @ = b, dostaneme systém prazdny. Jestlize totiZz podle pravidla substi-
tuce nahradime a a b libovolnymi termy, vidime, Ze kaZda rovnost « = g je
v takovém systému odvoditelna. Pridame-li v8ak k systému axiomu 1—5
rovnéz neodvoditelnou formuli

ab+c¢=(a+c)d+c),

ziskdme neprazdny systém. Neodvoditelnost posledni formule plyne z toho,
%e predstavuje nespravnou rovnost mezi ¢éisly. Av8ak pro tento novy systém
snadno najdeme jinou interpretaci. Proménné a, b, ¢, ... budeme povaZovat
za koneéné mnoziny (véetnd mnoZiny prazdné), vyraz (x + f) jako mnozinové
sjednoceni mnoZiny « a mnoziny f, tj. jako mnozinu vSech prvku patiicich
do mnoZiny « nebo do mnoziny 3, a vyraz («f) za mnoZinovy pranik mnozin «
a B, tj. za mnozinu v8ech prvku patiicich do mnoZiny « a do mnoziny g zaroven.
Rovnost{ « = g budeme rozumnét totoznost mnozin « a B. Pro tuto interpre-
taci budou vSechny axiomy splnény a pravidla odvozovani vedou opét k sprav-
nym rovnostem. AvSak rovnost ¢ = b nebude ani v tomto formalismu odvodi-
telna, nebot @ a b mohou byt rizné. Na§ novy formalismus tedy rovnéz neni
prazdny.

Otéazka, zda nas§ formalismus je prazdny (je% je analogicka otézce bezespor-
nosti), se snadno Fefila metodou interpretaci. PFi feSeni takovych otdzek vSak
uZ nejsme jenom odkazani na metodu interpretaci, kterd, jak jsme jiz ukazali,
mé dosti omezeny dosah. Podivejme se nyni na pifklad na otdzku nezavislosti
prvniho axiomu naSeho formalismu: ¢ = a. Ptame se tedy, zda rovnost ¢ = a
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je pomoci pravidel odvozovani odvoditelna ze zbyvajicich axiomd. Kdyby tomu
tak bylo, byl by tento axiom v soustavé axiomu 1—5 zbyteény v tom smyslu,
ze ttida odvoditelnych rovnosti naseho formalismu se nezméni vynechanim
tohoto axiomu. Nezdvislost tohoto axiomu se d&, i kdyZ obtiznéji, dokazat
interpretaci. Jinou cestou tuto nezavislost v8ak dokdzeme daleko jednoduseji.
Vsimnéme si totiz, Ze ve viech ostatnich axiomech jsou rovnitkem spojovany
termy, tvofené vice nez jednim prvkem. Jinymi slovy, Zadny z téchto termi
se nesklada pouze z jediného pismene. KaZda rovnost odvoditelnd z téchto
rovnosti pravidly odvozovani, méa zfejmé tutéz vlastnost. Podle prvniho
pravidla totiz nahrazujeme pismena termy a tudiZz tim miZeme uvaZované
termy jen komplikovat. Ani pouZitim druhého pravidla nemuZeme ziskat
rovnost, jejiz kazda strana by se sklddala pouze z jediného pismene, nebot
term 3, kterym nahrazujeme term « ve formuli U (x), musi figurovat jiz v odvo-
zené rovnosti « = f§ a proto se musi skladat z vice nez jednoho pismene.
Odtud plyne, Ze v8echny formule odvoditelné z axiomu 2—5, maji vidy tvar
o« = B, kde « a § obsahuji vice nez jedno pismeno. Axiom a = a je tedy ne-
odvoditelny z ostatnich axiomti naSeho formalismu.

V naSem piipadé jsme méli ovSem co ¢init jen s velmi slabym formalismem.
Avsak analogicky lze konstruovat mohutné systémy, zahrnujici principy
dedukce, pouzivané v riznych oborech matematiky, nap¥. v aritmetice, v ana-
lyse, v teorii funkef atd.

Pivodni Hilbertovou myslenkou bylo redukovat matematické poznavang
na finitismus, povaZovat matematické discipliny za vyse popsané formalismy,
jez nepopisuji Zddnou skuteénost a tvoii jediny pfedmét matematiky. Tim by se
tedy problémy zakladd matematiky daly formulovat v oblasti finitismu
a dalo by se otekavat, Ze i jejich FeSeni by bylo moZné prostiedky finitismu.
V tomto sméru by viak bylo nutné fesit otdzku o moznosti pouzivani teorie
mnozin. Representaci teorie mnozin formalnimi systémy a zkoumanim beze-
spornosti téchto systémi by se vyjasnily moZnosti pouzivani koncepce teorie
mnozin, nebo by se nasla aspon takova omezeni, za nichz by najisto nedoslo ke
sporu. Tim by se zaroven vyjasnilo, do jaké miry je moZno pouZivat aktual-
nfho nekoneéna. Na prvy pohled by se zdalo, %e takovy program je proveditelny
Avsak ukézalo se, Ze doslovnd tato koncepce proveditelnd neni. Aékoli skuteén&
Ize vSechny matematické vyroky a viechny logické dedukce representovat
Hilbertovymi formalismy, jez mohou tedy v tomto smyslu zahrnovat veskeré
matematické poznani, nestaéi Hilbertiiv finitismus k ¥eSeni problému bezespor-
nosti zakladnich matematickych disciplin. To spoéivd v tom, Ze pojmy a prin-
cipy celé matematiky nelze zachytit Zadnym formalnim systémem, byt by byl
sebe mohutnéjsi. Tato skuteénost se specialné projevuje v Godelem dokazaném
tvrzeni, Ze problém bezespornosti formalniho systému nelze fesit prostiedky,
jeZ tento formalni systém formalisuje. Jezto pak uvahy p¥ipustné ve finitismu
1ze representovat formalismem (nap¥. v axiomatické aritmetice), nelze v rdmei
finitismu dokdzat bezespornost takového formalismu. Av8ak mneni Zidnych
divoda k tomu, aby se hranice, které klade Hilbertuv finitismus, povaZovaly
za bezpodmineéné nutné pro vyloudeni pochybnych prvkia matematického
mysleni. D4 se vytvorit okruh spolehlivych bezespornych prostiedkii, nespada-
jicich do finitismu, které jsou dostateéns silné pro feSeni nasich otdzek. Tim,
ze prekraduji ramec finitismu, nenaru$uji zakladni Hilbertovu mySslenku
formalisovat ony matematické obory, jejichz zaklady maji byt zkouméiny,
pomoci jistych pojmi, jez byly vyznadeny za zdkladni. I kdyZ k FeSeni shora
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uvedenych otdzek prostiedky finitismu nestaéi, lze tyto otazky formulovat
v ramci finitismu.5)

Z uvedeného vyplyva, %e na bezespornost nékterych formalisma lze soudit
jen z existence skutednych modeld, jez tyto formalismy representuji. Jinak.
feteno feSeni problému bezespornosti vyZaduje opét metody interpretaci.
Av8ak obsah formalismd popisujicich &asti teorie mnoZin potiebuje sam,
jak jsme se jiz nékolikrat o tom zminili, postavit na pevné zaklady. Pro nedo-
statek nideho vhodnéjsiho se pouZiva interpretaci tvorenych pomoci teorie
mnozin ke studiu formalismu. Takovym uvaham je dasto piipisovan pii-
vlastek ,,naivni‘‘. Zcela vyhovujictho feSeni otazek zdkladd matematiky tou-
to cestou dosdhnout nelze. Zde se narazi na podstatné obtiZe. Obsah formalis-
mu nemusi nutné souviset s teorii mnoZin. Kriticky rozbor zakladu teorie
mnozin vedl k jinym interpretacim formalismii, které se jiz neopiraji o po-
chybné prvky teorie mnozin.

Da se otekavat, Ze formalismy, na jejichz bezespornost soudime z obsahu,
ktery representuji, tvoii soubor neobsahujici sice vSechny bezesporné formalis-
my, ale Ze bezespornost libovolného formalismu lze redukovat na bezespornost
formalismu tohoto souboru prostfedky Hilbertova finitismu.

Nové myslenky, vzniklé pii zkoumanfi zakladii matematiky, se rozvijely
tak, Ze, jak se to fasto stavd, pfekrolily okruh piavodnich problému. Daly
vznik principidlng novym pojmim a metodam, jeZ se dnes pouZivaji p¥i feSeni
otéazek, které jiz nesouviseji pouze se zkoumanim zakladt matematiky. Apara-
tu matematické logiky se dnes pouZiva ve vypodétové technice, v technice
sdélovani a pii konstrukei sloZitych automatickych zafizeni.

Prelo%il Jirt Fdbera.

K TEORII KONECNYCH AUTOMATU
(NEURONOVYCH SITI)

MirosLAv MLEZIVA

1. Teorie automatii

Teorie konednych automati, také nékdy zvana teorii neuronovych siti, je
velmi mlada disciplina, povaZovana obecné za velmi dileZitou soudast kyber-
netiky. Zakladni myslenky této teorie byly vysloveny poprvé McCullochem
a Pittsem, ktefi ukazali, Ze uréitym zpisobem idealisovand nervova sou-
stava muZe byt studovana prostfedky jedné z disciplin symbolické logiky —
vyrokového kalkulu [1]. Ze zahrani¢nich autorl, rozvijejicich dale tuto teorii,
uvedeme alespon t¥i: Kleeneho [2], von Neumanna [3] a Medvedéva [4].
U nas se objevily zatim dvé priace tohoto charakteru: L. Riegera [5] a F.
Svobody [6]. Ve vSech téchto pracich vystupuje teorie automatt jako disci-
plina studujici naprosto abstraktné pojaté automatické soustavy sestavené
z jednoduchych prvkid (konkrétni interpretaci téchto soustav mohou byt

5) Viz také Karl Schroéter, Dosah a hranice axiomatické metody, v tomto Easopise, III (1958),
&. 3. Pozn. prekl.
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