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Ize postupovat riznymi zpisoby. Jeden z nich spoéivd v tom, Ze se systém
sloupci k;, jimZ odpovidaji kladné prvky feseni z;;, doplni nékterymi dalSimi
sloupeci tak, aby vysledny systém tvotil basi (m 4 n — 1) — rozmérného
prostoru. Prakticky to znamené: v tabulce feSeni se vyznadi potfebna pole,
obsazena nulami, jichz 1ze uZit jako vrcholi v uvedenych cestach. To znameni,
Ze &isel c,;, jim odpovidajicich, Ize uZit v kriteriich typu (12), (13). Jedno pra-
vidlo pro vyhledani poli, kterymi Ize systém doplnit, uvédi napi. Habr v [6].

Vychozi feSeni x(®), které se pak postupné zlepSuje, se mize vyhledat napt.
tzv. indexovou metodou, kterd bude rovnéz popsana v &asti I1.

(Dokonéent.)
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AFINITY V TRIROZMERNEM AFINNIM PROSTORU

DarnBor Krucky, VSP Praha

1. Vektorovy a afinni prostor

Moderni analytickd geometrie linedrnich utvarti si vytvofila mohutny
aparat ve vektorové algebie, ktery umoziiuje definovat a vySet{ovat vlast-
nosti téchto utvar nezavisle na volbé soustavy soufadnic. Dokladem toho je
napt. kniha akademika E. Cecha: ,,Zéklady analytické geometrie'’, zejména,
jeji 1. dil, kde jsou pomoci vektorové algebry definovany nejen zakladni
pojmy afinni geometrie (jako pojem rovnobéZnosti, usporddani, afinniho
zobrazeni a podobné), nybrz i pojmy geometrie metrické (kolmost, velikost
thlu, goniometrické funkce atd.)?)

Tento élanek ma byt ukdzkou, jak lze podrobnéji studovat vlastnosti afin-
niho zobrazeni v tiirozmérném afinnim prostoru metodou vektorové algebry.
V ramei tohoto éldnku pouZijeme vSech vlastnosti vektorového a afinniho
prostoru potfebnych k sledovani dalsiho textu. Jde v8ak o vlastnosti znamé
jist® kaZdému &tenaii, ktery se zajimé o moderni analytickou geometrii pii-
padné o algebru. Poudeni o vektorovém prostoru najde d&tendi napt. v jiz
zmin&né knize akademika Cecha ,,Zéklady analytické geometrie*, dile ve
knihdch Gelfand: ,Linearni algebra‘‘?) (uzivd misto nazvu ,,vektorovy pro-

1) Eduard Cech, Zdklady analytické geometrie I; vyd. Pfirodovédecké nakladatelstvi, Praha
1951.

2) I. M. Gelfand, Linedrni algebra, prelozil RNDr. Miroslav Fiedler; vyd. Naklada-
telstvi CSAV, Praha 1953.
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stor“ nazev ,,afinni prostor“) a Malcev: ,,Zaklady linedrni algebry‘?) (rusky
original, uziva misto nazvu ,,vektorovy prostor nazev ,linedrni prostor).
Jak vidno, neni terminologie dosud jednotna, a proto uvedeme prehled nej-

vevs

dilezitéjsich pojmi vektorové algebry, kterych budeme dale pouzivat:

Neprazdnou mnoZinu V libovolnych matematickych objekti nazveme
vektorovym prostorem a jeji prvky vektory, bude-li mnozina V spliiovat
tyto axiomy:

I. Ke kazdym dvéma vektorim u a v z V (v daném pofadi) je plifazen
pravé jeden vektor w z V, zvany soudet vektord u a v, oznadeni

w=u-+yv.
I1. Pro kazdé dva vektory u a v z V plati
ut+v=v-4u.
III. Pro kazdé tii vektory u, v, w z V plati
Ut (v w) =t V) Fw.

IV. Ve V existuje aspoii jeden vektor o, ktery m4 tu vlastnost, ze pro kazdy
vektor u z V plati

ut+o=o0-+4u=u.

Vektor o se nazyva nulovym vektorem (vektorového prostoru V).
V. Ke kazdému vektoru u z V existuje vektor u’ z V takovy, Ze

) utu =o
(pfi tom o je nulovy vektor).

VI. Ke ka?dému redlnému &islu a a kazdému vektoru u z V je pfifazen pravé
jeden vektor v z V, zvany souédin realného &isla a a vektoru u; oznadeni

v=au.
VIIL. Pro kazdé dvé realné &isla a, b a kazdy vektor u z V plati
’ a(bu) = (ab) u .
VIII. Pro kaZzdé realné &islo a a ka#dé dva vektory u a v z V plati
a(u +v) =au + av.
IX. Pro kazda dvé realna &isla a, b a pro kazdy vektor u z V plati
(@ +b)u=au -+ bu.
X. Pro kazdy vektor u z V plati
lu=u.

Lze dokazat, Ze v kazdém vektorovém prostoru existuje pravé jeden nulovy
vektor a Ze ke kaZzdému vektoru u existuje pravé jeden vektor u’, majici vlast-
nost pozadovanou axiomem V. Tento vektor se pak nazyva vektorem opaé-
nym k vektoru u a znaéi se — u. Déle ke kazdym dvéma vektorim u a v existuje
pravé jeden vektor x tak, Ze

3) A. . Manues, OcHoBul JmHeHHOM anre0Opsl, vyd. OGIZ Moskva, Leningrad 1948.
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Uutx=v,

vektor x se nazyva rozdilem vektoru vauaznatisex =v — u. Plativ — u =
=v+ (—u).

O vektoru v fikdme, Ze je lmearm kombinaci vektori

(1.1) u,u,, ..., U,
plati-li
V= CU; + CUy + ... + Cply,
kde ¢,, ¢, ..., ¢; jsou redlna ¢&isla.
Ma-li rovnice
(1.2) Uy + Uy + ..+ 2pu, = 0
pro neznamé koeficienty x,, z,, ..., z; pouze trivialni (nulové) refeni, fikdme,

%e vektory (1.1) jsou linedrn& nezavislé, ma-li rovnice (1.2) také reSeni netri-
vidlni, fikdme, Ze vektory (1.1) jsou linedrné zavislé.

Vektorovy prostor V se nazyvé linedrnim vektorovym prostorem dimense
n, ma-li tyto dvé vlastnosti:

1. Ve V existuje n linedrné nezavislych vektort

(1.3) u,ug, ..., u,.

2. KaZdych n + 1 vektora z V jsou vektory linedrné zavislé.

Linearni vektorovy prostor (zkratka l.v. prostor) V dimense » oznadime V,,.
Libovolna usporadand m-tice linedrné nezavislych vektort z V, se nazyva
base-l. v. prostoru V,,.

Je-li (1.3) libovolnd base 1. v. prostoru V,, pak véechny jeho ostatm base

(1.4) i Vi, Vo ooy ¥y
dostaneme ve tvaru

N n
(1.5) - Vi=DagUi=1,2...,n,
k=1

kde determinant |a,] + 0. Rovnice (1.5) se nazyvaji transformaéni rovnice
pro pfechod od base (1,3) k basi (1.4), matice (a;) je matice transformace,
determinant |a;| je determinant transformace.

Kazda podmnozina l. v. prostoru V,, ktera je opét vektorovym prostorem,

. e nazyva linearni soustava vektort. Nulovy vektor 1. v. prostoru V,, tvofi sam

linearni soustavu vektord, ktera se nazyva trividlni linedrni soustava vektora.
Kazda netrivialni linedrni soustava vektoru l. v. prostoru V,, je opét linearnim
vektorovym prostorem dimense k, kde 1 < k < n. Trivialni linedrni soustavu
vektora poklddame za linearni soustavu vektori dimense nula.

Afinni prostor, jakoZto pojem obecnéjsi, neZ je pojem prostoru euklidovského,
zavedeme do svych dvah rovn¥% axiomaticky:

Budiz dén libovolny vektorovy prostor V. Kazdou neprazdnou mnoZinu
A libovolnych matematlckych objektii nazveme afinnim prostorem a jeji prvky
body, bude-li mnozina A spliiovat tyto axiomy:

I. Ke kaZzdému bodu 4 z A a kazdému vektoru u z V je pfifazen pravé jeden
bod B z A, ktery oznadime

(1.8) B=A+u.
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II. Ke kazdé uspotddané dvojici bodd 4, B z A existuje pravé jeden vektor
u z V tak, Ze plati (1.6). Tento vektor oznadime

(1.7) u=B—A.

O uspotfadané dvojici bodt 4, B, pro ni% plati (1.6), fikdme, Ze je umisténim
vektoru u.

IIT. Pro kazdy bod A4 z A a kazdé dva vektory u, v z V plati
(1.8) A+@+v)=@A+u+v.

IV. Pro kaizdy bod A z A plati 4 4 o = A.

Je-li V linedrni vektorovy prostor dimense », nazyvame ¢&islo n také dimensi
ptislu$ného afinniho prostoru, ktery oznadime A,. Necht vektor x probiha
linearni soustavou vektori W, dimense k 1. v. prostoru V,, potom mnoZinu
viech bodu X z A, pro néz plati

X=A4+x

nazveme linearnim podprostorem dimense k afinniho prostoru A,, uréenym
bodem A a linedrni soustavou vektorit W;, oznadeni {4, W,}. Ma-li W, basi
(1.1), oznaéime linedrni podprostor {4, W,} také {4; u,, u,, ..., u;}. Lze doka-
zat, %e kazdy linearni podprostor afinniho prostoru A je opét afinnim prosto-
rem. Linearni soustavu vektori W, nazveme k-smérem linearniho podprostoru
{4, W,} (ovéem pouze pro k¥ = 1). Pro k = 1, 2 uZivime pro linedrni pod-
prostory téchto dimensi nédzvu pfimka a rovina. Libovolny bod U linedrniho
podprostoru {4, W,} spolu s libovolnou basi jeho k-sméru nazveme basi linear-
niho podprostoru {4, W,}. O dvou linedrnich podprostorech {4, W,}. {B, W,’}
tikdme, Ze jsou rovnobéiné, je-li bud W, c W, nebo W; c W,. Budiz {4, u}
pfimka. MnoZinu v8ech bodid X, pro néz plati

X=A+tu, t=0(>0)

nazyvame uzavienou (otevienou) polopfimkou a oznatujeme {4;u} (stejné
jako pfimku {4; u}). Bod 4 je poéatek této polopfimky. Podobné, je-li {4;
u, v} rovina, potom mnoZinu v8ech bodd X, pro néz plati

X=A+tu+rw,r=0(r>0),

nazyvéme uzavienou (otevienou) polorovinou a oznadujeme {4; u, v}. Pfimka
{4; u} je hrani¢ni pfimkou této poloroviny. Koneéné, je-li dimense afinniho
prostoru n = 3, a je-li {4; u, v, w} base tohoto afinniho prostoru, potom mno- -
Zinu v8ech bodd X, pro néz plati

X=A+tut+rv+sw, s=0(s>0),

nazyvame uzavienym (otevienym) poloprostorem a oznafujeme {4; u, v, w}.
Rovina {4; u, v} je hraniéni rovinou poloprostoru {4; u, v, w}. Pfenechavame
dtenati, aby si vyslovil sdm definici opaénych polopiimek, opa¢nych polo-
rovin a opaénych poloprostori. Podotknéme vyslovné, Ze poloprostory
{4,u,v,w} a {4,u,v,w} s touZ hraniéni rovinou {4; u, v} jsou opaéné tehdy
a jen tehdy, jsou-li base u,v,w a u, v, w’ nesouhlasné tj. je-li determinant
transformace base u, v, w v basi u, v, w’ zaporny.

Jak jiz bylo feleno, neni zde moZno podat tplny vydet vSech vlastnosti
afinniho prostoru, potfebnych ke studiu afinnich zobrazeni tohoto prostoru.
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Ctens¥i, ktery se seznamil se zéklady moderni analytické geometrie viak nebude
odvozeni téchto vlastnosti &init potize. Na zavér podotknéme, Ze rovnost
definovana ve vektorovém i afinnim prostoru je zakladni rovnosti na mnoziné.

2. Pojem a zakladni vlastnosti afinniho zobrazeni

Drive nez vyslovime definici afinniho zobrazeni, provedme tuto pfipravnou
tvahu:

Budiz £ libovolné vzajemné jednoznaéné zobrazeni afinniho prostoru
A;. Obraz bodu X v tomto zobrazeni oznadime bud X' nebo urditéji Z(X),
piipadné také pouZijeme zapisu Z(X — X'). Predpokladejme, Ze zobrazeni
Z mi vlastnost vyjadienou touto ekvivalenci:

(2.1) B—A=D—-C=B —A' =D —C

(pfi tom A4’, B’, C’, D' jsou po Fadé obrazy bodu 4, B, C, D v zobrazeni %).
MizZeme proto v zobrazeni & definovat obraz vektoru u takto: Je-liu = B —
— A, pak ' = B’ — A’. Tato definice vzhledem k (2.1) nezavisi na umisténi
vektoru u. Z (2.1) také plyne, Ze ke kazdému vektoru v’ existuje pravé jeden
vektor v, jehoZ je v’ obrazem. Vektor v nazveme vzorem vektoru v’ v zobrazeni
Z. O vzajemné jednoznadném zobrazeni £ afinniho A,, pro které plati (2.1)
fikdme, Ze indukuje vzajemné jednoznaéné zobrazeni ve vektorovém prostoru
V,.
Nyni jiz miZeme vyslovit definici afinniho zobrazeni:

Definice 2.1. Vzdjemné jednoznaéné zobrazent eA afinntho prostoru A, na tyz
afinnt prostor A; nazveme afinnim zobrazentm nebo také afinitou, bude-li mit toto
zobrazent vlastnosti:

(I.) Zobrazent o indukuje vzdjemné jednoznaéné zobrazeni wve wvektorovém
prostoru A,.

(I1.) Pro kaZdé dva vektory u, v platt

(2.2) A+ v) = L) + L)Y,
(I11.) Pro ka#dy vektor u a kaZdé redlné ¢islo t platt
(2.3) oA (tu) = tf(u) .

Poznamka: Ctena¥, ktery je sezndmen s pojmem linedrniho zobrazeni,
miZe vyslovit definici 2.1 struénéji: Vzajemné jednoznaéné zobrazeni afinniho
prostoru A, na sebe, které indukuje vzajemné jednoznaéné linedrni zobrazeni
ve vektorovém prostoru V; nazyvame afinnim zobrazenim.

Véta 2.1. Je-li eA4 afinila, B= A + u,je B' = A’ + u'.
Véta 2.2. Pro kaédou afinitu o platt

% x
(2.4) ed( Z au;) = Z a2 (u,;) .
i-1 i=1

k
Vita 2.3. Je-li o afinita, B = o + 2 au,, pak
i=1

4) Obrazy vektord zna¢ime analogicky jako obrazy bodi.



k
(2.5) o AB) =) + 2 el (u) .

Yéta 2.4. Obrazem nulového vektoru v kaidé afinité je nulovy vektor, obrazem.
nenulového vektoru je nenulovy vektor.

Dikazy vét 2.1.—2.4. jsou trividlni a pfenechavame je ¢tendti.
Véta 2.5. Budte

(26) ul’ Uy, ..., Uy
vektory,
(2.7) uy, ug,....u;

jejich obrazy v afinité o . Pak vektory (2.7) jsou linedrné zdvislé tehdy a jen tehdy,
jsou-li linedrné zdvislé vektory (2.6).

Dikaz: I. Necht jsou vektory (2.6) linearné zavislé, pak je
(2.8) au, 4+ au, + ... +aqu, =0,
kde aspoii jedno z éisel |
(2.9) Ayy gy ooy Ay
je rizné od nuly. Obrazem vektoru (2.8) je podle vét 2.2 a 2.4 vektor
(2.10) au; + auy + ...+ au, =0.

Vzhledem k tomu, %e aspoii jedno z ¢isel (2.9) je rizné od nuly, jsou vektory
(2.7) linearné zavislé.

II. Necht jsou vektory (2.7) linearné zavislé. Pak plati (2.10), kde aspoii jedno
z &isel (2.9) je rizné od nuly. Vzorem vektoru (2.10) je vektor (2.8), proto jsou
vektory (2.6) linedrné zavislé.

Véta 2.6. Budte

(2.11) u,, uy, Uy,
(2.12) Vi Vy, vy
dvé base. l.v. prostoru Vs,

(2.13) uy, uy, Uy,
(2.14) Vi, Vg, Vg

jejich obrazy v afinité of . Potom determinant transformace base (2.11) v bass (2.13)
je roven determinantu transformace base (2.12) v basi (2.14).

Dukaz: Podle véty 2.5 tvori vektory (2.13) a (2.14) basi 1. v. prostoru V,.
Z véty 2.2 plyne, Ze determinant C transformace base (2.11) v basi (2.12) je
roven determinantu transformace base (2.13) v basi (2.14). Oznadime-li D
determinant transformace base (2.11) v basi (2.13), D’ determinant trans-
formace base (2.12) v basi (2.14), je determinant transformace base (2.11)
v basi (2.14) roven jednak DC, jednak CD’, takze plati

DC = CD’
a odtud, protoze C' + 0 plyne D = D', coz se mélo dokéazat.
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Definice 2.2. Necht afinita of pievddi basi (2.11) v basi (2.13)%). Determinant.
transformace base (2.11) v basi (2.13) nazveme determinantem afinity <.

Pozndmka: Determinant afinity, jakoZto determinant transformace je
vidy razny od nuly. Podle véty 2.6 nezavisi determinant transformace na volbé
base (2.11). Ma tedy kazda afinita pravé jeden determinant.

Z vét 2.2, 2.3, 2.5 si étenaf snadno dokaZe vétu:

Véta 2.7. BudiZ ddna afinita /. Potom plati:

1. Obrazem linedrni soustavy vektori {u} resp. {u, v} je linedrni soustava vek-
tord, {u'} resp. {u’, v'}.

2. Obrazem pfimky {A, u} resp. roviny {A4;u,v} je pitmka {A';u'} resp.
rovina {A’; u',v'}.

3. Obrazem dvou souhlasnych (nesouhlasnych) basi 1. v. prostoru V, jsou opét:
souhlasné (nesouhlasné) base 1. v. prostoru V,.

4. Obrazem polopiimky {4; u} resp. poloroviny-{4; u, v} resp. poloprostoru
{A; u, v, w} je polopfimka {4’; u’} resp. polorovina {A4’; u’, v'} resp. poloprostor
{45 d',v',w'})

Definice 2.3. Afinity s positivnim determinantem se mazyvajt pfimé, afinity
s negativnim determinantem se nazyvaji neprimé.

Z véty 2.6. a definice 2.3 plyne okamzité:

Véta 2.8. Primd afinita prevddts kaZdou basi 1. v. prostoru Vg v bast s ni sou-
hlasnou, mepiimd afinita pfevddi kaZdow bast l. v. prostoru V,; v basi s ni ne-
souhlasnou.

Véta 2.9. (Véta o uréenosti afinniho zobrazent.) Budte
(2.15) A,u,v,w,
(2.16) ' A,u,v,w

dvé base afinniho prostoru A;. Potom existuje prdvé jedno®) afimni zobrazent
prostoru A,, které prevddi basi (2.15) v basi (2.16).

Dukaz: I. Existence: Budiz X libovolny bod prostoru A,. Pak je

(2.17) X=A4+zu—+ x,v+ 2w,
Bodu X ptifadme jako obraz bod

A
(2.18) Z(X)=A4A"+ zu + x,v + W' .

Zobrazeni % definované vztahy (2.17) a (2.18) je zfejmé vzajemné jedno-
zna¢né zobrazeni afinniho prostoru A; na sebe. DokaZzeme, Zze £ je afinita.

1.Budiz Y — X =V — U, pak je

Y =4 +yu+ yv + yw,

X=A+ zu—+ z,vy + 2w,

V = A + vu + vy + vgw,

(2.19) U=A4 4+ uu—+ uyv + uw,
B 8) Tj. necht je obrazem base (2.11) v afinit® o/ base (2.13).

8) Rovnost dvou afinit definujeme jako rovnost dvou zobrazeni, tj. dv§ zobrazeni afinniho
prostoru A; 2 a 2’ jsou si rovna tehdy a jen tehdy, je-li pro kazdy bod X, 2(X) = 2'(X).
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dale \
Y =Z(Y) = A"+ yu' +yv' + yw',
X' =ZX)=A4"+zu + zy + z,w,
Vi =Z(V)y= A" + v,u’ 4+ vov' + oW’
(2.20) U'=Z{U)=4"4+ uu + uy' + uw' .
Ze vztahuY — X =V — U a ze vztahi (2.19) vyplyva
(2.21) Yo =T, =Yy —Up Yo — Ty = Vg — Up, Y3 — T3 = Vg — Uy
a odtud pomoci vztahu (2.20) dostavame Y’' — X' =V’ — U’. Jestlize je
naopak Y’ — X' = V' — U’, pak (2.21) plyne z (2.20) a pomoci (2.19) dosta-
vame ¥ — X =V — U. Zobrazeni Z tedy indukuje vzijemné jednoznadné
zobrazeni v 1. v. prostoru V.

2., 3. Budiz x libovolny vektor z V;. Poloime X = 4 -+ x. Budiz
(2.22) X = T,U + T,V + T,w.

Protoze je x = X — A, plati podle &asti 1.: x’ = X' — A'. Z (2.22) proto
plyne, Ze :
(2.23) x =xzu + xv 4 1w .

Ze vztahl (2.22) a (2.23) pak vyplyva, Ze zobrazeni & mé vlastnosti (II.)
a (IIL.) pozadované definici afinniho zobrazeni. Je tedy & afinita.

Polozime-li v (2.17) a (2.18) x, = x, = x, = 0, zjistime, Ze obrazem bodu A4
je bod A’. PoloZime-li ve vztazich (2.22) a (2.23) nejprve , = 1, x, = 2, = 0,
pak z, =1, z, = z; = 0 a koneéné x, = x, = 0, x; = 1, dostaneme, Ze obrazy
vektori u, v, w jsou po fadé vektory u’, v', w'. Zobrazeni & je tedy afinni
zobrazeni, které prevadi basi (2.15) v basi (2.16).

II. Unicita: Je-li X libovolny bod prostoru A,, plati (2.17). Jestlize afinita
&/ prevadi basi (2.15) v basi (2.16), pak podle véty 2.3 plati pro obraz X’ =
= &/(X) bodu X (2.18). Je tedy pro kazdy bod X &/ (X) = Z(X), proto &/ = Z,
coZ se mélo dokazat.

Zaroven jsme dokdazali vétu:

Véta 2.10. Jsou-li (2.15) a (2.16) dvé base afinntho prostoru A,, pak zobrazent
% definované vztahy (2.17) a (2.18) je afinitou, kterd indukuje vzdjemné jedno-
znactné zobrazent v 1. v. prostoru V, definované vztahy (2.22) a (2.23).

Véta 2.11. Identické zobrazent (identita) afinniho prostoru A,7) je afinita,
kterd indukuje identické zobrazeni v l. v. prostoru V,.

Dikaz: PoloZime-li v (2.16) A’ = A, v = u, v = v a w = w, dostaneme
z (2.18) X' = Z(X) = X, tj. identitu. Podle véty 2.10 je zobrazeni definované
pomoci (2.17) a (2.18) afinitou.

3. SamodruZzné body a vektory afinniho zobrazeni

Definice 3.1. Bod X prostoru A, nazveme samodruznym bodem afinntho zobra-
zent &, je-li (X)) = X.

Vektor u 1. v. prostoru V, nazveme samodru?nym vektorem afinniho zobra-
zeni &, je-li &/(u) = u.

7) Tj. zobrazeni & definované vztahem 2 (X) = X pro kazdy bod X.
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Mnozinu M boda (vektori) nazveme samodruiZnou mnoZinou afinniho
zobrazeni &/, je-li obraz kazdého jejiho bodu (vektoru) opét bodem (vektorem)
mnoziny M; a obracend, je-li kazdy bod (vektor) mnoziny M vzorem bodu
(vektoru) mnoziny M. Je-li mnoZina M bodu (vektori) samodruZnou mnozinou
afinniho zobrazeni &/, fikdme, %e afinni zobrazeni «/ mnoZinu M reprodukuje.

Véta 3.1. Nulovy vektor je v kaZdé afinité samodruény.

Diukaz: BudiZ & afinita, u libovolny vektor, pak jeo = 0. u a tedy «/(0) =
=0.2u)=o.

Véta 3.2. Je-li u nenulovy samodruny vektor afinity o, je kaidy vektor linedrnit
soustavy vektors {u} samodruny.

Diikaz: Je-live {u}, je v="={.u a tudiz (v) = H(fu) = tA(u) = tu = v.

Podobné se dokazi nasledujici dvé véty:

Véta 3.3. Jsou-li dva linedrné nezdvislé vektory u, v samodruiné v afinité o,
je kaZdy vektor linedrni soustavy vektord {u, v} samodruiny.

Véta 3.4. Je-li kaZdy vektor jisté base u, v, w l. v. prostoru V, samodruzny,
je kady vektor z V, samodruény.

Véta 3.5. Necht je obrazem menulového vektoru u v afinité o vektor ku, k + O.
Potom je linedrni soustava vektord {u} samodruind a obrazem kaZdého vektoru
v z {u} je vektor kv.

Dikaz: Podle vlastnosti (II.) afinniho zobrazeni je &/(v) = &/(tu) = {7/ (u)=
= thu = k(tu) = kv. Obrazem kazdého vektoru v z {u} je tedy vektor kv, coz
je opét vektor z {u}. ProtoZe obrazem linedrni soustavy vektoru je opét linedrni
soustava vektoru téze dimense, je véta dokazana.

Véta 3.6. Budle u, v, w po dvou linedrné mezdvislé vektory, které ndleseji tée
linedrnt soustavé vektori {u, v}. Nechf pro afinitu </ plati Z/(u — au, v — bv,
w —> cw). Potom je a = b = ¢ a ka#dd linedrni soustava vektord dimense 1 obsa-
Zend v {u, v} je samodruZnd.

Duikaz: I. Plati w = 2u + yv, x + 0, y &+ 0. Déale plati &/ (w) = 27 (u) -+
+ y(v) = (xa) u 4+ (yb) v, soudasné viak je Z(w)=cw = (cx)u + (cy)v,
proto cx = za, cy = yb a tedy ¢ = a, c = b.

II. Dokézeme, 7ze kaZdé linearni soustava vektori dimense 1 obsaZzena
v {u, v} je samodruznd. ProtoZe obrazem linedrni soustavy vektori {x} je linear-
ni soustava vektort {#/(x)} staéi dokazat, Ze «/(x) = ax, a + O. Budiz tedy
{x} c {u,v}, pak x = ku 4 hv, proto (x)= k(u)+ ht(v) = (ka)u +
+ (ha) v = a(ku + hv) = ax.

- Poznamka: Zaroven jsme dokazali, Ze jsou-li splnény pfedpoklady véty
3.6 existuje realné &islo a + O tak, Ze pro kaidy vektor x e {u, v} plati &7/(x) =
= ax.

Viéta 3.7. Budte u. v, w, t vektory, z nichZ Zddné tFi nejsou linedrné zdvislé.
Necht pro afinitu o/ platt o/ (u — au, v — bv, w — cw, t — dt). Potom je a =
= b = ¢ = d a obrazem libovolného vektoru x je vektor ax a tedy kafdd linedrnt
soustava vektord dimense 1 je samodruind.

Dikaz véty 3.7 je analogicky dilkazu véty 3.6 a pfenechavame jej ¢tenafi.

Véta 3.8. Necht jsou v dané afinité o dva razné body A, B samodru#né. Potom
je kaZdy bod pFimky
(3.1) X=A+4+HB— 4)

samodruny.
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Dikaz: Budte A’, B’, X’ po fad® obrazy boda A, B, X v afinité «/. Pak
X =A4A"+iyB —A)=A4A+ B —A4)=X.

Véta 3.9. Necht jsou v dané afinité of tFi body A, B, C, které nendlefeji Zddné
pFimce, samodruiné. Potom je kaZdy bod roviny

(3.2) X =A+ B — A)+r(C — A)
samodruény.

Yéta 3.10. Necht jsou v dané afinité o7 &yii body A, B, C, D, které nendleZejt
Zadné roviné, samodruiné. Potom je kaZdy bod prostoru A, samodruZny.

Véty 3.9 a 3.10 se dokazZi stejné jako véta 3.8.

Pro samodruzné body afinity jsou tedy mozné nasledujici pfipady:

1. Afinita mé vSechny body samodruzné.

2. Afinita mé pravé rovinu samodruznych bodu.

3. Afinita ma pravé pfimku samodruZnych bodu.

4. Afinita méa pravé jeden samodruzny bod.

5. Afinita nemd Zadny samodruzny bod.

Nasim tdkolem bude dokazat existenci vSech téchto péti typa afinit. Diive
zavedeme nazvy:

Definice 3.2. Afinitu, kierd md vechny body samodruzné nazveme identickou.
afinitou nebo krdtce identitou.

Afinitu, kterd md prdvé rovinu samodruéniyjch bodé mazveme rovinovou afini-
tou, rovinu samodrugnych bodd této afinity nazveme rovinou afinity.

Afinatu, kterd md prdvé pFimku samodruZnijch bodi nazveme osovou afinitou,
pFimkw samodrugnijch bodd této afinity nazveme osou afinity.

Afinitu, kterd md prdvé jeden samodruZnyg bod, nazveme stfedovou afinitou,
jejs samodruiny bod nazveme stiedem afinity.

Véta 3.11. Existuje identickd afinita.

Véta 3.11 je piimym disledkem véty 2.11.

Véta 3.12. K Libovolné roviné {A4; u, v} existuje asposi jedna rovinovd afinita,
pro ntf je rovina {A; u, v} rovinou afinity.

Dikaz: Volme vektory w + w’ tak, aby 4,u,v,w a A, u, v, w byly base
pro A,. Afinni zobrazeni &/(4 —~ A4, u - u, v > v, w > w’) je uréeno jedno-
znatné podle véty 2.9. Protoze je w' & w neni &7 identitou (viz vétu 2.11).
Budiz Xe{d;u,v}, pak X =A 4+ tu+rv a A (X)= H(4)+ tL(u) +
+ref(v) = A + tu + rv = X. Kazdy bod roviny {4;u,v} je proto samo-
druZny. Dal§i samodruzné body této afinity neexistuji podle véty 3.10. o je
rovinovou afinitou s rovinou {4; u, v}.

Véta 3.13. Ke katdé pFimce {A; u} existuje aspori jedna osovd afinita, kterd.
md pFimku {4; u} za osu afinity.

Dikaz: DokdZeme nejprve, Ze ke kazdé basi u, v, w 1. v. prostoru V, existuje
base u, v/, w’ takova, %e vektory v’ — v, w’ — w jsou linedrné nezavislé. Budiz
v/ = 2v, w = 2w. Potom je zfejmé u,v’,w’ basi 1. v. prostoru V,. ReSme
rovnici

(3.3) (v —v) +yw —w)=o0.
Dosadime-li do rovnice (3.3) za v’ a w’, obdrzime av + yw = o, protoz = y =
= 0 a vektory v — v, w* — w jsou linearn& nezavislé.
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BudiZ {4; u} libovolnd pfimka. Volme vektory v, w, v/, w’ tak, aby 4, u, v, w
a 4, u,v',w byly base prostoru A; a aby v’ — v, w' — w byly linedrné neza-
vislé vektory. Afinita /(4 - A, u—>u, v >V, w—>w') je jednoznainé
uréena podle véty 2.9.

Je-li Xe{d;u}, je X =A + tu a tedy H(X)= H(4)+td(u) =4 +
+ tu = X. Kazdy bod piimky {4; u} je tedy samodruzny.

BudiZ nyni X libovolny samodruzny bod afinity «. Pak je

X=A4A+tu+rv+ sw
a soudasné
X=X"=A4A+tutrv' + sw.

Porovnanim obou vztahu dostaneme
rv' —v) + s(w —w) =o.

ProtoZe v/ — v a w' — w jsou linearné nezivislé, jer =s=0a X = 4 + tu
je bodem primky {4; u}.

Véta 3.14. Ke kafdému bodu A existuje aspoti jedna stfedovd afinita, pro ni%
je bod A stfedem afinity.

Dukaz: Podobré jako ve vété 3.13 se dokaZe, Ze ke kaZdé basi {u, v, w}
1. v. prostoru V, existuje takova base {u’,v’', w'}, Ze vektory u’ — u, v’ — v,
w’ — w jsou linedrné nezavislé. Budte tedy A, u,v,w a 4, u’, v/, w dv& base
afinniho prostoru A, takové, Ze vektory u’ — u, v/ —v, w' — w jsou linedrn&
nezavislé. Potom afinita /(4 - A4, u >u', v ->v', w > W) je podle vty
2.9 uréena jednoznadr.é. Bod 4 je zfejmé v této afinité samodruzny. DokidZeme,
Ze & nemd dalSich samodruznych bodda.

Budiz X libovolny samodruzny bod afinity 7. Pak je
X=A+tu+t+rv+ sw

a soudasné
X=X"=A44+tud 4+ rv' 4+ sw'.
Porovnanim téchto vztahu zjistime, Ze
Hu —u)+r(v —v)+sw —w)=o0.
Vzhledem k linedrni nezavislosti vektort v/ — u, v —v,w —w je t =r =
=s=0a X = A.

Véta 3.15. Budte A;u,v,w a A';u’, v, w dvé base afinntho prostoru Ay

takové, Ze plati
uU=u v=v, w=qutbv+cw,
A'=A4 + pu + qv

(3.4)
pii EemZ ¢ + 0,1 a aspoti jedno z isel p, q je riazné od nuly. Potom afinita < .
(A >4 u—>ud, vV, w—>w) je afinita bez samodruinich bodi, kterd je
pFimd pro ¢ > 0, nepfimd pro ¢ << 0.

Dikaz: Determinant afinity je zfejmé roven ¢, takie & je piima afinita
proc¢ > 0, nepfima pro ¢ < 0. DokdZeme nyninepiimo, Ze & nemd samodruzny
bod. Budiz tedy X samodruznym bodem afinity &/. Pak je jednak

(3.5) X=4 +tu+rv+ sw
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a soudasné

(3.6) X=X =A4"+tud + rv' J-sw’.
Dosadime-li do (3.6) z (3.4), dostaneme
(3.7 X=A4A4 @t+p+as)u—+ (r+ q -+ bs)v + csw.
Porovname-li (3.7) s (3.5) dostaneme soustavu rovnic:
t+p+as=t,
r+q+bs=r,
s =s.

Protoze ¢ + 1 plyne z posledni rovnice, Ze s = 0 a z prvnich dvou p = ¢ = 0,
coz je spor s predpokladem. Tim je véta 3.15 dokazana.

(Dokondent)
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