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O NEKTERYCH PROBLEMECH SOUVISIcICH
" 8 KARDINALNf ARITMETIKOQU

Mmosrav Novorn¥, Brno !

1. V klasické teorii mnoZin byla aritmetika kardindlnich &isel budovana
oddélend od aritmetiky ordindlnich éisel. Americky matematik G. BIREHOFF
vybudoval teorii obecn&jsf!) tak, Ze definoval kardinalni soudet, soudin a moe-
ninu a ordindlni soudset, soudin a mocninu pro libovolné dvé uspotddané
mnoZiny. Ukazalo se pFitom, Ze v&tiina pravidel platnych v aritmetice kardi-
nalnfch i ordindlnich disel zistdva zachovana. Birkhoffova zobecnéns aritme-
tika umoZiluje ,,poéitat’ i s objekty, které do ramece klasické aritmetiky kardi-
nalnich a ordinaInich &isel nezapadaji.

V tomto ¢lanku si vEimneme kardindlnich operaci a nékterych problémi,
kteréd s nimi souvisi.

Zakladnifm pojmem Birkhoffovy zobecnéné' aritmetiky je pojem uspofd-
dené mnoZiny. MnoZina 4 se nazyvi uspofddand, kdyz je v ni definovéna
bindrni relace <, kterd ms tyto vlastnosti:

1. Pro kaZdé z ¢ 4 plati + = =.

2. Plati-li pro prvky =,y ¢ A vatahy ¢ < g,y < z, jex=y.

3. Plati-li pro prvky =, 4,2 A vztahy o < ¢, y g zZjex =z

Jasou-li x, 9 € A takové prvky, %e plati budto ¢ < ¢, nebo y = =z, fikéme,
Ze tyto prvky jsou srovnalelné; v opatném pipadé je nazyvime nesrovnatel-
ngmi. Je patrné, e katds podmnofing uspofddané mnoZiny je nspofddand. Je-li
r =y, 2 + ¥, plieme z << y.

Piiklad 1. Bud M neprézdnd mnoZina, I systém viech jejich podmnofin.
Pro mnoziny A ¢ M, B ¢« M polofme A < B, kdy¥ a jen kdy2 4 € B. Pak M
je uspofadand mnozina.

P¥iklad 2. Bud M neprazdni mnoima Pro jeji prvky z, y poloime z < y,
kdyZ a jen kdy# # = y. Takovou mno#inu nazveme podle Birkhoffa kardindl.
ném &slem. Libovolné dva rizné prvky takové mnoZiny jsou nesrovnatelné.

Ptfiklad 3. Bud M neprazdnd uspofddand mnoZina, v niZ neni nesrovnatel-
nych prvkii. Pak M se nazyva fefézec nebo té% jednodude uspofddand mnoiina.
Prikladem Fetézee je mnoZina slofend z prvki 0, 1 takovych, Ze 0 << 1. Oznadu-
jeme ji symbolem 2.

1) Br. G. BIREHOFF, Lattice Theory, rov. ed. 1948, Chap. I § 7,8; knihe byla pfeloens do ruitiny

pod ndzvem Teopuda c¢TpykTyp, 1852, Daldi prameny z redakénich divoed neuvidim. Zéjemei
o tuto problematiku se mohou obrétit pfime na autora &lénku.
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Budte 4, B uspotddané mnoziny, f(x) zobrazeni mnoZiny B do mnofiny 4.
Rekneme, %o toto zobrazenf je izotonni, jestlife pro ka?dé z,yeB, 2 =y
platf f(z) < f(g).

Méjme dvé uspofddané mnoZiny 4, B. Nechf existuje prosté zobrazeni f
mnoZiny B na mnofinu 4, které je izotonni a mé tu vlastnost, Ze také
inverzni zobrazeni f-! je izotonni. Pak zobrazeni f{ nazveme izomorfismem
mnoZiny B na mnoiinu 4. Mnofiny A4, B nazyvime izomorfnimi a pifeme
A = B. Ztejmé plati pro libovolné uspoiddané mnoZiny 4, B, C:

1. Jest A = A,
2. Je-li 4 = B, je také B = A,
3, Jelid=BB=0C,jetaké A = C,

Podle této definice rovnosti povaiujeme izomorfni mnoZiny za rovné.
To tedy znameni, Ze nepracujeme s uspofadanymi mno#inami, nybrz s jejich
typy-

Pfiklad 4. Budte A, B kardindln{ &isla. Rovnost 4 = B plati podle na¥f
definice, kdyZ a jen kdyZ existuje aspoii jeden izomorfismus mnoZiny 4 na mno-
Zinu B. Takovy izomorfismus viak existuje pravé tehdy, kdyZ existuje aspoil jed-
no prosté zobrazeni mnoZiny A na mnofinu B, tedy pravé tehdy, kdyZ mnoZiny
A, B maji stejnd kardindlni éfsla ve smyslu klasické tecrie. Proto miiZeme
kardinalni éislo ve smyslu Birkhoffové (uspofddanou mnozinu} i jeho kardindlni
¢islo ve smyslu klasickém {mohutnost této mnoziny) oznadovat stejnym symbo-
lem. Je-li tedy nap¥. X, resp. m, libovolnd mohutnost (kardindlni &slo v klasic-
kém slovs smysiu), znadf ¥, resp. m, také uspofédanou mnoZinu 0 mohutnosti
R, regp. m, v niZ jsou libovolné dva riizné prvky nesrovnatelné. V daliim textu
bude kardiniln{ &islo znadit vidy kardindln{ &slo ve smyslu Birkhoffové; kardi-
nélni ¢islo ve smyslu klasickém budeme nazyvat mohutnosti.

V daldim textu rozumime uspofddancu mnoZinou vidy neprazdnou uspofi-
danou mnofinu. V ndsledujicich t¥ech definicich budte A, B uspofidané
mnoZiny; v prvnf definici pfedpoklddejme nadto, e 4, B jsou disjunktni,

Mnozinu 4 v B uspotddejme timto zphsobem: Uspofddéni v mnoZind A
i v mno#iné B zhstane a libovolné prvky = € 4, y € B jsou nesrovnatelné. Pak
mnoiinu 4 U B uspofddanou podle tohoto pravidla nazyvéme kardindinim
soultem mno¥in 4, B a oznadujeme ji symbolem 4 + B.

Mnozinu 4 X B uspofddejme timto zphsobem: Pro [#, ¢le d X B, [#',¥] ¢
€ 4 X B klademe [z, y] < [2', ¥'], kdy% » jen kdyZ x < 2,y < y’. Pak muno-
#inu 4 X B 8 timto uspofidénim nazyvame kardindinim soufinem mmnoZin
A, B a oznadujeme ji symbolem AB.

V mnoZiné viech izotonnich zobrazeni mnoZiny B do mnoZiny A definujeme
uspofadéni podle tohoto pravidla:

Pro izotonni zobrazeni f, ¢ polofime f = g, kdyZ a jen kdyz plati f(z) = g(a:)
pro kaZdé z ¢ B. {*}

MnoZinu viech téchto zobrazeni uspofddanou podle uvedeného pravidla
nazyvéme pak kardindlni mocninow se zdkladem A a exponentem R a oznaiu-
jeme ji symbolem A3

Pi#fklad 5. Bud § kardindlni &¢islo. Pak 2* je mno#ina viech funkei deimu-

vanych na mnoZiné % a nabyvajfeich jen hodnot 0, 1; je uspoFadina podle
pravidla (*). Je to tedy mnoZina charakteristickych 'funkef viech podmnoZin

LY
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mnotiny & a ta je izomorfni se systémem vSech podmnoZin mnoZiny & uspota-
danym jako v pfikladé 1.

Snadno se nahlédne toto: Je-lid = C, B = D,je A + B = C 4+ D; podobné
vztahy plati také pro kardinalnf soudin a moeninu. Tedy operace s uspofadany-
mi mnozinami definuji jednoznaéné operace s jejich typy. Kromé toho je zcela
patrné, Ze aplikace t&chto operaci na kardinlni &isla vede na klasické operace
8 mohutnostmi.

Pro kardindlni operace plati tato pravidla:
Vétal, X+ Y=Y+ X, X4+ (Y+2)=(X+Y)+ Z,

XY =YX, X(YZ)= (XY Z,
X(Y+2)=XY+ X2, (X4+YVVZ2=XZ+7YZ,
XY+zZ — XVXZ, (XY)Z = X2Y7,

(X¥)2 = Xvz,

-Uvedeme nyni nékolik problémi, které souvisi s kardindlni aritmetikou.

2. Ve viech odvétvich matematiky je velmi dilefity problém tzv. wnsver-
zdlnich objekti. Tak napt. Cantorova rovinnd kiivka, kterd ke kazdé rovinné
Cantorové kfivce obsahuje homeomorfni &dst, se nazyva univerzdlni rovinnd
Cantorova kiivka. Bud % libovolna nekonednd mohutnost; uspofadansd mno-
iina M se nazyva N-univerzdini, jestlife ke kaZdé uapoisdané mnofing N
o mohutnosti ¥ existuje v M izomorini podmnoZina s N,

Véta 2. Kardindint mocnina 2% je R-univerzdini uspofddand mnodina.

Tato univerzdlni mno#ina mi oviem mohutnost 2%, Z platnosti obecné
hypotézy kontinua (2% = &,1,) se di dokézat ke kaidé nekonené mohutnosti
¥ existence N-univerzdlni uspofddané mnoZiny o mohutnosti X.

3. Jak jsme jiZ uvedli, je 2® systém viech funkei nabyvajicich jen hodnot 0, 1
definovanych na mno#ing X a uspofddany podle pravidia (*}. Na mnoZiné %
definujeme libovolné dobré uspofadini =<, a mnoZinu funkei nabyvajicich na
mnozing R jen hodnot 0, 1 uspoféddejme lexikograficky, t]. podle tohoto pravidla:
Pro funkce £, ¢ poloZime f < g, existuje-li prvek z, ¢ ¥ tak, Ze f(x,) < g{z,)
a fle} = glx) pro kaidé z ¢ 8, x < z,. Pak mnoiina viech téchte funkei uapo-
tadand relaci < je tetézec, ktery oznatime #2, Identické zobrazen{ i je zfejmé
prostym izotonnim zobrazenfm mnoZiny 2% na mnoZinu «2,

Je-li nyni 4 libovelna uspofadand mnoZina o mohutnosti ®, lze ji podle
véty 2 vnofit do mnoziny 2% a zobrazeni i zobrazi mnoZinu A prosté na jistou
dast mnoZiny »2, tedy na jisty fetézec K. Plati tedy:

Vi&ta 3. Ke kaidé uspofddané mnofiné A existuje aspodt jeden fetézec K
a prosté izotonni zobrazent mno¥ing A na mnofinu K.

Poznamka. Sestrojeny fetézec K se nékdy nazyva douspofadinim {uspoia-
dané) mnoziny 4. Konstrukei lze dokonce zatfidit tak, Ze pro libovolnou
uspofddanou dvojici nesrovnatelnych prvkit z,y ¢ A existuje Fetdzec K,
a prosté izotonni zobrazeni A, , mnoZiny 4 na mnoZinu K, , tak, Ze A.,(x) <
< hayly) .

Bud 4 uspotadand mnozina, / mnoZina. Necht je ke kaZdému :e I pfi-
fazen Fetézec K, a prosté izotonni zobrazeni £, mnoZiny 4 na mnoZinu K, tak,
#e pro libovolné x, y ¢ A plati z < y, kdy% a jen kdy# je &,(x) < A,(y) pii kaz-
dém : e I. Pak fekneme, Ze systém Fetézei K, spolu se systémem zobrazeni A,
je realizdtor uspofidini < mnoZiny 4. Mekutnosti tohoto realizétoru rozumime
mohutnost mnoziny I.
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V&ta 4. Ke kaidé uspotddané mnofiné existuje aspon jeden realizdtor jejiho
uspofdddndt,

Dtikaz. Ke ka2dé uspotadané dvojici z, ¥ nesrovnatelnych prvki uspofddané
mnozmy A ptifadme podle poznémky tetézec K, , a prosté izotonni zobrazeni
k., mnoZiny 4 na mnoZinu K, , tak, ¥e je b, (&) < A, 4(y). Systém viiech téchto
¥etdzcit se viemi t&mito zobrazenfmi tvobi ‘zkejmé realizator uspoiédéni mno-
finy A.

Mezi viemi realizatory uspofddani mnoziny A existuje aspofi jeden, ktery
mé nejmensi moinou mohutnost. Jeho mohutnost pak nazveme dimenzé
mnoZiny 4 a oznadfme ji symbolem dim A.

Pojem dimenze uspofidané mnoZiny a riiznd jeho zobecn&ni se studuji
v 8etnych pracich. Z uvefejnénych vysledkit plyne zejména:

Véta 5. dim A je nejmendi mohutnost m, k niZ existuje Fetézec K tak, ¢ A
je izomorfni 8 vhodnou podmnoinou mnofiny K=,

4. KardinéInf moeniny tvaru K4, kde K je fetézec, jsou zajimavé z nékolika
diivodi. Pedeviim jsou mezi nimi zehrnuty mocniny tvaru 2¥, o nichZ jeme
mluvili v odst. 2, Kromé toho json mezi nimi zahrnuty mocniny tvaru K=,
jejichi dileZitost jeme poznali v odst. 3. Koneén# jsou mezi nimi zahrnuty
moceniny tvaru F4, kde F je mnoZina viech redlnych &isel pH obvyklém
uspotédani. Prvky této mocniny jsou izotonni reilné funkece, tedy reilné
funkee, které zachovivaji uspofddani na 4. Jaou tedy prvky mnoZiny E4
k mnofiné 4 v podobném poméru jako aditivn{ a homogenni funkecionély
definované na vektorovém prostoru k tomuto prostoru; je tedy E4 jak;’zsi
adjungovany prostor k mnozing 4. Jeou-li 4, B uspofidané mnoZiny, % izo-
tonn{ zobrazen{ mnoZiny A do B, lze ke katdému prvku X e« EP piifadit prvek
Y ¢ B4 piedpisem Y(T) =X [h(T)] pro ka#dé 7 e A. Zobrazeni & piitazujici
k prvku X prvek Y je adjungované zobrazeni k zobrazeni kb a zobrazuje EP
do EA. Je-li & izomorfismus mnoziny 4 na mno#inu B, je A izomorfismus mno-
Ziny E® na mnoZinu B4, Ptirozend je obrdceni otdzka, zda z izomorfismu
mnofin £ E4 plyne izomorfismus mnoZin 4, B, Plat{ obecn¥ji;

Véta 6, Bud K fetézec aspofi o dvou procich, A, B uspofddané muofing.
Je-li K4 = K& je A = B.

5. Podobné otazky si miiZeme poloZit také pro kardinilni soudet a soundin:-
Za jakych pfedpokladii z rovnice

A+ X=4+Y, resp. 4X = A4Y,

plyne X = ¥?

Pro kardinélni soudet je zndmo ﬁplné fedeni: _

Pro prvky =z, y uspofddané mnoziny A poloime z = y, kdyZ exlstu]e vd
konedny podet prvki

+ = tlbtl: vty tﬂ=y

tak, e prvky ¢,-,, {, jsou srovnatelné pro i = 1, 2, ..., n. Relace = je ekvi-
valence na A, a definuje tedy na mno#iné€ 4 rozklad v t¥idy. (Dva prvky
x,y € A leif v jedné a téie tiidé, kdyZ a jen kdyZ x = ¢.) T¥idy tohoto roz-
kladu nazyvime komponentami mnofiny A. O mnoZiné A ¥ekneme, Ze ma
viastnost V, kdyi ke ka3dé jeji komponentd (' existuje jen koneény potet
komponent mnoziny A izomorfnich s mnoZinou C. Plati:

Vi&ta 7. Tyto dva viroky jsou ekvivelenind:
(A} Mnofina A md viastnost V.
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(B) A je iakovd uspofidand mnofina, ¢ Pro jakékoliv usporddané mnofiny
X, Yzroomice A + X =A+ Y plyne X = ¥,

Pro kardinilni sou¢in nenf znémo vplné ¥e¥eni; jeou zndmy jen nékteré
dastetné vysledky.

MODELY ATOMOVYCH JADER II
Joaer Kvasxrca, Praha
A) ZOBECNENY MODEL JADRA

UveD

V pledeflém ¢&ldnku [1] jsme si ukézali, Z¢ model nezdvislych &istic se sil-
nou spin-orbitalni vazbou (slupkovy model) dobfe vysvétluje celou Fadu
vlastnost{ jader v zédkladnim stavu, resp. v nejniziich excitovanych stavech.
Tento dspéch slupkového modelu je viak do znadné miry zastinén pomérné
velkymi odchylkami magnetickych momentl od ScEMIDTOVYOH hodnot a vel-
kymi rozdily mezi teoretickymi a experimentalnimi hodnotami elektrickych
kvadrupélovych momenti jader.

Velké hodnoty kvadrupélovych momenti celé fady jader ukazujf, fe znadni
t4st jader m4 spifie tvar rotadniho elipsoidn nef tvar koule. Magické jédra
maji{ bezpochyby tvar koule (kvadrupdlovy moment téchto jader @ = 0),
aviak sféricky tvar jader je znafné nestabilni, pfedeviim u téZkych jader.
Coulombovy sily se anaZi jadro roztadhnout a sily povrchového napétf zmensit
jeho povrch. Tyto dvé sily se takika kompenzuji, takie stadf nevelkd excitace
aby jadro ztratilo sféricky tvar. U tétkych jader pak mie dojit k &tdpeni
pod vlivem relativnd slabych execitaci (napt. U® po zachyceni tepelného
neutronu).

V slupkovém modelu se pfedpokldda, Ze nukleony se pohybuji v daném
gféricky symetrickém poli navzdjem nexdwvisle. Je z¥ejmé, Ze takovy ptistup
k problému mé znaéns ohranidenou oblast pouZiti. Jaderny potencidl, v némz
se pohybujf nukleony, neni potencidlem fixovaného silového pole, nybtz je
uréen pohybem nukleont. Na druhé strané kapkovy model je ptilis klasickou
aproximaci, pfi niZ se neberou v dvahu efekty, spojené s pohybem individual-
nich nukleonfi. Skutenym pomérim v jadfe bude proto lépe odpovidat
dynamicky kompromis mezi kapkovym modelem a modelem nezavislych
dasgtic. Takovy model jAdra navrhli a rozpracovali daniéiti fyzikové Aace Boar
a BEN MorTELSON. V literatufe byva tento model oznatovan rizné: zobeenény,
kolektivni, resp. sjednoceny. Zde budeme uZivat prvniho z téchto termini.

V zobecnéném modelu se predpoklidd, fe jidro se sklada z wnitfni ddsti
tzv. nuklidul)), tvofenéd nukleony uzavienych slupek, a vnéjiich nukleonn,
které se pohybuji v poli nuklidu. Pohyb vnéjiich nukleondi v poli nuklidu viak
nelze chapat staticky, nybrZ dynamicky: v diisledku interakce wnéjiich
nukleont 8 nuklidem se nuklid deformuje a tyto deformace maji za né-
sledek zménu pole, v ndm¥ se pchybuji vnéjii nukleony.

1) V nad litoratute nenl dosud ustdlena terminologie pro tuto vnitini st jédra, proto uity
tormin ,,nuklid” nutno poklddat za prozatimni,
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