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POKROKY MATEMATIKY. FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK IX—C&IsLO 1

O DOKONALYCH CISLACH
TiBoR SALAT, Bratislava
UvoD

UZ matematikom Pythagorovej §koly a EUKLIDOVI bol znamy pojem dokonalého
cisla, od Euklida pochadza aj prva metoda na vyznacenie parnych dokonalych ¢&isel.
V poslednych rokoch vyslo viacero pozoruhodnych prac venovanych hlavne $tudiu
Struktiry a rozloZenia dokonalych &isel v mnoZine vSetkych prirodzenych cisel.
Cielom tohto ¢lanku je podat struény prehlad o stcasnom stave badania v tejto
zaujimavej problematike.

V tomto ¢lanku budeme predpokladat isté elementirne vedomosti z teorie &isel,
ktoré sa najdu v kaZdej beZnej uéebnici teorie &isel. Pripometime si niektoré z nich.

Je zname, Ze kaZdé prirodzené Cislo-n > 1 moZno jednoznaéne (aZ na poradie
Cinitelov) pisat vo tvare

(1) n = py'py ... p¥*,

kde py(i = 1,2, ... k) st navzajom rdzne prvocisla a a,(i = 1,2, ... k) st prirodzené
&isla (tzv. kanonicky rozklad &isla n).
Kazdy prirodzeny delitel &isla n (pozri (1)) ma tvar

) . A A A

kde 0 < B; < a(i = 1,2, ... k), Bi(i = 1,2, ... k) su celé &isla a naopak kazdé &islo
tvaru (2) je (prirodzenym) deliteTom ¢&isla n.

Ozna¢me znakom o(n) sudet vietkych prirodzenych delitelov &isla n, potom na za-
klade predoslého dostavame pre n > 1

a(n) = > i .. Pl =

0Sfisa; (i=1,2,...k)

B =Q+p+...+pNA+p+ ...+ ...(l+p+ ... +Pf¥) =

IOt Vo A U S
py — 1 p2 — 1 D — 1



Ozna¢me znakom t(n) polet vsetkych prirodzenych delitelov &isla n, potom na
zaklade predoSlého dostavame pre n > 1

) w(n) = (o + Dag + 1) .. (o + 1).

Funkcie o a 7 patria medzi najznidmejsie aritmetické funkcie. Vzorcami (3), (4) su
udané ich hodnoty v prirodzenom n na zéklade kanonického rozkladu (1), pre n = 1
je zrejme o(1) = (1) = 1.

Pravymi deliteImi prirodzeného ¢&isla n nazyvame tych prirodzenych delitefov
Cisla n, ktori sti mensi neZ n. Tak 1 nema pravych delitelov, kaZdé iné prirodzené
&islo ma aspoii jedného pravého delitela (je nim &islo 1).

Existuje nekoneéne mnoho prirodzenych &isel n > 1 s vlastnostou: sucet vietkych
pravych delitelov &isla n (tj. €islo o(n) — n) je mensi nez &islo n (tj. o(n) < 2n). To su
tzv. deficientné ¢isla (numeri deficientes); takymi &islami si napr. vietky prvo-
¢isla. Existuje tieZ nekoneéne mnoho prirodzenych &isel n s vlastnostou: stcet vset-
kych pravych delitelov &isla n je va&si neZ n(tj.a(n) > 2n). To st tzv. abundantné ¢isla
(numeri abundantes); takymi ¢islami st napr. véetky €isla n tvaru n = 2% . 3(a > 1).
Naozaj, na zaklade (3) mame

2a+1__132_1
2—-1 3-1

o(n) = =(2°"1 —1).4 > 20*1 3,
Dodnes nevieme, i existuje nekoneéne mnoho prirodzenych &isel n s vlastnostou: n
sa rovna sudtu vietkych svojich pravych delitelov (tj. o(n) = 2n). To st tzv. dokonalé
&isla (numeri perfecti). Niektoré &isla tohoto druhu pozndme, najmensim z nich je 6
(6 = 1 + 2 + 3), najvi&sie zname dokonalé &islo je 23216(23217 — 1),

V prvej &asti tohto ¢lanku podame prehlad elementarnych vlastnosti dokonalych
¢isel, v druhej prehlad vysledkov o rozdeleni dokonalych ¢isel v postupnosti vietkych
prirodzenych Cisel a v tretej Casti poukaZeme na Cisla pribuzného typu a na isté zo-
becnenie pojmu dokonalého ¢isla.

I ked nevieme dodnes uréit pocet dokonalych cisel, predsa moZno udat kritérium
pre to, aby parne ¢&islo bolo dokonalym.

Veta 1,1. Nutnd a postadujica podmienka k tomu, aby pdrne ¢islo n bolo doko-
nalym, je, aby n malo tvar

n=2712 - 1),

kde s je prirodzené > 1 a 2° — 1 je prvocislo.
Dékaz uvedenej vety moZno najst skoro v kazdej beZnej u&ebnici teorie &isel (pozri
napr. [1] str. 117, [2] str. 310, [ 5] str. 239).
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Uvedena veta sa zda byt veImi elegantnym kritériom ,,dokonalosti* parnych &isel
a zdalo by sa, Ze pomocou nej bude moZné Iahko vyznadif vSetky parne dokonalé
&isla. No nie je tomu tak. Cely hadik je v tom, Ze v tejto vete sa poZaduje, aby 2° — 1
bolo prvodislom. Ak s je zloZené a napr. s =a.b;a>1,b> 1, potom2* — 1
zrejme nemozZe byt prvocislom, pretoZeje deliteIné éislom2°—1al <2?—1<2°— 1.
V dosledku toho &islo 2° — 1 moZe byt (ale nemusi) prvodislom len vtedy, ked s je
prvodislo. CislaM, = 2° — 1(s = 1, 2, 3, ...) nazyvame Mersennovymi &islami, prvo-
&isla tohoto tvaru zase Mersennovymi prvocislami (pozri [3] str. 370). Ak p je prvo-
¢islo, potom, ako uZ bolo povedané, M, mdZe, ale nemusi byt prvocislom. Naozaj,
gisla M,, M3, M5, M, st prvodisla (Eitatel to Tahko overi), ale M, uZ nie je prvo-
¢islom, pretoZe

M, =21 —1=2047 =23.89.
Doteraz poznime len 18 Mersennovych prvoclisel. St to Mersennove prvocisla M, pre
p=2351713,17,19,31, 61, 89, 107, 127, 521, 617, 1279, 2203, 2281, 3217,

a tak teda pozname celkom 18 parnych dokonalych &isel prislusnych k predo$lym
Mersennovym prvotislam (k prvotislu M, prislu$né dokonalé &islo je 2771 . M,) .

Cislo M5,,, = 2327 — 1 je najvi&Sie konkrétne znidme prvodislo vbec, ma 969
cifier (v desiatkovej stistave). Ze M3,, je prvocislo, ukazal r. 1957 H. RiEseL (pozri
[4] str. 62) pomocou elektronkového pocitata BESK ($védskej vyroby).

Velkou pomdckou pri zisfovani, & dané &islo M, (p prvocislo) je prvoislom (a teda
& 2P~ . M, je dokonalé &islo) je nasledujuci poznatok:

Veta 1,2. Ak q je prvociselny delitel ¢isla M, (p prvoczslo > 2), potom q =
= 2kp + 1 (k je prirodzené &islo).

Ddkaz uvedenej vety mozZno néjst napr. v [1] str. 119—120. Veta 1,2 umoZiiuje
zjednodusit proces presetrovania, & M, (p prvodislo) je prvoéislo.

Priklad 1,1. M,; = 2!' — 1 = 2047. Ak je M, zloZenym &islom, musf byt deli-
teIné nejokym prvodislom ¢, a nech uZ g zna&i najmensie prvodislo, ktoré deli M, ;.
PotomM,, =q.q',q 2 q, odtial q*> < qq' = M, q £ \/M“.. Ak teda M,, je
zloZené, musi byt deliteIne nejakym prvoéislom (a to podIa vety 1,2 prvodislom tvaru
22k + 1) nie vd&§im neZ \/ M;, < 46. Jedinym takym prvocislom je 23 a Tahko sa
zisti, Ze 23/2047, teda M, nie je prvodislo.

Priklad 1,2. M,, = 27 — 1 = 131071. Rovnako ako v predoslom pnklade staci
overit, & M, je deliteIné nejakym prvodislom tvaru 34k + 1 nie vi¢$im neZ w/ M.
Vsetkymi takymi prvocislami st 103, 137, 239, 307. Lahko sa spodita, Z2e M, nie je
deliteIné Ziadnym z uvedenych prvodisel; je preto samo prvocislom.

V uvode bolo spominané, Ze uz Euklidovi bol znAmy pojem dokonalého &isla a od
neho pochédza aj nasledujiica metoda pre hladanie dokonalych &isel:

Utvorme Ciastocné sucty nekoneéného radu

14+2+224+ ...4+2" +



Ak nejaky Ciastoény stcet je prvoéislom, ndsobme ho poslednym jeho s¢itancom,
dostaneme tak dokonalé ¢islo.

Lahko moZno overit, Ze touto metodou moZno hladat parne dokonalé &isla (pozri
1,1).

Co sa tyka neparnych dokonalych &isel, nepozname doteraz ani jedno také &islo a
nie je ani dokazané, Ze také &islo neexistuje. No napriek tomu je zname viacero vy-
sledkov, ktoré udavaju vig§inou (nutné) podmienky, ktoré musia spliiovat neparne
dokonalé &isla (ak také existuji). Tak napr. je zndme, Ze neexistuje Ziadne neparne
dokonalé &islo < 1,4.10'%; taktieZ neexistuje neparne dokonalé &islo, ktoré by
malo menej neZ 6 (navzajom rdznych) prvodiselnych delitelov. V praci [ 6] je ukdzané,
Ze ak n je neparne dokonalé ¢islo a n = p{'. p3* ... pi* je jeho kanonicky rozklad,
pP1 < py < ... < p, potom

1 ko1 T 2k
5 <i=21 > <210g2 ap, < 3 + 2.

V praci [7] je podany velmi jednoduchy dékaz davno znameho faktu*), podla

ktorého neparne dokonalé ¢islo musi mat tvar

n=p4r+1.N2’

kde p je prvoéislo, p = 1 (mod 4), r je celé > 0, N prirodzené, (N, p) = 1.
Uvedieme pre uplnost a pre nase dalSie potreby spominany vysledok.
Veta 1,3. Nech n je nepdrne dokonalé Cislo, potom n md tvar

n=p4r+l.N2, (rgo)

kde p je prooéislo, p = 1 (mod 4), (N, p) = 1.

Dokaz. Nech n = p}'.p3 ... pi je kanonicky rozklad ¢&isla n, nech p;(i =

= 1, 2,... k) st neparne prvocisla. Predpokladajme, Ze 6(n) = 2n, teda
o(p}’) . o(p?) ... o(p*) = 0 (mod 2)
a(p}') - o(py’) ... o(pi*) % 0 (mod 4)

Odtial vyplyva, Ze zpomedzi &initelov o(p%’) na Iavej strane je prave jeden parny a
ostatné si neparne. Nech napr. o(p}') je parne &islo a o(p3') (i = 2,3, ... k) st neparne
disla.

Uvaime, Ze pri p neparnom

o) =1+p+p*+ ...+ p"=a+ 1(mod2).

V désledku toho z predoslého vyplyva, Ze o, je neparne a o; (i = 2, 3, ... k) su parne.
Ak kladieme «; = 2B;, B; je prirodzené > 1, potom p3p% ... pi = (p5*. p%* ...
...pM)% = N* , kde N = p8p% ... p<,(N,p,) = 1.

*) Tento fakt bol znamy uz EUuLEROVI, pozri Commentationes arithmeticae collectae, 2, Trac-
tatus de numerorum doctrina (1849), str. 514, Opera postuma 1(1862), 14-—15.
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KedZe a; je neparne, dostavame

ay + 1

a —l ag —
() a(pl‘)=£‘p—T=(pl+l)(l+pf+ e+ Y,
1

a pretoZe 2/a(p}'), ale 4 x a(p}'), vyplyva z (5) jednak p, + 1 % 0(mod 4), teda
py = 1 (mod 4), a jednak vyplyva odtial, Ze &islo 1 + p? + ... + pi* ™! je neparne.
Pretoe p?' = 1(mod 2), dostadvame ihned 1 + (a; — 1)/2 = 1 (mod 2), teda o, =
= 1 (mod 4).

Tym je dokaz vety skonceny.

Dédsledok: PretoZe parna mocnina &isla tvaru 4j + 3 je &islo tvaru 4k + 1, dosta-
vame z predoslej vety, Ze pre kazdé neparne dokonalé ¢islo n plati n = 1 (mod 4).

UkéZeme este pre zaujimavost, Ze neparne dokonalé ¢isla sa mdéZzu vyskytovat len
v postupnostiach {12j + 1};2, a {36j + 9}~ . .

Veta 1,4. Nech n je nepdrne dokonalé &islo. Potom bud n = 1 (mod 12), alebo
n = 9 (mod 36).

Doékaz. Nech n je neparne dokonalé &islo. Potom podla ddsledku za vetou 1,3 musi
n mat jeden z nasledujucich tvarov:

12 + 1,12/ + 5,12/ + 9.

Lahko overime, 7e pre kazdé prirodzené [ je (31 — 1) = 0(mod 3). Ak totiZ
d/31 — 1, potom d mé tvar 3k + 1 alebo 3k — 1 (keby d = 3k, potom by 3/3] — 1
a odtial 3/1, &o neni mozZné). Ak terazd = 3k + 1 a3l — 1 = d.d'(d, d’ nazyvame
sdrufenymi delitelmi ¢isla 31 — 1), ma d' na zdklade predoflého bud tvar
3k’ + 1, alebo 3k’ — 1. Keby d’ = 3k’ + 1, dostali by sme dd’ = 1 (mod 3), 3] —
— 1 = 1 (mod 3) a odtial 3/2, ¢o neni moZné. Musi teda byt d’ = 3k’ — 1. Analo-
gicky zistime, Ze ak d = 3k — 1, potom d’ = 3k’ + 1. Teda vidy je d + d’' =
(mod 3). Ak teraz v sudte o(3/ — 1) zoskupime s¢itancov do zatvoriek tak, aby kazda
zatvorka obsahovala stéet dvoch sdruZenych delitelov &isla 31 — 1, dostaneme ihned
6(31 — 1) = 0 (mod 3). Ak by n = 12j + 5, bolo by n = 12j + 5 = — 1 (mod 3),
teda n = 31 — 1, a na zdklade predoslého a definicie dokonalého &isla 2(3/ — 1) =
= 0(31 — 1) = 0 (mod 3), &o zrejme nie je moZné.

Ak terazn = 12j + 9, potom 3/n, priCom n = p}™*! . N2, p, = 1(mod 4), r = 0.
Teda 3/N, N = p%ph* ... pl*, a tak existuje i, 2 < i < k tak, ¢ 3 = p,. Potom
9/N%,9/n, teda 12j = 0(mod 9), 4j = 0(mod 3),j = 3s.

To da
n=12+9=236s+9.
Tym je dokaz vety skonéeny.

Ak teda n je neparne dokonalé &islo, potom n = p*. N?,p = a = 1 (mod 4),
(N, p) = 1. UvaZme, Ze pripad N = 1 nemdZe nastat, kedZe z o(p*) = 2p” by vyplyva-
lo (pozri (3))(p** ' — 1)/(p — 1) = 2p*aodtial p*** + 2p* = 2p**! + 1, &o je oviem
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nespravna rovnost, kedZe Iava strana je deliteIna Cislom p*(x = 1), ale prava strana
je nie deliteIné tym ¢&islom. Musi teda byt N > 1, a tak N moZno vyjadrit v kanonic-
kom rozklade

N=dt ab ot
(s prirodzené, B(i = 1,2, ... s) prirodzené, q(i = 1,2,... s) navzadjom rdzne prvo-
disla). V désledku toho n musi mat tvar

n=rp*.q¥ . g% ... ¢*.

Tento vysledok bol dalej sprestiovany. Tak napr. v praci [8] sa ukazuje, Ze pripad
By = B, = ... = B, = 1 nemdZe nastat; v praci [9] sa ukazuje, Ze pripad B, = B, =
= ... = B, = 2 nemoZe nastat a konetne v praci [10] sa ukazuje, Ze pripad B, =
=B,=...=p, =1,p, =2 nemdZe nastat.

11

Ako uZ bolo poznaimenané, nevieme doteraz, ¢i mnoZina vsetkych dokonalych
¢isel je koneCna alebo nekoneénd. No napriek tomu moZno pre jej rozdelenie v po-
stupnosti vetkych prirodzenych &isel odvodit urcité vysledky, v mysle ktorych, i keby
bola nekoneéna, bola by eSte vidy velmi ,,chudobna““. Musime ovSem napred defi-
novat, ¢o tym myslime. K definicii nam posliZi pojem asymptotickej hustoty mnoZiny.

Nech H je (nejakd) mnoZina prirodzenych &isel, nech x je kladné reélne ¢&islo. Nech
H(x) zna&i po&et vietkych tych prvkov he H, pre ktoré plati h < x.Podiel H(x)/x ma
dost nazorny pravdepodobnostny vyznam, jeho limitu, tj. &islo

0(H) = lim H(x)
X+ 0 X
(ak ovSem existuje), nazyvame asymptotickou hustotou mnoZiny H. Zrejme 0 <
< (H) < 1.

PodIa velkosti ¢&isla 6(H) moZno v predoslom pouziti hovorit o ,,chudobnych*
mnoZinach, pokladajiic za také mnoZiny tie mnoZiny H, pre ktoré §(H) = 0.

Z predoslej definicie asymptotickej hustoty vyplyva, Ze mnoZina v§etkych prirodze-
nych &isel ma asymptoticku hustotu 1, mnoZina vietkych parnych &isel !/,, mnoZina
vietkych prvogisel 0 (na zéklade prvociselnej vety, podla ktorej lim H(x) log x/x = 1,
ak H znadi mnoZinu vietkych prvocisel). x=eo

Uz z istych vSeobecnejsich ivah P. ERDOsA (pozri [11]) z r. 1938 vyplynulo, Ze
asymptotickd hustota mnoZiny vsetkych dokonalych &isel je 0. Tento Erdésov vysle-
dok bol dalej zostrovany,a to v tom zmysle, Ze sa hladal presnejsi odhad pre,,funkciu
etnosti* ¥(x) mnoZiny V vsetkych dokonalych ¢isel (V(x) znaci zase pocet vietkych
tych v e V, pre ktoré v < x).
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V dalsom budeme pouZivat zname symboly O, o. Nech ¢(x) je nejaka, pre vietky
kladné x od istého po¢inajuc kladn4 funkcia; potom pi§eme ¥(x) = O(¢(x))(x — ),
ak existuje konstanta K = 0 (nezavisla na x) tak, Ze pre vietky x od istého po&inajic
(x = xo) je |P(x)| £ Ko(x). Dalej ¥(x) = o(¢(x)) znadi lim ¥(x)/¢(x) = 0. V dal-

X0

$om budeme potrebovat len niektoré velmi elementérne vlastnosti symbolov O, o.

Ako sme uZ spomenuli, ukazal r. 1938 P. Erdés, Ze V(x) = o(x).

V 1. 1955 si viimol B. HorRNFECK (pozri [12]), Ze tento vysledok moZno veImi
jednoduchym postupom zostrit, a ukézal, %e V(x) = o(x") pre kazdé y > 3. Vyplyva
to z nasledujucej vety, ktorej dokaz je veImi jednoduchy a je uZ takmer bezprostred-
nym désledkom doterajsich nasich tvah.

Veta 2,1. Nech V(x) znadi pocet vsetkych dokonalych éisel nie vicsich nez x.
Potom

V(x) = (/) (x » @) .

Doékaz. PoloZzme V = V'uV”, kde V'(V") znali mnoZinu vietkych neparnych
(parnych) dokonalych &isel. Potom zrejme pre kazdé x je V(x) = V'(x) + V"(x).

Napred odhadneme V”(x). Pre dané x (sta¢i sa obmedzif na x > 6) oznaéme zna-
kom p ono najvicsie prvocislo, pre ktoré plati

v=2"12" - 1),veV",v £ x.
Potom jednoduchym odhadom dostavame

2P~ < 2771 (2P — 1) £ x,

V) Sps1+ 122’2‘
(6) V"(x) = O(log x) = O(\/x) . (x = ).

Odhadneme teraz V'(x). Nech M, zna& mnoZinu vietkych neparnych dokonalych
déisel tvaru '

p.m*,p=1(mod4),(p,m) =1
a nech M, je mnoZina vetkych ¢isel tvaru
p*.m*,a=p=1(modd),a>1,(p,m)=1.

Potom na zaklade vety 1,3 dostavame V'(x) < M (x) + M,(x).

Odhadneme osobitne M(x) a M,(x) .

Nech napred v,,0, € M, a nech v; = p;m?, v, = p,m? (tj. obe &isla maju tu ista
,.kvadraticku* ast). UkdZeme, Ze potom musi byt p; = p,. Naozaj podla pred-
pokladu dostavame na zaklade (3)

o(v;) = (p1 + 1)o(m?) = 2pym?,
o(o2) = (pa + 1) o(m?) = 2pym?



Vydelenim tychto rovnosti dostaneme p,/p, = (p, + 1)/(p, + 1) a odtial p, = p,.
Teda ku ka?dému kvadritu m? existuje najviac jedno prvolislo p tak, Ye v.=
pm?eM,. Z toho ihned vyplyva, Ze poget prvkov veM,, v £ x je nie Vi&si ne? podet
vSetkych kvadratov m? < x. Odtial vyplyva

Mi() = 0(/x) (x> ).

Aby sme odhadli M,(x), uvaZme, Ze polet &isel p*m?*(x = 5) v intervale < 1, x >
je nie V&S nez pocet &isel pPm%(f = 4, 8,12, ...) v tom istom intervale. Pri pevnom p
a f je poslednych ¢isel tolko, kolko je kvadratov v intervale { 1, x/pf ), tj. Je ich
< \/x/p*kﬂ

Preto
™ My(x) < */ - Jx z( )

pri¢om séitovanie vpravo podla ﬂ(ﬂ = 0 (4)) sa deje od 4 po [log x/log 5] a podla p
od 5 po [+/x] (a oviem p = 1 (4)).
Je zrejmé, Ze

I 11 1 o
;?’?< —2+—4++ 2"+...—p2_1

p p p

a tak

§<Z%)< y oy <o

B P pp=i(4) p> — 1 n=2n? — 1
Zo (7) dostavame preto ihned
My(x) = 0(/x) (x> ).

Ked teraz spojime odhady pre M,(x) a M,(x), dostaneme V'(x) = O(,/x) a to
spolu so (6) da V(x) = O(y/x) (x = o).
Tym je dékaz vety skongeny.

Uvedeny vysledok Horfeckov bol zostrovany v dal§ich pracach. Tak v r. 1956
ukazal H. J. KaNoLD (pozri [13]), Ze

1
V(x) =0 xzﬂg_x_ (x » )
log log x
a vr. 1957 ukézali B. HornFECK a E. WIRSING (pozri [ 14])
V(x) = o(x%)
pre kazdé ¢ > 0.

Koneéne v r. 1959 dosiahol E. WIRSING (pozri [15]) nasledujuci obecny vysledok:
Nech k je racionalne &islo > 1, nech Vj(x) znaci pocet vietkych tych prirodzenych



v £ x, ktoré maju vlastnost: o(v) = kv. Potom existuje kon3tanta ¢ > 0 nezavisla ani
na x, ani na k tak, ¥e pre kaZdé racionalne k > 1 a ka?dé x > e (e je zaklad prirod-

zenych logaritmov) je
Vk(x) é exp M_ .
log log x
Z tohoto vysledku vyplyva pre k = 2 (dokonalé &isla)

c

®) V(x)

IIA

x——— (x> e)

log log x
a odtial V(x) = o(x°) pre kaZdé ¢ > 0 (predosly spolo¢ny vysledok Hornfeckov a
Wirsingov).

Odhad (8) je najostrejsi odhad znamy autorovi €lanku pre V(x).
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Uz pri definicii dokonalého &isla moZe Tahko vzniknut myslienka nahradit funkciu
o funkciou t. Tak dojdeme k definicii tzv. dokonalych &isel druhého druhu (pozri
[1] str. 123 —125). Dokonalym &islom druhého druhu rozumieme teda také prirod-
zené &islo n > 1, ktoré sa rovna st¢inu vSetkych svojich pravych delitelov. Tak napr.
dislo 6 je dokonalym &islom i dokonalym ¢islom druhého druhu.

Struktiira dokonalych &isel druhého druhu a ich rozdelenie v postupnosti vietkych
prirodzenych &isel su popisané v nasledujucich dvoch vetach.

Veta 3,1. Nutnd a postalujuca podmienka k tomu, aby prirodzené ¢islon > 1
bolo dokonalym ¢islom druhého druhu je, aby bud bolo sucinom dvoch réznych prvo-
Cisel. alebo trefou mocninou prvocisla.

Dokaz. 1. Nech n > 1, nech d; < d, < ... < dt(n) su (vSetci) prirodzeni de-
litelia ¢&isla n, nech (1) je kanonicky rozklad ¢&isla n. Predpokladajme, Ze n je dokonalé
Cislo druhého druhu. Potom na zéklade definicie

(9) dl . d2 "'dt(ll) = n2 .

Uvaime teraz, Ze n/d, , n/d, , ... n[d,,, je tieZ postupnost (klesajica) vietkych pri-
rodzenych delitefov &isla n, preto

(10) oo e
dl d2 dt(n)

Vynasobenim (9), (10) dostaneme
n* =n'™, 1(n)=4.

Zo vzorca (4) ihned vyplyva k < 2 (keby k = 3, bolo by z(n) = 6). St tu dve moz-
nosti:



a) k= 1,potoma;, = 3,tj.n = p3 ;

b)k=2,a, =0a,=1,t.n=p,.p,.

2. Ak n = p}, resp. n = p, . pz(p1 + p,), je ihned videt, Ze n je dokonalé &islo
druhého druhu.

Tym je ddkaz vety skonéeny.

Veta 3,2. Nech U znadi mnoZinu vSetkych dokonalych éisel druhého druhu.
Potom

dU) =0.

Déosledok. PoloZme Z = U U V, potom §(Z) = 0.

Ddkaz vety 3,2. PoloZme U = U, U U,, kde U, znaéi mnoZinu vsetkych &isel
&isel p® (p je prvoéislo) a U, zna&i mnoZinu vietkych &isel p, . p, (py + P2 ; P1» P2
prvodisla). Potom pre kazdé x

U(x) = Uy(x) + Uy(x).
Nech p je najvicsie také prvocislo, Ze p> < x . Potom
Us(x) = O(x'?) = o(x) (x > ).

Pre U,(x) zase mame (pozri [5] str. 368)

Uy(x) = 0 ("—l‘l’f;—‘f_x) —o(x) (x- @)

Teda spolu
U(x) = Uy(x) + Uy(x) = o(x) (x > ).

V suvislosti s dokonalymi ¢islami sme v druhej ¢asti tejto prace spomenuli ¢isla n
s vlastnostou o(n) = kn, kde k je raciondlne &islo > 1. Spomenuli sme tiez WiRr-
SINGOV vysledok o .ich rozdeleni v postupnosti vsetkych prirodzenych &isel. V do-
sledku tohoto vysledku, ak oznaéime znakom V, (k racionalne > 1) mnoZinu vetkych
n s vlastnostou o(n) = kn, dostdvame

Vix) = o(x) (x - o)
a ak teda N’ zna¢i mnoZinu vSetkych prirodzenych ¢isel > 1, potom

N = U Vis
k>1,k rac
pri€om vpravo méme rozklad mnoZiny N’ (asymtotickej hustoty 1) na spoletny sys-
tém po dvoch disjunktnych mnoZin, z ktorych kazda mé asymptoticku hustotu 0.
Cislo n sa nazyva k — nasobne dokonalym, ak k je celé > 1aa(n) = kn. Prek = 2
dostavame dokonalé ¢&isla. Poznamenajme, Ze doteraz nepozname ani jedno neparne
k — nasobne dokonalé ¢&islo pre Ziadne k celé > 1.
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G. F. CrAMER dosiahol isté vysledky o Struktire kanonickych rozkladov &isel mno-
Ziny V,(k racionélne > 1). Uvedieme hlavny jeho vysledok (pozri [16]):

Veta 3,3. Nech k je raciondlne ¢islo > 1 a n prirodzené,ne V,. Nechn = pi'p% ...
.. P} je kanonicky rozklad éisla n (p; < p; < ... < p)).

Potom

k+1-—1
k—1

P

Dosledok. Ak n je neparne k — nasobne dokonalé &islo (k > 1), potom I > 2k —
— 2 (tj. n ma viac neZ 2k — 2 navzajom rdznych prvo&iselnych delitelov). Naozaj,
kdedZe n je neparne, je

k+1-1
35p < —m—
=P k — 1
a odtial I > 2k — 2.
Dokaz vety 3,3. PoloZme
x+1 __ 1
F(p) = ——p,
Plp—1)
pre x > 0, p = 2. Ihned videt, Ze
lim F(p*) = —£
X 00 p—1
aprex >0
, log p
F(p*) = ———— >0,
pp—1)
preto

F(p™) < —p_f—l— (i=12..1.

UvazZme teraz, Ze
O(H) ay o) ap ! pi
(11) k = === F(p{) F(pY) ... F(p1) < [] ——.
n i=1p; — 1
Trivialny odhad da

P]>p1+(-]—l) (j=_2’3""l)’
a tak

pi—p—(—-1)>0.
Pricitajme na obe strany poslednej nerovnosti kladné &islo

pp+ (G -2y
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po jednoduchej uprave dostaneme

P+ G —DHp; = 1) > p{p: + (G — 2)}
a odtial

P <p1+{‘1(j=z,3,...1).
pi—1 p +j—2

Na zéklade poslednych nerovnosti dostaneme z (11)
cbhtl-1
py — 1

k

a odtial

k+1-1

< -
k-1

Tym je dokaz vety skonceny. .

Od G. F. Cramera pochadza aj nasledujice zaujimavé zobecnenie pojmu doko-
nalého ¢isla, ktoré podame tu v trochu upravenej forme.

Hovorime, Ze n je e-skoro dokonalym ¢islom (e > 0, & realne &islo), ak |(o(n)/n) —
-2 <e.

Zrejme kazdé dokonalé &islo je aj e-skoro dokonalym pre kazdée > 0.

Zatial ¢o dodnes nevieme, aky je poc¢et dokonalych &isel, lahko moZno nahliadnut,
Ze kukazdému ¢ > 0 existuje nekoneéne mnoho ¢ — skoro dokonalych ¢&isel. Napr. ak
klademe n = 2%(s = 1,2, ...) alebo n = 6p(p > 2, p je prvocislo), potom Iahko
zistime, Ze pre vSetky s od istého pocinajuc, resp. pre vsetky prvocisla p od istého po-
¢inajuc je |(o(n)/n) — 2| < ¢.

Tento poznatok (tj. existencia nekoneéne mnoho ¢ — skoro dokonalych &isel pre
kazdé ¢ > 0) vyplyva aj z istého obecnejsSieho vysledku G. F. Cramera, podIa kro-
rého (pozri [17]) ku kazdému & > 0 a kaZdému realnemu A > 1 existuje nekoneéne
mnoho parnych i nekoneéne mnoho neparnych n tak, 72¢ 0 < 4 — a(n)/n < ¢.

Poznamenajme eSte, Ze existencia nekonefne mnoho ¢ — skoro dokonalych é&isel
(e > 0) vyplyva tieZ zo zndmeho faktu (pozri [ 3] str. 247), Ze mnoZina vSetkych ¢lenov

postupnosti {o(n)/n},~-, je hustd v intervale (1, + o).
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Gyroskopicka vozidla

pohanénd setrvacnikem, ktery se pfi zastavkach roztoéi pomoci vné€jsiho zdroje energie, zkouseli
pied &asem ve Svycarsku v méstské dopravé. Nyni stavi na tomto principu v SSSR dilni lokomo-
tivy. Setrvaénik o vaze 1,5t akumuluje pti 3000 ot/min asi 3 kWh, s ¢imZ je moZno uvézt dalni
vla€ek na vzdalenost asi 2 km. Hlavni pfednosti takové lokomotivy je bezpe€nost.

Ivan Soudek

Poutiti jadernych reakci (x, ny) a (x, py)

k stanoveni obsahu lehkych prvki (Be, B, Li, F) zkouseli v SSSR. Material se ozafuje poloniem
nebo médi (Cu?4?) a méfi se vyvolané neutronové zateni. Uz podle jeho intenzity je moZno urdit
obsah nejleh¢iho prvku a sloZitéj§imi zptsoby lze ziskat podrobnéjsi udaje. Vzhledem k pouziti
malo pronikavého zafeni « je metoda pomérné bezpena.

Ivan Soudek

Lité draty se sklenénou izolaci

se vyrabéji v SSSR. Do zatavené sklenéné trubiCky se vloZzi nékolik grami kovu, ktery se roztavi
idukénim ohfevem; zarovefi zmé€kne sklen€na trubicka tak, Ze se z ni d4 tdhnout kapilara, jejiz
dutina je vyplnéna kovem. Tak se d4 zpracovat méd a jeji slitiny, st¥ibro, zlato, manganin a k¥emi-
kové Zelezo na dréaty o pramé€ru 3—15 um. Sklenénd izolujici vrstva ma tlou$tku 5—15 um, takze
je dobie ohebnda. Draty maji vynikajici odolnost proti teplu, vlhkosti a chemickym vliviim, mimo-
fddnou elektrickou stabilitu a lze jich pouZit ve vakuu. Metoda pomdaha $etfit kovy a zmenSovat

vahu a rozméry pfistroju.
Ivan Soudek
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