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rozklady bezcenné (v protikladu k v § 1 zminéném vyjadieni kofenti algebraic-
kych rovnic patého a Sestého stupné superposici funkei dvou proménnych).
Otazka vhodného vyjadieni napt. kofent algebraické rovnice sedmého stupné
zustava oteviena.

Neni rovnéz jasné do jaké miry se da rozklad (6) jeSté zlepsit. Neni napt.
feSena otdzka jednoznaénosti funkce h. Ani otédzka representace hladkych
funkei superposicemi neni FeSena. V tomto sméru zustavaji nejlepsimi vysledky
zapornd tvrzeni A. G. Vituskina. Odvozeni kladnych tvrzeni by bylo velmi
zajimavé.

Zminfme se jeSté o jednom specidlnim, ponékud jinak zaméieném, vysledku A. N.
Kolmogorova. Jak A. N. Kolmogorov dokézal, existuje ke kazdé funkei dvou pro-
meénnych definované na ¢tverci mezi vSemi soudty ¢(x) + y(y) takovy, ktery danou
funkei nejlépe aproximuje. D4é se také dokézat, ze ke kazdé (byt vSude nespojité) omezené
redlné funkci f, definované na kompaktni mnoziné, a k libovolné na tézie mnoziné de-
finované spojité funkei g existuje spojitd funkece ¢ takovs, ze funkce @(g) se minimélné
lisf od funkce f. Specidlné, ke kazdé omezené funkei f(x), existuje spojitd funkce @(x),
kterd ji (ve smyslu stejnomérné konvergence) nejlépe aproximuje.

Prelozil Jifi Fabera

LOGARITMICKA SPIRALA

Milan Pisl, katedra mat. a deskr. geom. el. fak. CVUT v Praze

Logaritmické spirédla je definovédna jako édra, kterd protind svazek pifmek pod kon-
stantnim Uhlem 9. Zvolime-li stfed svazku v poéatku, pak tato podminka zn{

r—p—19, (1)
kde ¢ je smérovy uhel radiusvektoru pruabézného bodu a 7 teénovy thel (viz obr. 1).
Vztah (1) definujici logaritmickou spirdlu je ekvivalentni se vztahem
eiT—P—= ¢, ¢ =ei?, & = konst. (2)
a pouzijeme-li pro rovnici logaritmické spirdly komplexniho vyjddien{
z = f(t)

(f(t) je komplexni funkce reélného argumentu ¢),
muzeme rovnici (2) psdt ve tvaru

J'@) f@) , df()
/ . l | = ¢, f (t) = —, (3)
If@f £ de
‘(t
Oznadime-li |§((t))|I = A(¢) redlnou funkei parametru ¢, dostavame pro komplexni funkei
f(¢), definujici logaritmickou spirdlu, diferencidlni rovnici

@)
1@

kde A(t) je libovolnd redlnd funkce parametru ¢, ¢ = e/?, & redlnd konstanta.

= eA(®)
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Integraci rovnice (4) ziskdme pro hledanou funkei vyjddieni

f(t) = aecd®, (6)

kde A(t) = f AMz)dz , a = f(t,) & 0 je arbitrérni komplexni konstanta.

Ty

Provedme rozbor rovnice (5).
1. Necht ¢ = krn (k = 0,1), pak plati
z = f(t) = ae+*4® = T ; (T redl. parametr),

coz jest rovnice pfimky jdoucf po¢dtkem a bodem z = a.

4 T

0 ' >x
Obr. 1.
2. Necht & = k % (k = —1,1), pak plat{
z = ge*id®

a rovnice sdruzend
T
z = aetidlY,

odkud dostdvédme (vynédsobenim)
=a.a,

[ 1]

z.

coz je rovnice kruznice se stfedem v poédtku a prochézejici bodem z = a.
3. Necht tedy & =+ k —72”_ (b =—1,0,1,2). Pak z — f(t) — aecd® (6)
je rovnicf logaritmické spirdly, prochdzejici bodem z = a (pro ¢ = ¢,) a majici pél v po-

ddtku, pFi ¢emz redlnd funkce

t
A@) = [ M) de

t

mé vliv jen na parametrisaci.
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Dukaz provedeme tak, Ze nalezneme prirozenou rovnici kiivky, uréenou rovnici (6).
Nejprve stanovime oblouk s. Pro jeho diferencidl plati

ds? = f' . f"df* = ffeel2(t) A2 = a . a@ . e C+DID)2(f) dt = @ . G . e2eos #AD | j2(¢) di? ,
a dale
ds = |a| ecos 4D j(z) dt . (7)

Integraci rovnice (7) zfskdme pro oblouk s vyjddreni

a
s(t) = clslﬁ ecos & . AW s(tg)ec0s & . AR) (8)

Diferencovénim rovnice (1) vychdz{ dz = dg, a protoze plati e2i? = L , dostdvéame

pro diferencidl dp vztah

sjap L =TT =1y,
f 2
odkud uzitim rovnice (6) ziskdme
dr = dp =sin ¢ . A(¢) d¢ . (9)

Pro polomér kfivosti r vychdzi ze vztaht (7) a (9)

ds a| ecos? - AV3@¢) de |al

i — ecos A .
dr sin & . A(¢) d¢ sin ¢

Pouzijeme-li jestdé rovnice (8), muzeme vyloudit redl. funkei A(¢), éimz ziskdme

|a|  cos &

s = cotg ¢ .s. (10)

sin 9 |a]

Poznamka:
t

Protoze redlnd funkce A(¢) = f Ax) dx mé vliv jen na parametrickou stupnici, muze-
to

me rovnici kazdé spirdly s pélem v poédtku psdt ve tvaru
2 = aebt s (6* )

kde a, b jsou arbitrdlni komplexni konstanty, a obrdcené kazdd rovnice tvaru (6*) pred-
stavuje logaritmickou spirdlu prochézejici bodem z = a o parametru ¢ = 0 a protinajic{
pod konstantnim Ghlem & = arg b svazek pfimek se stiedem v pélu kiivky, ktery splyvs
8 podéatkem.

Z rovnice (6) piejdeme téZ snadno k poldrni rovnici, nebot ze vztahu f(t) = aecd®)
f(t) = @eeA? yychdzi (ndsobenfm a d&lenim) g% = f(t).f(t) = a .G .eos* - 2B o2 _
t .
= j}—) I g2 sin # . AW 5 ddle odmocnénim
J(t) @
0 = |f()] = |a]eces ?-4¥ | ¢ — arg f(t) = arga + sin & . A(?) .
(11) (12)
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Eliminaci A(¢) z rovnie (11), (12) dostédvédme poldrni rovnici logaritmické spirdly ve tvaru
0 = gpe'P-Tcotg (13)

kde ¢, = |a| = |f(t)], po = arg a = arg f(t,)
jsou polérni soufadnice bodu spirély.
V dal§im uvedeme nékteré vlastnosti vV
logaritmické spiraly. e
1. Eliminaci A(t) ze vzorct (8), (11) \\

dostdvame pro délku oblouku meéieného
od pélu (obr. 2)

° 14
8_cos19' (14)

2. Uzitim vztahu (14) vychédzi ze vzor-
ce (10) pro polomér ktivosti (obr. 2)

0
-_° 15
"T Snoé (15)

Konstrukece je patrnéd z obrazku, odkud \
té% Steme: Polérni norméla MN je rovna T

poloméru kfivosti a poldrni tangenta MT
je rovna oblouku méfenému od pélu spi-
raly.

Obr. 2.

3. Probihé-li argument ¢
aritmetickou posloupnost s
diferenci A¢, pak pro podil
g modull vychdzi z poldrni
rovnice (13)

0,8 ¢ T AP %) cotg B

0 oe‘rp— @) cotg &

— eAlp.cotgﬂ, (14)

tj. moduly probihaji geomet-
rickou posloupnost s kvoci-
entem q (obr. 3).

Konstrukce:

Dény body M,, M, g, =

= V@o- Q4 01 =

=V92~90193=V94~92-

4. Kazdou stejnolehlost
podle pélu 8 pomérem e* lze
nahradit otoéenim okolo pélu
Obr. 3. o uhel w = 2nx — k tg &
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(n celé takové, Ze plati — n < w < r) a obrédcené kazdé otoéeni kolem pélu o tihel
o lze nahradit stejnolehlosti se stfedem v pélu a s pomérem ek = e~v cotg ?,

Dukaz:

BudteZz z = ae¢?, ¢ = ei® rovnice dané logaritmické spirdly. Ktivka s ni stejnolehld
vzhledem k podatku s pomérem e* mé rovnici

2, = ez = aek . ect (15)

Obr. 4.

Otoé¢ime-li v8ak puvodni kiivku o uhel w = 2nr — k tg ¢, dostaneme kiivku o rovnici

. . k
z, = elwz — aec‘“"}t"']“nﬂ(t—'m) —

k

— aek .eT; T =¢— R
cos &

(16)
¢imz je dukaz proveden, nebot rovnice (15) a (16) representuji dvé rizné parametrisace
téze kiivky (viz rovnici (6)).

Dusledek vlastnosti sub 4:
Logaritmické spiréla o rovnici z, = ae¢? vznikne z logaritmické spirdly z, = be¢t stejno-

b
lehlosti s pomérem e* = |—
a

b
a otodenim o thel rovny arg —. Obé tyto transformace
a

lze nahradit jedinym otodenim o tihel

o =argh— arga—tgd.lg + 2nw  (n celé takové e — < w = ). (17)

a

Jinak feéeno:

Zména komplexni konstanty a v rovnici (6) resp. (6*) zna¢i geometricky rotaci dané
spirdly kolem jejfho pélu (obr. 4).
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Pozndmka:

Zvolime-li za pomér stejnolehlosti hodnotu e™ I cotg #, pak vyslednd kiivka je s piivod-
ni totoznd, nebot plati

m 7 cotg 9 cosﬁ(’.n—ﬂ;+t)+jsin0.t —
Z, = o 2z = ae sin
T mll
—aett; T =1+ — .
sin ¢

5. Dalsi vlastnosti logaritmické spirdly souvisi s jeji evolutou.

Evolutou dané kiivky rozumime obélku (pokud existuje) jejich normaél (obr. 5).

t

vit)

O Obr. 5.

Jeji rovnici odvodime takto:

Je-li z = f(t) ¢éra, jejiz evolutu poéitdme, pak pro normélu v jejim b&ziném bodé f(t)
plati rovnice

2 —flt) = jAf@), T —F0) = —jAF@) .

Odtud eliminaci redlné veli¢iny A vychdzi

f'@®)z—f@) + fOE—fe) =0, (18)

coz je jednoparametrickd soustava normél ¢ary z = f(¢) (parametrem v soustavé (18) je
opét béziny parametr puvodni kiivky). Derivovanim (18) podle parametru ¢ dostaneme

70 —f@) + /@) . G—F(0) = 2/ ) F(0) - (19)
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Bézny bod v(f) hledané evoluty dostaneme jako spoleéné feseni soustavy rovnic (18)
a (19), tj.
fo—fH+7e—f=0,

Fo—5) + f®—f) = 27,

odkud eliminaci »(¢) ziskdme

v(t) = f(t) + —— f(t)ff—l;(—t) — . (20)
f@)fr@)—frofe@)

8

Obr. 6.

Rovnice (20) je tedy parametrickym vyjddfenim evoluty éary f(¢). Zvolime-li za pu-
vodni kiivku logaritmickou spirélu, bude pro jeji derivace platit

f@)y = f@ty, f1@) = @),
coz dosazeno do vzorce (20) ddva rovnici evoluty ve tvaru

e 2 N cotg b g (21)

&€ — € & -— €
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z ndhoz je zfejmé, Ze evoluta vznikne z puvodni kiivky stejnolehlosti 8 pomérem |cotg &
a otodenim o arg (j cotg #) = (sign cotg ) —:— , coz podle (17) lze nahradit jedinym
otodenim kolem pélu o thel

o = (sign cotg ) % — tg ¢ 1g |cotg & + 2nw .

Méme vétu:

Evoluta logaritmické spirdly je opét logaritmické spirdla, vznikld z pavodni oto¢enim
kolem spoleéného pélu o thel

o = (sign cotg) ) % — tg ¢ 1g |cotg & + 2nmw .

Na obrazku 6 je zvoleno & = % , takze w = % a kiivka c; je evolutou kiivky ¢;_,

(i=1,2,3,4).

Nazveme-li evolutu evoluty druhou evolutou ptavodni kfivky, pak (pro P = %)

étvrtéd evoluta je opét pavodni kiivka.
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