
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Milan Pišl
Logaritmická spirála

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 5 (1960), No. 4, 416--423

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/137020

Terms of use:
© Jednota českých matematiků a fyziků, 1960

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/137020
http://project.dml.cz


rozklady bezcenné (v protikladu k v § 1 zmíněném vyjádření kořenů algebraic­
kých rovnic pátého a šestého stupně superposicí funkcí dvou proměnných). 
Otázka vhodného vyjádření např. kořenů algebraické rovnice sedmého stupně 
zůstává otevřená. 

Není rovněž jasné do jaké míry se dá rozklad (6) ještě zlepšit. Není např. 
řešena otázka jednoznačnosti funkce h. Ani otázka representace hladkých 
funkcí superposicemi není řešena. V tomto směru zůstávají nejlepšími výsledky 
záporná tvrzení A. G. V i t u š k i n a . Odvození kladných tvrzení by bylo velmi 
zajímavé. 

Zmíníme se ještě o jednom speciálním, poněkud jinak zaměřeném, výsledku A. N. 
K o l m o g o r o v a . Jak A. N. Kolmogorov dokázal, existuje ke každé funkci dvou pro­
měnných definované na čtverci mezi všemi součty <p(x) + \p(y) takový, který danou 
funkci nejlépe aproximuje. Dá se také dokázat, že ke každé (byt všude nespojité) omezené 
reálné funkci f, definované na kompaktní množině, a k libovolné na téže množině de­
finované spojité funkci g existuje spojitá funkce <p taková, že funkce <p(g) se minimálně 
liší od funkce f. Speciálně, ke každé omezené funkci f(x), existuje spojitá funkce <p(x), 
která ji (ve smyslu stejnoměrné konvergence) nejlépe aproximuje. 

Přeložil Jiří Fábera 

L O G A R I T M I C K Á S P I R Á L A 

M i lan Piš l , katedra mat. a deskr. geom. el. fak. ČVUT v Praze 

Logaritmická spirála je definována jako čára, která protíná svazek přímek pod kon­
stantním úhlem # . Zvolíme-li střed svazku v počátku, pak tato podmínka zní 

T — <p = ů, (1) 

kde <p je směrový úhel radiusvektoru průběžného bodu a T tečnový úhel (viz obr. 1). 

Vztah (1) definující logaritmickou spirálu je ekvivalentní se vztahem 

ej(T-<P>= £ 9 £ = ej# 9 # = konst , (2) 

a použijeme-li pro rovnici logaritmické spirály komplexního vyjádření 

(f(t) je komplexní funkce reálného argumentu t), 
můžeme rovnici (2) psát ve tvaru 

m I/MI _ m = JĚL. (3) 
|/'(t)| /(<) dí 

Označíme-li = X(t) reálnou funkci parametru t, dostáváme pro komplexní funkci 

f(t), definující logaritmickou spirálu, diferenciální rovnici 

f(t) 

kde /l(t) je libovolná reálná funkce parametru t, e = ej&, & reálná konstanta. 

416 



Integrací rovnice (4) získáme pro hledanou funkci vyjádření 

f(t) = «.«"««', (5) 

t 

kde A(t) = / X(x) áx , a = f(tQ) 4= 0 je arbitrární komplexní konstanta. 
•'o 

Provedme rozbor rovnice (5). 

1. Nechť & = kn (k = 0,1), pak platí 

z = f(t) = ae±/4(í) = aT ; (T reál. parametr), 

což jest rovnice přímky jdoucí počátkem a bodem z = a. 

Obr. 1. 

2. Nechť ů = k — (k = —1A) , pak platí 

2 = ae±)Ait) 

a rovnice sdružená 
z = Se±M(<> , 

odkud dostáváme (vynásobením) 
z . z = a . a , 

což je rovnice kružnice se středem v počátku a procházející bodem z = a. 

3. Nechť tedy 0 =4= k — (k = — 1, 0, 1, 2). Pak z = f(t) = ae^(<) (6) 
Ji 

je rovnicí logaritmické spirály, procházející bodem z = a (pro t = t0) a mající pól v po­
čátku, při čemž reálná funkce 

t 

A(t) = / k(x) áx 
U 

má vliv jen na parametrisaci. 
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D ů k a z p rovedeme t a k , že na lezneme přirozenou rovnici k ř ivky , určenou rovnicí (6). 
Nejprve s t a n o v í m e oblouk s. Pro jeho diferenciál p la t í 

d s 2 = / ' .p' dt2 = ffeeX2(t) dt2 = a.a.e (£+~e)A(t) P(t) dt = a . a . e2coS ^ < ť ) . Á2(t) dt2 , 
a dále 

ds = \a\ eC O S *Ait) . K(t) dt . (7) 

Integrací rovnice (7) z ískáme pro oblouk s vy j ádření 

8(t) = _J_L_ eC O S & • Ait) = s(t0)eCOS & •Ait) (8) 
COS & 

f 
Diferencováním rovnice (1) vychází dT = dy, a protože p l a t í e2ip = —- , d o s t á v á m e 

/ 
p r o diferenciál dep v z t a h 

2j d<p L = ~J— dt , 
/ P 

o d k u d užitím rovnice (6) z ískáme 

dT = d<p = sin ů . l(t) dt . (9) 

P ro poloměr kř ivost i r vychází ze v z t a h ů (7) a (9) 

ds | a | e C O S ^ - ^ ( ť ) ^ ( t ) d t |a | . _ . 

dT sin ů . k(t) dt sin # 

Použijeme-li ješ tě rovnice (8), m ů ž e m e vy loučit reál. funkci A(t), čímž získáme 

\a\ cos ft 
s = cotg ti . s . (10) sin ů \a\ 

P o z n á m k a : 
t 

Protože reálná funkce A(t) = f X(x) dx m á vliv jen n a pa ramet r i ckou s tupnic i , může-
ío 

m e rovnici k a ž d é spirály s pólem v p o č á t k u p s á t ve t v a r u 

z = aebt , (6*) 

k d e a, b j sou arbitrální komplexní k o n s t a n t y , a obráceně k a ž d á rovnice t v a r u (6*) před­
s tavu j e logar i tmickou spirálu procházející b o d e m z = a o p a r a m e t r u t = 0 a protínaj ící 
p o d k o n s t a n t n í m ú h l e m ů = arg b svazek p ř í m e k se s t ř e d e m v p ó l u k ř ivky , k t e r y sp lyvá 
s p o č á t k e m . 

Z rovnice (6) pře jdeme též s n a d n o k polární rovnici, neboť ze v z t a h ů f(t) = aeeA(t), 

f(t) = ae~eAH) vychází (násobením a dělením) o2 = f(t) . p(t) = a .a . e 2 c O S > • A ( t > , e23? = 

= 4r—- = — e 2 i 8 i n * • Ait), a dále odmocněním 
/(t) 

Q _ | / ( Í ) | = \a\ e c o s * • y l ( ť > , <p = arg/(t) = arg a + sin ^ . A(t) . 
(11) (12) 
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El iminací A(t) z rovnic (11), (12) d o s t á v á m e po lárn í rovnici logar itm ické sp i rá ly ve t v a r u 

= o0e
(<P-91o)cotg # ; (13) 

j sou polární souřadnice b o d u spirály . 

V da lš ím uvedeme některé v la s tnos t i 
logar i tmické spirály . 

1. El iminací A(t) ze vzorců (8), (11) 
d o s t á v á m e pro dé lku ob louku m ě ř e n é h o 
od p ó l u (obr. 2) 

(14) 

kde o0 = \a\ = \f(t0)\t (p0 = arga = argf(£0) 

V 

\*^<=? 
cоs ů 

2. U ž i t í m v z t a h u (14) vycház í ze vzor­
ce (10) p ro poloměr kř ivost i (obr. 2) 

(15) 
sin ê 

Konstrukce j e p a t r n á z obrázku , o d k u d 

též č teme: Po lárn í n o r m á l a MN j e r o v n a 
po loměru kř ivost i a po lární t a n g e n t a MT 
j e r o v n a oblouku m ě ř e n é m u od pólu spi­
rály. 

3 . Probíhá-l i a r g u m e n t q> 
a r i t m e t i c k o u pos loupnost s 
diferencí A <p, p a k p r o podí l 
q m o d u l u vycház í z po lárn í 
rovnice (13) 

Єo© 
((p + Ay—yJ cotg # 

Qo^v-vJ c o t e & 

= eAcp.cot^fi f (14) 

t j . m o d u l y probíhaj í geomet­
rickou pos loupnost s kvoci­
e n t e m q (obr. 3). 

Konstrukce: 

D á n y b o d y M0, M4; Q2 = 

= ]/Qo • 04* Qi = 

= ]/Q2 • ř?o» 03 = l/(?4 • e?2 • 

4. K a ž d o u s te jnoleh lost 
podle p ó l u s p o m ě r e m ek lze 
n a h r a d i t o točením oko lo pó lu 
o úhel co = 2wr — k t g ů 
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(n celé takové, že platí — TT < co < TT) a obráceně každé otočení kolem pólu o úhel 
co lze nahradit stejnolehlostí se středem v pólu a s poměrem ek = e~w c o t6 &. 

Důkaz: 

Budtež 2 = aeeť, e = ei& rovnice dané logaritmické spirály. Křivka s ní stejnolehlá 
vzhledem k počátku s poměrem ek má rovnici 

zъ = e*-z = aeк . e є (15) 

Obr. 4. 

Otočíme-li však původní křivku o úhel co = 2n-r — k tg cp, dostaneme křivku o rovnici 

Z w = e j „ Z __ a e c o s #t + j sin . (í ~ - ^ - ) __ 

k 
= aefc . eєT; T = t 

cos # 
(16) 

čímž je důkaz proveden, neboť rovnice (15) a (16) representují dvě různé parametrisace 
téže křivky (viz rovnici (6)). 

Důsledek vlastnosti sub 4: 

Logaritmická spirála o rovnici z1 = aeet vznikne z logaritmické spirály z2 = o e e * stejno­

lehlostí s poměrem ek = a otočením o úhel rovný arg — . Obě ty to transformace 

lze nahradit jediným otočením o úhel 

co = arg b — arg a — tg # . lg 

Jinak řečeno: 

-f- 2nju (n celé takové že — TU < co < 7u). (17) 

Změna komplexní konstanty a v rovnici (6) resp. (6*) značí geometricky rotaci dané 
spirály kolem jejího pólu (obr. 4). 
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Poznámka: 

Zvolíme-li za poměr stejnolehlosti hodnotu emU c o te ^,pak výsledná křivka je s původ­
ní totožná, neboť platí 

m n cotg # cos£ 

= OЄ^ ; T = t + 
mU 

+ j sin ů . ť 

sin # 

5. Další vlastnosti logaritmické spirály souvisí s její evolutou. 

Evolutou dané křivky rozumíme obálku (pokud existuje) jejích normál (obr. 5). 

vt 

Obr. 5. 

Její rovnici odvodíme takto: 

Je-1i z = f(t) čára, jejíž evolutu počítáme, pak pro normálu v jejím běžném bodě f(t) 
platí rovnice 

z —f(t) = j A/'(í), * —/(í) = — j A/'(«) . 

Odtud eliminací reálné veličiny A vychází 

/'(«)(« —/(*•)) + /'(()(* —/(*)) = 0 , (18) 

což je jednoparametrická soustava normál čáry z = f(t) (parametrem v soustavě (18) je 
opět běžny parametr původní křivky). Derivováním (18) podle parametru t dostaneme 

f"(t) • («—/(«)) +f"(t) • (-—/'(<)) = -/'(í)T(O (19) 
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Běžný bod v(t) hledané evoluty dostaneme jako společné řešení soustavy rovnic (18) 
a (19), t j . 

/ > - / ) + / ' ( « — /) = 0. 

/>—/)+/"(«-/) = 2/y7, 
odkud eliminací v(t) získáme 

»(*) = /(*) + 
2/'2(í)/'(<) 

Г(t)f"(t)—Г(t)f"(t) 
(20) 

Rovnice (20) je tedy parametrickým vyjádřením evoluty čáry /(£). Zvolíme-li za pů­
vodní křivku logaritmickou spirálu, bude pro její derivace platit 

/'(*) = ef(t) , f"(t) = e*f(t) , 

což dosazeno do vzorce (20) dává rovnici evoluty ve tvaru 

* = / + 
2в/ € -f- Є 

/ = jcotg # . / ( * ) , (21) 
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z něhož je zřejmé, že evoluta vznikne z původní křivky stejnolehlostí s poměrem |cotg ů\ 

a otočením o arg (j cotg ů) = (sign cotg ů) , což podle (17) lze nahradit jediným 

otočením kolem pólu o úhel 

o = (sign cotg ů) tg # lg |cotg ů\ -f- 2n-T . 

Máme větu: 

Evoluta logaritmické spirály je opět logaritmická spirála, vzniklá z původní otočením 
kolem společného pólu o úhel 

co = (sign cotg) ů) tg # lg |cotg ů\ -f- 2n7r . 
2i 

Na obrázku 6 je zvoleno ů = , takže co = a křivka c ť je evolutou křivky ci_1 

4 2 
(i = 1, 2, 3, 4). 

Nazveme-li evolutu evoluty druhou evolutou původní křivky, pak 

čtvrtá evoluta je opět původní křivka. 

|Pгo ê = ^ - j 
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