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Math. Siovaca 37, 1987, No. 1, 111—124 

SUR LES SELECTEURS 
DES MULTIFONCTIONS 

MILAN MATEJDES 

Dans l'article présent, nous traitons de quelques questions sur la continuité et la 
mesurabilité des multifonctions, donc, sur leurs sélecteurs. Nous «.caractérisons les 
multifonctions mesurables au sens de Baire à l'aide du termç généralisé de la 
quasi-continuité et aussi à l'aide des multifonctions semi-continues supérieurement 
et semi-quasi-continues inférieurement. 

Nous étudions les suites des sélecteurs quasi-continus et des sélecteurs jouissant 
de la propriété de Baire et dans la dernière partie, nous dénlontrons la condition 
nécessaire et suffisante pour l'existence des sélecteurs jouissant de la propriété de 
Baire. 

1. ^-continuité 

Soient X et Y deux espaces topologiques. Nous désignons par le symbole <g la 
famille des ensembles non vides situés dans l'espace X telle que ^=£0. 

Soit F une multifonction qui fait correspondre à tout point x de l'espace X un 
sous-ensemble non vide F(x) de l'espace Y. 

Définition 1.1. La multifonction F est u-^continue (l-^-continue) au point 
JCI, lorsque, pour chaque sous-ensemble ouvert G de Y tel que F(*i)c: 
G(F(xt)nG^=0) et pour chaque entourage U de xx il existe , un ensemble Ce^tel 
que Ce: U et F(x)czG(F(x)nGi=0) pour chaque xeC. La multifonction F est 
dite ^-continue au point x lorsqu'elle est u-^-continue au point x et l-^-continue 
au point x. La multifonction F est dite u-^-continue (l-^-continue) lorsqu'elle est 
u-^-continue (l-^-continue) en chaque point. 

Si <# est la famille des ensembles ouverts non vides, alors les notions de 
w-^-continuité (/-^-continuité) et de semi-quasi-continuité supérieure (inférieu­
re) sont équivalentes. 

Soit I un a-idéal sur X. La famille des ensembles R tels que R £ I est désigné par 
^(1). Soit A Œ X. Désignons par Dj(A) l'ensemble des points x e X tels que pour 
chaque entourage U de x l'ensemble AnU^I. 

Les trois lemmes suivants sont évidents. 
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Lemma 1.1. On a les formules suivantes: 
1. Di(A) ŒÀ (À est la fermeture de A) 

2. DJ(A) = DJ(A) 

3. Si on suppose que l'espace X admet une base dénombrable, on 
aA\Di(A)e! (voir [3, p. 51]). 

Lemme 1.2. Pour que F soit l-VoÇ^-continue (u-^ffî-continue) au point x, 
il faut et il suffit que pour chaque ensemble ouvert G, la condition G n F ( x ) =£0 
(F(x) Œ G) entraîne x e DI(F~(G)) (x e Dt(F+(G))), où F~(G) = {xe X: 
F(x)nGï0} etF+(G) = {xeX: F(x)czG}. 

Le lemme 1.2 implique un lemme suivant. 
Lemme 1.3. Pour qu'une multifonction F soit 1-^(1)-continue (u-

-^(lycontinue), il faut et il suffit que F~(G) ŒDJ(F~(G))(F+(G) ŒDJ(F+(G))), 

' quel que soit l'ensemble ouvert G. 
Lemme 1.4. Si l'on suppose que les espaces X, Y admettent une base dénom­

brable, l'ensemble A des points de l-^iydiscontinuité de la multifonction 
F appartient à I. Si l'ensemble F(x) est compact pour chaque xeX, alors 
l'ensemble B des points de u-Vo^-discontinuité de la multifonction F appartient 
à I. 

Démonstrat ion . Soit {Gn}n=1 une base de l'espace Y. D'après le lemme 1.2, 
pour que la multifonction F ne soit pas /-^(I^continue au point x, il faut et il suffit 
que lorsqu'il existe un ensemble ouvert Gn tel que x e F~(Gn)\D!(F~(Gn)) et 

d'après le lemme 1.1, on a A = Û (F-(Gn)\Dj(F-(Gn)))eI. 
n = l 

Soit {Vk}k=i une suite de tous les sommes finies de la forme GniuGn2u...uGnr. 
L'ensemble F(x) est compact et d'après le lemme 1.2, pour que la multifonc­
tion F ne soit pas M-^(I)-continue au point x, il faut et suffit que, lorsqu'il existe 
un ensemble Vk tel que jc6F+(Vk)\D I(F+(Vk)) , d'où on a B = 

Û (F+(Vk)\Dj(F+(Vk))) et d'après le lemme 1.1, Bel. 
fc=i 

Définition 1.2. Une multifonction F est dite semi-continue supérieurement 
(u.s.c.) (semi-continue intérieurement (l.s.c.)) au point x, lorsque, pour chaque 
sous-ensemble ouvert G de Y, la condition F(x) <=: G(F(x) nGj=0) entraîne 
xeint (F+(G))(xeint (F~(G))). La multifonction F est dite u.s.c (l.s.c.) 
lorsqu'elle est u.s.c. (l.s.c.) en chaque point. Si la multifonction F est u.s.c. et 
l.s.c, elle est dite continue. 

Le théorème suivant est une généralisation du théorème de Neubrunnovâ 
(voir [1]). 

Théorème 1.1. Soit F une multifonction [-^(fy-continue (u-^^-continue). Si 
des points de semi-discontinuité inférieure (supérieure) de la multifonction 
F constituent un ensemble, qui appartient à I, alors la multifonction F est 
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semi-quasi-continue inférieurement (l-quasi-continue) (semi-quasi-continue su­
périeurement (u-quasi-continue)). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit G un ensemble ouvert tel que F(jc)nGT-=0 (F(x)cz G) 
et soit U un entourage de JC. La multifonction F est /-^(I)-continue (w-^(I)-con-
tinue) au point JC, d'où UnF~(G) ^ I(UnF+(G) £ I) . Donc, il existe un point JCI tel 
que JCI e UnF~(G) (JCI e UnF+(G)) et F est l.s.c. (u.s.c.) au point xu d'où il existe 
un ensemble ouvert Hcz UnF~(G)(Hcz UnF+(G)) et JCI G H. 

Définition 1.3. Une multifonction F jouit de la propriété HT(HÎ) au point 
JC, lorsque, pour chaque sous-ensemble ouvert G de Y, la condition 
F(x)nGï 0 (F(JC) cz G) entraîne x e int Dj(F~(G)) (x e int Dj(F+(G))). 

R e m a r q u e 1.1. Soit I={AczX: A est un ensemble de I-e catégorie}. Soit 
{Gn}n=l une base de l'espace y . L'ensemble B des points où la multifonction F 
ne possède pas la propriété Hf s'obtient par la réunion d'un nombre des 
F~(Gn)\'mtDI(F~(Gn)). Les ensembles Rn =(D I(F"(G . t)) \ int DI(F~(Gn)))n 
F (Gn) et Sn=F~(Gn)\DI(F-(Gn)) sont de I-e catégorie (voir [3, p. 51]), d'où 

l'ensemble B = Q (SnuRn) est de I-e catégorie. Si l'ensemble F(JC) est compact 
M = l 

pour chaque xeX, alors l'ensemble des points où la multifonction F ne possède 
pas la propriété Ht est aussi de I-e catégorie. 

Théorème 1.2. Soit cê = {(G\S1)uS2: G est ouvert tel que G £ I , Su S2eI}.Y 
étant l'espace régulier, soit F une multifonction u-^-continue. Si la multifonction 
F jouit de la propriété Hj au point x, alors la multifonction F est l.s.c. 

D é m o n s t r a t i o n . En supposant que la multifonction F ne soit pas l.s.c. au 
point JC, il existe un ensemble ouvert G tel que F(jc)nG=£ 0 et à chaque entourage U 
de JC corresponde un point xxeU tel que F(JCI) <= y \ G. La multifonction F jouit de 
la propriété H~ au point JC, donc, il existe un entourage ouvert l/i de JC tel que la 
condition HczUi (H ouvert non vide) entraîne HnF~(G) £ I. Donc, aussi il existe 
un point xi e Ux tel que F(JCI) cz y \ G. La multifonction F étant u-^-continue au 
point JCI, il existe un ensemble A cz Ux tel que A = ( V \ S i ) u S 2 (V ouvert, V ^ I , Si, 
S2 e I) et pour chaque x G A on a F(JC) cz y \ G. Posons H = V n Ux. On a A cz Ux et 
V ^ I , d'où HczUi (H ouvert non vide) et pour chaque jceH\Si=£0 on 
a F(x)cz Y\G, contrairement à la multifonction F jouit de la propriété Hî au 
point JC. 

Le théorème suivant se démontre de façon analogue. 

Théorème 1.3. Soitc€ = {(G\S1)uS2: Gestouvert,G±IetS1,S2eI}.Yétant 
l'espace régulier, soit F une multifonction l-^-continue, soit F(x) compact pour 
chaque xeX. Si la multifonction F jouit de la propriété Ht au point x, alors la 
multifonction F est u.s.c. au point x. 

Le théorème suivant se démontre de la façon analogue élaborée par N e u b r u n n 
et N â t h e r (voir [2]). 
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On suppose que [J Ane
(€ pour Ane

c€ et la puissance de l'ensemble ^(An) — 
n = l 

{xeX: à chaque entourage U de x corresponde un ensemble Ce% tel que 
C c U n A „ } est â 2 . 

Théorème 1.4. On suppose que Vepace Y admet une base denombrable, soient 
X, Y les espaces réguliers, et chaque point de X admet une base denombrable. La 
condition nécessaire et suffisante pour que F soit u-^-contmue au point x est 
l'existence d'un ensemble Ae% tel que xecê>(A) et la multifonction partielle 
F | AU{JC} soit u.s.c. au point x. 

2. 2S-continuité 

Dans cette partie nous supposons que I soit un a-idéal des ensembles de I-e 
catégorie et SB soit une famille des sous-ensembles de X de II-e catégorie qui 
jouissent de la propriété de Baire. 

Dans sinq théorèmes suivants on suppose que l'espace Y admet une base 
denombrable, Y étant l'espace régulier. 

Théorème 2.1. Si une multifonction F est u-Su-continue, alors les points de 
semi-discontinuité inférieure de la multifonction F constituent un ensemble de I-e 
catégorie. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après la remarque 1,1, l'ensemble des points où la multi­
fonction F ne possède pas la propriété Hj est de I-e catégorie et d'après le 
théorème 1.2, les points de semi-discontinuité inférieure de la multifonction F 
constituent un ensemble de I-e catégorie. 

La démonstration du théorème suivant est analogue. 

Théorème 2.2. Soit F une multifonction l-SB-continue. Si Vensemble F(x) est 
compact pour chaque xeX, alors les points de semi-discontinuité supérieure de la 
multifonction F constituent un ensemble de I-e catégorie. 

Théorème 2.3. Si une multifonction F est S/à-continue, alors la multifonction 
F est l-quasi-continue. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après le théorème 2.1, l'ensemble des points de semi-disc­
ontinuité inférieure de la multifonction F est de I-e catégorie et d'après le 
théorème 1.1, la multifonction F est /-quasi-continue. 

La démonstration du théoième suivant est analogue. 

Théorème 2.4. Soit F une multifonction SB-continue. Si Vensemble F(x) est 
compact pour chaque xeX, alors la multifonction F est u-quasi-continue. 

Deux théorèmes précédents impliquent un théorème suivant 

Théorème 2.5. X étant l'espace de Baire, soit F(x) compact pour chaque 
xeX. Pour que la multifonction F soit SB-continue, il faut et il suffit que la multi­
fonction F soit quasi-continue. 
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3. Propriété de Baire 

Définition 3.1. Une multifonction F jouit de la propriété de Baire, lorsque, quel 
que soit Vensemble ouvert G, l'ensemble F~(G) jouit de la propriété de Baire. 

La démonstration du lemme suivant est évidente. 
Lemme 3.1. Soit X Vespace de Baire. Si les points de u-Sfo-discontinuité 

(1-SJi-discontinuité) de la multifonction F constituent un ensemble A de I-e 
catégorie dans X, alors la multifonction partielle F |X \A est u-SftA-continue 
(l-ShA-continue), où ShA est la famille des sous-ensemble de X \ A de Il-e catégorie 
dans X\ A qui jouissent de la propriété de Baire dans X \ A. 

Dans trois théorèmes suivants on suppose que l'espace y admet une base 
dénombrable, y étant l'espace métrique, soit X l'espace de Baire et F(x) est 
compact pour chaque xeX. 

Théorème 3.1. Pour qu'une multifonction F jouisse de la propriété de Baire, il 
faut et suffit que les points de 1-S/ï-discontinuité de la multifonction F constituent 
un ensemble de I-e catégorie. 

Démonstration. Si la multifonction F jouit de la propriété de Baire, d'après le 
lemme 1.4, les points de i-^-discontinuité de la multifonction F constituent un 
ensemble de I-e catégorie. 

On suppose que les points de 1-Sft-discontinuité de la multifonction F constituent 
un ensemble A de I-e catégorie. D'après le lemme 3.1, la multifonction partielle 
F |X\ A est l-SfoA-continue et d'après le théorème 2.2, les points de semi-discontin­
uité supérieure de la multifonction F |X \A constituent un ensemble S de I-e 
catégorie dans X \ A . Posons Z = F | (X\A) \S . Soit G ouvert. On a Z+(G) = 
(H\A)\S = (F+(G)\A)\S, où H est ouvert dans X, A est l'ensemble de I-e 
catégorie dans X et S est l'ensemble de I-e catégorie dans X\ A, donc aussi dans 
X, d'où l'ensemble F+(G) jouit de la propriété de Baire. y étant l'espace métrique 

on a y \ G = H H „ (Hn ouvert) et F"(G) = X \ F + ( y \ G ) = X \ F + ( n Hn) = 
n=-l \n = l / 

X\ n F+(Hn), d'où l'ensemble F~(G) jouit de la propriété de Baire. 

Théorème 3.2. Pour qu'une multifonction F jouisse de la propriété de Baire, il 
faut et il suffit que les points de u-Sft-discontinuité de la multifonction F constituent 
un ensemble de I-e catégorie. 

Démonstration. On suppose que la multifonction F jouit de la propriété de 

Baire. On a F+(G) = X \ F " ( y \ G ) = X \ F - ( n Hr,
N)=X\fî F~(Hn), où la suite 

\ n = l / n=l 

{Hn}n-! est non croissante telle que Hn est ouvert et à chaque ensemble ouvert 
Uzo Y\G correspond l'ensemble Hn tel que Uz>Hn=>Hnzo Y\G. \F(x) est 
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( 00 \ 00 \ 

n Hn\ = H F~(Hn) i . Donc, l'ensemble F*(G) joui de a 
pr priété de Baire. D'après Je iemme 1.4, les points de u-^-discontinuité de la 
multifonction F constituent un ensemble de J-e catégorie. 

Or suppose que les points de u-Ô9-discontinuité de la multifonction F con h 
tuent un ensemble A de J-e catégorie. D'après le lemme 3.1, la multifonction 
partielle F\X\A est u-ââA-continue et d'après le théorème 2.1, les points de 
semi-disco ihnuité inférieure de la multifonction F | X \ A constituent un ensembj 
S de J-e catégorie dans X\A, donc, Z~(G)^(H\A)\S = (F~(G)\A)\S, ou 
Z==F|(X\ A ) \ S , H est ouvert dans X, A est l'ensemble de J-e catégorie d^ns X 
et S est l'ensemble de 7-e catégorie dans X \ A, donc aussi dans X, d'où Tensemb e 
F~(G) jouit de la propriété de Baire, où G est ouvert. 

Deux théorèmes précédents impliquent le théorème suivant. 
Théorème 3.3. Les conditions suivantes sont équivalentes. 
1. Une multifonction F jouit de la propriété de Baire. 
2. Les points de I-Siï-discontinuité de la multifonction F constituent un ensemble 

de I-e catégorie. 
3. Les points de u-Sft-discontinuité de la multifonction F constituent un ensem­

ble de I-e catégorie. 
4. Les points de ^-discontinuité de la multifonction F constituent de Le 

catégorie. 

4. Propriété de Baire et des multifonctions semi-continues 

Définition 4.1. Soit F une multifonction, soit xieX. Désignons par %(x ) 
Vensemble des points y e Y tels que pour chaque entourage V de y et pour chaque 
entouiage U de xt il existe un ensemble C e <# tel que CczU et F(x)n V=£ 0 pour 
chaque x e C. 

Lemiîîe 4.1. L'ensemble %(xi) est fermé. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit yec€F(xi). Soit V un entourage de v, soit U un 
entourage de xx. Il existe un point y2e V tel que yiEc€F(x1), d'où il ex'ste un 
ensemble C e <ë tel que C e U et F(x)nV^0 pour chaque xe C, donc y e %(xi). 

Lemme 4,2. Pour qu'une multifonction F soit l-^-continue au point x* il faut et 
il suffit que F(xx) cz ^F(x i) . 

D é m o n s t r a t i o n . Si y eF(xi) et la multifonction F est 1-^-continue au po; it 
xu pour chaque entourage V de y et pour chaque entourage U de xx il existe un 
ensemble C e ^ tel que C e LIet F (x )n V=i-=0 pour chaque xeC, d'où y e ^F(x i ) . 

Soit F(x i)c: %(x i ) . Soit V un ensemble ouvert, soit U un entourage de x\. Si 
VnF(x i ) =£ 0, il existe un point y e VnF(x1). F(xt) cz ^(xi), d'où il existe un 
ensemble C e ^ tel que CczU et F(x)nV£0 pour chaque xeC, donc la 
multifonction F est 1-^-continue au point Xi. 
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Lemma 4.3. Soit {xt,teT} un système filtrant qui converge vers JCI. Soit 
{yt,teT} un système filtrant qui converge vers yx tel que yte

cêF(xt). On 
a y i G ^ F ( x i ) . 

Démonstrat ion. Si Vest entourage ouvert de yx et U est un entourage de xi, 
il existe txeT tel que yt e V et JC, e U pour chaque t > tu Le point yt e %(xt), d'où il 
existe un ensemble Ce <€ tel que C e U et F(jc)n W=0 pour chaque xeC, donc 
yi e %(Xl). 

Lemme 4.4. Soit YVespace de Hausdorff compact. Si Vensemble ^(x) est non 
vide pour chaque xeX, alors la multifonction %-: x*-*r€F(x) est u.s.c. 

Démonstrat ion. En supposant que la multifonction <#F ne soit pas u.s.c. 
au point xi, il existe un ensemble ouvert G tel que G :D ^(JC-) , il existe un 
système filtrant {xt,teT} qui converge vers xx tel que pour chaque t e T il existe 
un point yte%(xt)\G. Y est l'espace de Hausdorff compact, donc il existe un 
système filtrant partiel {yt>, t'eT} du système filtrant {yt, teT} qui converge 
vers y i G Y \ G . D'après le lemme 4.3, yx e %(xx), contrairement à la formule 
<ëF(jCi)c=G. 

Le lemme suivant est évident. 
Lemme 4.5. Soit Y Vespace régulier. Soit F(xx) un ensemble fermé. Si F est 

u.s.c. au point xu alors C€F(X1)ŒF(XI). 
Théorème 4.1. On suppose que l'espace Y admet une base dénombrable, 

Y étant Vespace de Hausdorff compact, soit X Vespace de Baire. Soit F(x) compact 
pour chaque xeX. Pour que F jouisse de la propriété de Baire, il faut et il suffit 
qu'il existe une multifonction G: X—> Y telle que G est u.s.c. et 1-quasi-continue, 
G(x) est compact pour chaque xeX et Vensemble {xeX: F(JC) =£ G(JC)} est de 
I-e catégorie. 

Démonstrat ion. D'après le théorème 3.1, les points de i-38-discontinuité de 
la multifonction F constituent un ensemble A de I-e catégorie et d'après le 
lemme 4.2, on a: F(x) c £8F(JC) pour chaque j c e X \ A . X est l'espace de Baire, 
d'où l'ensemble X \ A est dense et d'après le lemme 4.3, l'ensemble S8F(JC) est non 
vide pour chaque JCGX. D'après la remarque 1.1, l'ensemble S des points où la 
multifonction F ne possède pas la propriété Ht est de I-e catégorie. Nous 
montrerons que F(JC) => £9F(JC) pour chaque J C G X \ S . S'il existe J C I G X \ S tel que 
^ F ( * I ) \ F ( * O ^ 0 , il existe deux ensembles ouverts Gu G2 tels que GinG2 = 0, 
F(jCi)cG2 et yieGi, où yieSftF(x1)\F(x1). La multifonction F jouit de la 
propriété Ht au point JCI, donc il existe un entourage ouvert U de Xi et il existe un 
ensemble R de I-e catégorie tel que R<=U et F(U\R)czG2 (R est de I-e 
catégorie parce que la multifonction F jouit de la propriété de Baire). Le point 
yi e S8F(JCI), d'où il exists un ensemble B tel que tel que BeSft, BczU et 
F(jc)nGi=^0 pour chaque jceB, contrairement à la formule GinG2 = 0. Donc 
F(JC) = S)F(JC) pour chaque j c e X \ ( S u A ) . Posons: G = S8F. L'espace Y est 
compact, donc d'après le lemme 4.4, la multifonction S8F est u.s.c. Nous montre-
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tons que S9F est i-quasi-continue. Soit xx e X, soit G un ensemble ouvert tel que 
SftF(x1)nG£0, soit U un entourage de xi. L'ensemble S8F(xi)nG est non vide, 
donc il existe un point yie3^F(x1)nG, d'où il existe un ensemble Be ëft tel que 
B c U e t F ( j c ) n G ^ 0 pour chaque JCGB. Si J C G X \ A , F(JC) Œ 0SF(X), d'où 
ÇftF(x)nG =D F(x)nG^=0 pour chaque xeB\AczU, donc ÇfoF est i-£$-continue au 
point xi. D'après le théorème 1.1, la multifonction 33F = G est i-quasi-continue. 

On suppose qu'il existe une multifonction G: X-> y telle que G est u.s.c. et 
i-quasi-continue, G(JC) est compact pour chaque xeX et l'ensemble 
jR = {JC e X: F(x) =£ G(JC)} est de I-e catégorie. Soit H c Y ouvert. La multifonc­
tion G est i-quasi-continue, donc G'(H) jouit de la propriété de Baire. L'ensemb­
le R est de I-e catégorie et G~(H)n(X\R) = F-(H)n(X\R), d'où F~(H) jouit 
de la propriété de Baire. 

5. Sélecteurs des multifonctions 

Dans cette partie nous supposons que Y étant l'espace métrique compact et X 
étant l'espace de Baire. Soit F: X—> Y une multifonction, soit r: X—> y une 
fonction. Désignons par Fr une multifonction telle que Fr(jc) = {y eF(jc): 
d(y, r(x)) = d(F(x), r(x))}, où d(a, b) est la distance entre les points a et b et 
d(A,b)=inî{d(a,b): aeA} pour A c y , b e Y. Soit 2 r = {Kc=y: K est 
compact, non vide}. 

Théorème 5.1. Si la multifonction F: X-*2Y et la fonction r: X-* Y sont 
continues au point xu alors la multifonction Fr est u.s.c. au point x}. 

D é m o n s t r a t i o n . Posons S(e, A) = {yeY: d(A,y)<e}. En supposant que 
la multifonction Fr ne soit pas u.s.c. au point je-, il existe e > 0 et il existe un système 
filtrant {xt,teT} qui converge vers xi tel que pour chaque teT il existe 
yteFr(xt)\S(e, Fr(xi)). Parce que Y étant l'espace compact, il existe un point 
yiG Y\S(e, Fr(jd)) et un sous-système filtrant {yt,t'eT!} de {JC,, teT} qui 
converge vers yx. F est u.s.c. au point xu d'où yi eF(jd). Parce que y\ ^Fr(xx) on 
a d(yu r (x i ) )> s où s = d(F(xx), r(xx)). Soient sx et G ouvert tels que: 

i. *&-«*»-'>Sl>0 

2. S(S l , y ,)nS(5, r(x,)) = 0 

3. Fr(Xl)czGcS(6,F,(jt,)) 

4. «(s^yO^G^O 

Soit ô = —•*---— . Parce que F est l.s.c. au point *i et r est continue au point 

Xi, il existe un entourage U de x. tel que pour chaque xeU on a: 
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r(jc)eS(ô, r(jcO) (1) 

d(F(x),r(x))^s + ô (2) 

Parce que {y,., t' e T'} converge vers yx et {jcr, t'e T'} converge vers xi il existe 
ri e T tel que y, e S(su yi) et xt e U pour chaque t' > t'l9 t'eT'. Pour t' > t[ on 
a yieF r(jc f)nS(s!, yi), d'où d(F(jc,<), r(jc f))>s + <5, contrairement à l'inégalité 
(2). 

Théorème 5.2. Si une multifonction F: X—> 2Y jouit de la propriété de Baire, 
alors il existe une multifonction F.: X—»2Y te11e que les ensembles 
{jceX: F„(JC)CZF(JC)}, {jceX: card (F.(JC)) = 1 } sont résiduels et F, est u.s.c. et 
1-quasi-continue (card (R) = la puissance de l'ensemble R). 

D é m o n s t r a t i o n . Si G est une multifonction, nous désignons par le symbole G0 

la multifonction 8ftG. Soit {rn, n = 1, 2, 3, ...} un ensemble dense dans Y. Posons 
Fi = (F0)ri = (S8F)ri, Fn =((Fn_i)o)r„, n = 2 , 3, 4, ... D'après le théorème 4.1, l'ens­
emble B = {jceX: F(JC) =É F0(JC)} est de J-e catégorie. D'après le théorème 5.1, 
l'ensemble des points de semi-discontinuité supérieurement de la multifonction F„ 
constituent un ensemble An de I-e catégorie et d'après le lemme 4.5, 

{xeX: (F n) 0(x)czF n( jc)}cX\A n . Posons A = (j An. Si j c e X \ A , Fn + i(jc)c 
n = l 

F„(JC) pour n = l, 2, ... Parce que Y étant l'espace compact et Fn(jc) est fermé, 
00 oo 

l'ensemble f] Fn(x) est non vide pour j c e X \ A . Si yl9 y2ef] Fn(x)9 (yi=5-=y2), 
n = l n = l 

d(yu rn) = d(y2, rn) pour chaque n = l , 2, 3, ... L'ensemble {rn, n = l, 2, 3, ...} est 
dense dans Y, donc il existe un point r, tel que d(ri9 yi)<d(yl9 y2)/4. On a: 

d(yl9 y2)^d(yu n) + d(ri9 y2) = 2d(ri9 yi)<d(yl9 y2)/2, 

contrairement à l'inégalité yi^y2, d'où on a l'égalité card ( f] Fn(jc)J = l pour 
\n = l / 

chaque .xeX\A. Fn est u.s.c. au point J C G X \ A pour n = 1, 2, 3, . . .d 'où H Fn est 
n--i 

u.s.c. au point xeX\A (voir [4, p. 37]). Posons F. = ( f] Fn ) . L'ensemble F.(x) 
\ n = l /O 

est non vide pour JC e X \ A. Parce que X étant l'espace de Baire, X \ A est dense 
dans X, donc d'après le lemme 4.3, F„(JC) est non vide pour chaque JC e X . D'après 
le théorème 4.1, la multifonction F. est u.s.c, semi-quasi-continue inférieurement, 
card (Fm(x)) = 1 pour chaque JC e X\ A et Fm(x) c= F(JC) pour chaque xeX\ (AuB) 

oo 

(La multifonction f] Fn est u.s.c. au point x e X \ A , d'où on a card (F.(*)) = l 
n=-l 

pour chaque j c e X \ A , d'après le lemme 4.5). 
Définition 5.1. Soit f: X--> Y une fonction. Si /(JC) e F(x) pour chaque xeX, la 

fonction f est dite un sélecteur de la multifonction F. 
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Corollaire 1. Si f est un sélecteur de la multifonction F, (Fm du théorème 5.2), 11 
fonction f est quasi-confinue. 

D é m o n s t r a t i o n . L'ensemble A = {JC eX: card ( F ( x ) ) > l } est de I-e catégo­
rie et la fonction / est continue au point JC e X \ A. Soit V un entourage de /(x i) , 
soit U un entourage de JCX e X. Parce que /(xi) e F,(jd) et la multifonction Fm est 
semi-quasi-continue inférieurement au point xu il existe un ensemble ouvert 
HczU tel que F.(jc)n V=?= 0 pour chaque JC E H. Posons B = H\AŒU. L'ensemb­
le BeSft, Fm(x) = {/(JC)} C V pour chaque xeB, donc / est Sft-continue, d'où la 
fonction / est quasi-continue, d'après le théorème 1.1. 

Corollaire 2. Si la multifonction F: X—> 2Y jouit de la propriété de Baire, alors 
il existe une fonction quasi-continue f: X—> Y de première classe de Baire telle 
que Vensemble {xeX: / ( JC)^F( JC)} est de I-e catégorie. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après le théorème 5.2, Fm est u.s.c. et l'ensemble 
{xeX: Fm(x)czF(x)} est résiduel. D'après le théorème de 
K u r a t o w s k i — R y l l — N a r d z e w s k i (voir [5, p. 433]), il existe un sélecteur / de 
Fm tel que / est de première classe de Baire et d'après le corollaire 1 du 
théorème 5.2, la fonction / est quasi-continue. 

Corollaire 3. Pour qu'une fonction f jouisse de la propriété de Baire, il faut et il 
suffit qu'il existe une fonction g: X—> Y quasi-continue de première classe de 
Baire telle que Vensemble {xeX: f(x)^g(x)} soit de I-e catégorie. 

Corollaire 4. Si une multifonction F est u.s.c, il existe un sélecteur f de F tel que 
f est quasi-continu de première classe de Baire (voir [5, p. 433]). 

Théorème 5.3. Si une multifonction F: X-+2Y est u-Sft-continue, il existe un 
sélecteur quasi-continu f de F. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après le théorème 3.1, F jouit de la propriété de Baire et 
d'après le théorème 5.2, F(jt)nF,(jc)-j=0 pour chaque j c e X \ A , où A est I e 
catégorie A =-= {JC e X: F.(JC) et F(JC)}. Nous montrerons que F(jc)nF„(*) 4= 0 pour 
chaque JCGX. Soit .x^eX. En supposant que F(jc1)nF„(jCi) = 0, il existe des 
ensembles ouverts Gu G2 tels que d n G 2 = 0, Gx ZD Fm(xx), G2 => F(xi). Fm est u.s c 
au point xu d'où il existe un entourage U de xi tel que F„(JC) c G- pour chaque 
JC 6 17. La multifonction F est u-Qft-continue au point xu d'où il existe un ea^hible 
B e db, B c U tel que F(JC) c G2 pour chaque JC e B. On a donc F(jc)nF.(x) = 0 
pour chaque x e B , contrairement à la formule F(jc)nF.(jc)=}=0 pour chaque 
JC e X \ A. Soit / un sélecteur de FnFm. D'après le corollaire 1 du théorème 5.1, la 
fonction / est quasi-continue. 

Corollaire 1. Si une multifonction F: X~* 2Y est semi-quasi-continue supérieu­
rement, il existe un sélecteur quasi-continu de F. 

Théorème 5.4. Soit F: X—>2Y. Les conditions suivantes sont équivalentes. 
1. Il existe un sélecteur f de F tel que Vensemble des points de quasi-continuité 

de la fonction f est résiduel. 

120 



2. Il existe un ensemble S dense dans X tel que 3~F(x) =(= 0 pour chaque xeS, où 
3~ est une famille des ensembles ouverts non vides dans X. 

Démonstrat ion. Soit / un sélecteur de F tel que l'ensemble S des points de 
quasi-continue de la fonction / est résiduel. X étant l'espace de Baire, l'ensemble S 
est dense et f(x)e 3~F(x) pour chaque xeS. 

Si 3~F(x) est non vide pour chaque xeS, alors :JF(jc) est non vide pour chaque 
JC G X, d'après le lemme 4.3. D'après le lemme 4.4, la multifonction 3~F est u.s.c. et 
d'après le corollaire 4 du théorème 5.2, il existe un sélecteur quasi-continu r de 3~F. 
L'ensemble A des points où la multifonction F ne possède pas la propriété Ht est 
de I-e catégorie, d'après la remarque 1.1. Nous montrerons que F(JC) =) 3~F(x) pour 
chaque JC G X \ A. En supposant qu'il existe des points xi, yx tels que JCI G X \ A et 
yie3~F(xi)\F(xi), il existe deux ensembles ouverts Gu G2 tels que yieGu 

F(xi)cG2, GinG2 = 0. La multifonction F jouit de la propriété Hî au point xi, 
donc, il existe un ensemble ouvert U, xxeU tel que pour chaque ensemble ouvert 
Hc U il existe un ensemble R de Il-e catégorie tel que R cH et F(JC) c= G2 pour 
chaque xeR. Le point yi G 3~F(XI), donc, il existe un ensemble Te3~, Te U tel 
que F ( j c )nd =f= 0 pour chaque xeT, contrairement à la formule F(JC) c= G2 pour 
chaque JCG.R, où R est Il-e catégorie, RŒT. Donc, r(jc)eF(jc) pour chaque 
j c e X \ A . La fonction r est quasi-continue, donc, l'ensemble B des points de 
discontinuité de la fonction r est de I-e catégorie. Soit J C I G X \ ( A U B ) . NOUS 

montrerons que la multifonction Fr (voir le théorème 5.1) est u-quasi-continue au 
point xi. Soit S(e, r(xi)) =-> {r(jci)} = Fr(jCi), soit U un entourage de xu La fonction 
r est continue au point JCI, donc il existe un entourage ouvert Ui de JCI tel que 
Ui ci U et r(Ui) cz S(e/4, r(jcO). Le point r(jci) G 3~F(XX), donc il existe un ensemble 
ouvert VciUi tel que F(jc)nS(e/4, r(jci))=f=0 pour chaque JCGV, d'où 
d(r(jc), F(jc))<e/2 pour chaque JCG V, donc, on a Fr(jc)cS(e, r(jcO). Soit / un 
sélecteur de Fr (Frc=F). Card (Fr(jc)) = 1 pour chaque J C G X \ ( A U B ) et la multi­
fonction Fr est w-quasi - -continue au point JC, donc la fonction / est quasi - -continue 
au point JC. 

Corollaire 1. Si l'ensemble A des points de quasi-continuité d'une fonction f 
est dense, A est résiduel. 

Corollaire 2. Si Vensemble des points de 1-quasi-continuité d'une multi­
fonction F: X—>2Y est dense, il existe un sélecteur f de F tel que les points 
de quasi-discontinuité du sélecteur f constituent un ensemble de I-e catégorie. 

Théorème 5.5. Soit F : X—>2Y. Les conditions suivantes sont équivalentes. 
1. Il existe un sélecteur f de F tel que f jouit de la propriété de Baire. 
2. Il existe un ensemble S dense dans X tel que ^F(x) =|= 0 pour chaque xeS. 
Démonstrat ion . Soit / un sélecteur de F tel que / jouit de la propriété de 

Baire. D'après le théorème 3.3, les points de .38-discontinuité de la fonction / 
constituent un ensemble A de I-e catégorie. X étant l'espace de Baire, l'ensemble 
S = X\A est dense dans X et f(x) e 2iïF(x) pour chaque JCG S. 
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Si 28F(JC) est non vide pour chaque x e S, alors S8F(x) est non vide pour chaque 
x e X, d'après le lemme 4.3. D'après le lemme 4.4, la multifonction 3ftF est u.s.c. et 
d'après le corollaire 4 du théorème 5.2, il existe un sélecteur quasi-continu r de 3#F. 
L'ensemble A des points où F ne possède pas la propriété Ht est de J-e catégorie, 
d'après la remarque 1.1. Nous démontrerons que diF(x) cz F(JC) pour chaque 
j c e X \ A . En supposant qu'il existe des points xi et y1 tels que xieX\A et 
yi e 33 F (* I ) \F ( JCI ) , il existe deux ensembles ouverts Gi et G2 tels que y i e G i , 
G2zoF(xi), G inG 2 = 0. La multifonction F jouit de la propriété Ht au point jct, 
donc il existe un entourage U de xi tel que pour chaque ensemble ouvert H cz U il 
existe un ensemble T de JJ-e catégorie tel que TczH et F(JC)CZ G2 pour chaque 
JC e T. Le point yx e 33F(*I), donc il existe un ensemble B e 3#, B cz U tel que 
F(jc)nGi =f=0 pour chaque JC e B. Soit B = (H\Rl)uR2, où H est ouvert et J*i et 
JR2 sont de J-e catégorie. L'ensemble H n U est non vide. X étant l'espace de Baire, 
l'ensemble ( H n U ) \ R i est non vide et F(jc)nGi =f=0 pour chaque JC e(HnU)\Ri. 
Donc, il existe un ensemble T de JJ-e catégorie, T c z J J n U et F(JC)CZG2 pour 
x e T, d'où F(JC) cz G2 et F(jc)nGi =f= 0 pour chaque JC e T \ l?i, contrairement à la 
formule G inG 2 = 0. Donc r(jc)eF(jc) pour chaque j c e X \ A . La fonction r est 
quasi-continue, donc l'ensemble C des points de discontinuité de la fonction r est 
de J-e catégorie. Soit z e X \ ( A u C ) . Nous démontrerons que Fr (voir le théorè­
me 5.1) est w-35-continue au point z. Soit S(e, r(z)) =>{r(z)} = Fr(z), soit U un 
entourage de z. La fonction r est continue au point z, donc il existe un entourage 
Ui de z tel que U- cz U et r(Ui) cz S(e/4, r(z)). Le point r(z) e SftF(z), donc il existe 
un ensemble Bie93 tel que F(x)nS(e/4 , r(z))=f=0 pour chaque j ceB^ d'où on 
a d(r(x),F(x))<el2 pour chaque JceBi, donc Fr(x)czS(e, r(z)). Soit / un 
sélecteur de Fr(Fr cz F), soit j c e X \ ( A u C ) . Card (F r(x)) = l et Fr est u-^-contin­
ue au point x, donc la fonction / est w-^-continue au point JC. L'ensemble A u C 
est de J-e catégorie, donc d'après le théorème 3.2, la fonction / jouit de la 
propriété de Baire. 

Corollaire 1. Si l'ensemble A des points de SB-continuité d'une fonction f est 
dense, alors X\A est de I-e catégorie. 

Corollaire 2. Si l'ensemble des points de l-Si-continuité d'une multifonction 
F est dense, alors il existe un sélecteur f de F qui jouit de la propriété de Baire. 

Définition 5.2. Une multifonction F : X—> Y est dite s-^-continue au point z, 
lorsque pour chaque ensemble ouvert G tel que F(z) cz G, pour chaque ensemble 
V tel que F(z)n V=f= 0 et pour chaque entourage U de z il existe un ensemble C e % 
tel que CczU et F(x)czG et F(jc)nV=f=0 pour chaque xeC. La multifonction 
F est dite s-^-continue, lorsqu'elle est s-^-continue en chaque point. 

Théorème 5.6. Si une multifonction F: X-*2Y est s-Çft-continue, alors il existe 

une suite des sélecteurs quasi-continus {/n}*=i de F telle que F= (J /„. 
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D é m o n s t r a t i o n . Soit r = {sn}"=i une suite dense dans Y. Posons r- = 
{s!, s2, s3, . . } , . . , rn = {s„, s2, s3, ..., sn, . . . } . La suite rn est dense dans Y, donc 
d'après la démonstration du théorème 5.2, il existe une multifonction F" telle que 
des enembies {xeX: card(Fl(x))>l} et {jceX: Fl(x) <fi F(x)} sont de 7-e 
catégorie. L'espace Y admet une base dénombrable, donc pour chaque j ceX et 
pour chaque n il existe une suite {y"(x)}7=i dense dans F^(jc)nF(jc). 
.(yî(x)eFl(x)nF(x), Fn(x)nF(x) est non vide, d'après le théorème 5.3). 
Posons f?(x) = yn(x) pour chaque n = 1, 2, 3, ... i = 1, 2, 3, ... La fonction /" est 

continue et F(x)nFl(x) = ( J fn(x) pour chaque xeX. Soit xi eX, soit yt eF(xi). 
i = l 

Nous montrerons que pour chaque e>0 il existe n tel que F;(xi)nF(jCi)nS(e, yx) 
est non vide. La suite r est dense dans Y, donc il existe un point sn tel que 
d(sn, yi)<e/16. La multifonction F est s-^-continue au point xu donc il existe 
un ensemble BeÔ8 tel que pour chaque entourage U de Xi on a UnBeSft, 
F(jc)nS(e/16, yi)=f= 0 pour chaque JCGB et si un système filtrant {JC, e B , f e T } 
converge vers JCI et un système filtrant {y, GF(JC,), teT} converge vers y, alors 
y GF(JCI). On a d(sn, F(jc))<e/8 pour chaque JCGB, donc F5n(jc)czS(e/4, sn)cz 
S(e/2, yi) pour chaque JCGB. La multifonction F est s-39-continue, donc d'après 
le théorème 2.1 et le théorème 2.2, un ensemble S des points de discontinuité de la 
multifonction F est de J-e catégorie. Si JC e B \ S, alors F5n est u.s.c. au point JC et on 

a (F sJ0(jc)cS(£/2, y,), d'où F:(x) = (f) F?) (X)ŒS(E/2, y,) pour chaque 
\i = l / o 

xeB\S, où Fn = F5n, F2 = ((FSJ0)$2,..., Fr+i = ((Fr)0)sI+1, ... (Si G est une multifon­
ction, nous désignons par le symbole G0 la multifonction S9G). X étant l'espace de 
Baire,donc (B\S)nL/=)=0 pour chaque entourage U de xl9 Y est compact, d'où il 
existe un système filtrant {xteB\S, teT} qui converge vers xi et il existe un 
système filtrant {yt eF".(xt)nF(xt), t e T} qui converge vers y e S(e, yx). La multi­
fonction F^ est u.s.c. au point xi et la multifonction F est s-S3-continue au point 

xi, d'où y eF^'(jCi)nF(jCi)nS(£, yi), donc on a F = | J F*nF. Enfin on a F = 

UU/r=UU/r. 
„ - i , - i n=-i ,=i 

Corollaire 1. Soit F : X—> 2Y une multifonction. Si la multifonction F est u.s.c. 
et 1-quasi-continue (l.s.c. et u-quasi-continue), alors il existe une suite des 
sélecteurs quasi-continus {fn}n=i de F telle que pour chaque xeX on a F(x) = 

Û /.(*). 
n--l 

Corollaire 2. Soit F: X—>2Y une multifonction. Les conditions sont 
équivalentes 

1. La multifonction F jouit de la propriété de Baire. 
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2. Il existe une multifonction G: X—>2Y telle que G est u.s.c. et 1-quasi-cont-
inue et Vensemble {xeX: F(x)=f= G(x)} est de I-e catégorie. 

3. Il existe une suite des fonctions quasi-continues {fn}n=i telle que l'ensemble 

\xeX: F(x) =j= | J fn(x) est de I-e catégorie. 
I n = l J 

4. Il existe une suite des sélecteurs {/„},?= i de F telle que fn jouit de la propriété 
00 

de Baire et pour chaque xeXF(x) = (J /*(*)• 
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О СЕЛЕКТОРАХ МНОГОЗНАЧНЫХ ФУНКЦИИ 
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Резюме 

В работе рассматривается связь между многозначными отображенями, измеримыми в смысле 
Вэра, и полунепрерывными (полуквазинепрерывными) многозначными отображениями. Также 
исследуются некоторые обобщения непрерывности и процесс конструкции измеримых и квази­
непрерывных селекторов многозначных функций. 
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