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SUR LES SELECTEURS
DES MULTIFONCTIONS

MILAN MATEJDES

Dans I’article présent, nous traitons de quelques questions sur la continuité et la
mesurabilité des multifonctions, donc, sur leurs sélecteurs. Nous.caractérisons les
multifonctions mesurables au sens de Baire a I’aide du terme généralisé de la
quasi-continuité et aussi a I’aide des multifonctions semi-continues supérieurement
et semi-quasi-continues inférieurement.

Nous étudions les suites des sélecteurs quasi-continus et des sélecteurs jouissant
de la propriété de Baire et dans la derniére partie, nous démfontrons la condition
nécessaire et suffisante pour ’existence des sélecteurs jouissant de la propriété de
Baire.

1. €6-continuité

Soient X et Y deux espaces topologiques. Nous désignons par le symbole € la
famille des ensembles non vides situés dans I’espace X telle que €+0.

Soit F une multifonction qui fait correspondre a tout point x de I’espace X un
sous-ensemble non vide F(x) de I’espace Y.

Définition 1.1. La multifonction F est u-%continue (I-6-continue) au point
x,, lorsque, pour chaque sous-ensemble ouvert G de Y tel que F(x,)c
G(F(x1)nG+#0) et pour chaque entourage U de x, il existe .un ensemble Ce € tel
que Cc U et F(x) = G(F(x)nG# @) pour chaque x € C. La multifonction F est
dite 6-continue au point x lorsqu’elle est u-6-continue au point x et I-€-continue
au point x. La multifonction F est dite u-6-continue (I-€-continue) lorsqu’elle est
u-%-continue (l-€-continue) en chaque point.

Si € est la famille des ensembles ouverts non vides, alors les notions de
u-%-continuité (I-€-continuité) et de semi-quasi-continuité supérieure (inférieu-
re) sont équivalentes. '

Soit I un o-idéal sur X. La famille des ensembles R tels que R ¢ I est désigné par
@(I). Soit A = X. Désignons par D;(A) I’ensemble des points x € X tels que pour
chaque entourage U de x ’ensemble ANU¢I.

Les trois lemmes suivants sont évidents.
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Lemma 1.1. On a les formules suivantes:
1. Di(A)c A (A est la fermeture de A)

2. Di(A)=D,(A)

3. Si on suppose que l’espace X admet une base dénombrable, on
a A\D;(A) el (voir [3, p. 51]).

Lemme 1.2. Pour que F soit I-6(I)-continue (u-%(I)-continue) au point x,
il faut et il suffit que pour chaque ensemble ouvert G, la condition GNF(x)+0
(F(x) c G) entraine xe D/(F(G)) (xe D|(F*(G))), ou F(G)={xeX:
F(x)nG+#0} et F*(G)={xeX: F(x)c G}.

Le lemme 1.2 implique un lemme suivant.

Lemme 1.3. Pour qu’une multifonction F soit [-€(I)-continue (u-
-%6(I)-continue), il faut et il suffit que F~(G) < D,(F~(G))(F*(G) < D:(F*(G))),

N quel que soit I’ensemble ouvert G.

Lemme 1.4. Si I'on suppose que les espaces X, Y admettent une base dénom-
brable, I'ensemble A des points de [-6(I)-discontinuité de la multifonction
F appartient a 1. Si I'ensemble F(x) est compact pour chaque xe€ X, alors
I’ensemble B des points de u-%€(I)-discontinuité de la multifonction F appartient
al

Démonstration. Soit {G,}>., une base de ’espace Y. D’aprés le lemme 1.2,
pour que la multifonction F ne soit pas /- 6(I)-continue au point x, il faut et il suffit
que lorsqu’il existe un ensemble ouvert G, tel que x € F(G,)\ Di(F(G,)) et

d’aprés le lemme 1.1, on a A = J (F~(G,)\Dy(F(G,)))e L.
n=1

Soit { Vi }£-: une suite de tous les sommes finies de la forme G, UG,u...UG,,.
L’ensemble F(x) est compact et d’aprés le lemme 1.2, pour que la multifonc-
tion F ne soit pas u-%(I)-continue au point x, il faut et suffit que, lorsqu’il existe
un ensemble V. tel que xeF*(V,)\D(F*(Vi)), dot on a B=

UJ (F*(Vi)\Dy(F*(V4))) et d’aprés le lemme 1.1, Be L
k=1

Définition 1.2. Une multifonction F est dite semi-continue supérieurement
(u.s.c.) (semi-continue inférieurement (l.s.c.)) au point x, lorsque, pour chaque
sous-ensemble ouvert G de Y, la condition F(x) =« G(F(x) n G# @) entraine
x eint (F*(G))(xeint (F(G))). La multifonction F est dite u.s.c (ls.c.)
lorsqu’elle est u.s.c. (l.s.c.) en chaque point. Si la multifonction F est u.s.c. et
Ls.c., elle est dite continue.

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme de Neubrunnova

(voir [1]).

Théoréme 1.1. Soit F une multifonction - €(I)-continue (u-6(I)-continue). Si
des points de semi-discontinuité inférieure (supérieure) de la multifonction
F constituent un ensemble, qui appartient a I, alors la multifonction F est
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semi-quasi-continue inférieurement (l-quasi-continue) (semi-quasi-continue su-
périeurement (u-quasi-continue)).

Démonstration. Soit G un ensemble ouvert tel que F(x)nG+#0 (F(x)= G)
et soit U un entourage de x. La multifonction F est [-6(I)-continue (u-%6(I)-con-
tinue) au point x, d’ott UnF~(G) ¢ [UNF*(G) ¢ I). Donc, il existe un point x, tel
que x; € UNnF~(G)(x, € UnF*(G)) et F est 1.s.c. (u.s.c.) au point x,, d’ou il existe
un ensemble ouvert Hc UNnF~(G)(Hc UNnF*(G)) et x,e H.

Définition 1.3. Une multifonction F jouit de la propriété Hi(Hj) au point
x, lorsque, pour chaque sous-ensemble ouvert G de Y, la condition
F(x)nG+# 0 (F(x) = G) entraine x € int D;(F~(G)) (x € int D,(F*(G))).

Remarque 1.1. Soit I={A < X: A est un ensemble de I-e catégorie}. Soit
{G.}n-1 une base de 'espace Y. L’ensemble B des points ou la multifonction F
ne posséde pas la propriété Hi s’obtient par la réunion d’un nombre des
F~(G.,)\int D;(F~(G,)). Les ensembles R,=(D;(F(G,))\int D;(F(G,)))n
F (G,) et S, =F (G,)\Di(F~(G,)) sont de I-e catégorie (voir [3, p. 51]), d’ou

I’ensemble B = D (S.UR,) est de I-e catégorie. Si ’ensemble F(x) est compact

n=1
pour chaque x € X, alors ’ensemble des points o la multifonction F ne posséde
pas la propriété Hy est aussi de I-e catégorie.

Théoréme 1.2. Soit € ={(G\S,)uS,: Gestouverttelque G¢I, Sy, S,el}. Y
etant I’espace régulier, soit F une multifonction u-%-continue. Si la multifonction
F jouit de la propriét¢ Hy au point x, alors la multifonction F est Ls.c.

Démonstration. En supposant que la multifonction F ne soit pas Ls.c. au
point x, il existe un ensemble ouvert G tel que F(x)n G+ 0 et a chaque entourage U
de x corresponde un point x, € U tel que F(x;) = Y\ G. La multifonction F jouit de
la propriété Hy au point x, donc, il existe un entourage ouvert U, de x tel que la
condition H < U, (H ouvert non vide) entraine HNF~(G) ¢ I. Donc, aussi il existe
un point x; € U; tel que F(x,) = Y\ G. La multifonction F étant u-%-continue au
point x;, il existe un ensemble A c U, tel que A =(V\S,)uS, (Vouvert, V&I, S,,
S,eI) et pour chaque xe A ona F(x)c Y\ G. Posons H= VN U,.Ona A c U, et
VéI, don Hc U, (H ouvert non vide) et pour chaque xe H\S;#§ on
a F(x)c Y\ G, contrairement a la multifonction F jouit de la propriété H; au
point x.

Le théoréme suivant se démontre de facon analogue.

Théoréeme 1.3. Soit € ={(G\S,)US,: Gestouvert, G¢letS,, S,el}. Y étant
I'espace régulier, soit F une multifonction I-6-continue, soit F(x) compact pour
chaque x € X. Si la multifonction F jouit de la propriété H; au point x, alors Ia
multifonction F est u.s.c. au point x.

Le théoréme suivant se démontre de la fagon analogue élaborée par Neubrunn
et Nather (voir [2]).
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On suppose que D A, € € pour A, € 6 et la puissance de I’ensemble €(A,) =
n=1

{xe X: a chaque entourage U de x corresponde un ensemble Ce € tel que
CcUNA,} est =2,

Théoreme 1.4. On suppose que I’epace Y admet une base denombrable, soient
X, Y les espaces réguliers, et chaque point de X admet une base dénombrable. La
condition nécessaire et suffisante pour que F soit u-6-continue au point x est
I’existence d’un ensemble A € € tel que x € €(A) et la multifonction partielle
F|Au{x} soit u.s.c. au point x.

2. %B-continuité

Dans cette partie nous supposons que I soit un o-idéal des ensembles de I-e
catégorie et A soit une famille des sous-ensembles de X de II-e catégorie qui
jouissent de la proprieté de Baire.

Dans sinq théorémes suivants on suppose que l’espace Y admet une base
dénombrable, Y étant I’espace régulier.

Théoréme 2.1. Si une multifonction F est u-%-continue, alors les points de
semi-discontinuité inférieure de la multifonction F constituent un ensemble de I-e
catégorie.

Démonstration. D’aprées la remarque 1.1, ’ensemble des points ot la multi-
fonction F ne posseéde pas la proprieté H; est de I-e catégorie et d'aprés le
théoreme 1.2, les points de semi-discontinuité inférieure de la multifonction F
constituent un ensemble de I-e catégorie.

La démonstration du théoréme suivant est analogue.

Théoréme 2.2. Soit F une multifonction - AB-continue. Si I'ensemble F(x) est
compact pour chaque x € X, alors les points de semi-discontinuité supérieure de la
multifonction F constituent un ensemble de I-e catégorie.

Théoréme 2.3. Si une multifonction F est %B-continue, alors la multifonction
F est l-quasi-continue.

Démonustration. D’aprés le théoreme 2.1, ’ensemble des points de semi-disc-
ontinuité inférieure de la multifonction F est de I-e catégorie et d’apres le
théoréme 1.1, la multifonction F est [-quasi-continue.

La démonstration du théoréeme suivant est analogue.

Théoréme 2.4. Soit F une multifonction B-continue. Si I'’ensemble F(x) est
compact pour chaque x € X, alors la multifonction F est u-quasi-continue.
Deux théorémes précédents impliquent un théoréme suivant

Théoréme 2.5. X étant I'espace de Baire, soit F(x) compact pour chaque
x € X. Pour que la multifonction F soit B-continue, 1l faut et il suffit que la multi-
fonction F soit quasi-continue.
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3. Propriété de Baire

Définition 3.1. Une multifonction F jouit de la propriété de Baire, lorsque, quel
que soit I’ensemble ouvert G, I’ensemble F~(G) jouit de la propriété de Baire.

La démonstration du lemme suivant est évidente.

Lemme 3.1. Soit X l'espace de Baire. Si les points de u-%-discontinuité
(1-RB-discontinuité) de la multifonction F constituent un ensemble A de I-e
catégorie dans X, alors la multifonction partielle F|X\ A est u-%B4-continue
(1-B4-continue), ot B, est la famille des sous-ensemble de X\ A de II-e catégorie
dans X\ A qui jouissent de la propriété de Baire dans X\ A.

Dans trois théoremes suivants on suppose que ’espace Y admet une base
dénombrable, Y étant I'espace métrique, soit X I’espace de Baire et F(x) est
compact pour chaque x € X.

Théoréme 3.1. Pour qu’une multifonction F jouisse de la propriété de Baire, il
faut et suffit que les points de 1- B-discontinuité de la multifonction F constituent
un ensemble de I-e catégorie.

Démonstration. Sila multifonction F jouit de la propriété de Baire, d’apres le
lemme 1.4, les points de 1-R-discontinuité de la multifonction F constituent un
ensemble de I-e catégorie.

On suppose que les points de I-B-discontinuité de la multifonction F constituent
un ensemble A de I-e catégorie. D’aprés le lemme 3.1, la multifonction partielle
F| X\ A est I-%,-continue et d’aprés le théoréme 2.2, les points de semi-discontin-
uité supérieure de la multifonction F|X\ A constituent un -ensemble S de I-e
catégorie dans X\ A. Posons Z=F|(X\A)\S. Soit G ouvert. On a Z*(G)=
(H\A)\S=(F*(G)\ A)\S, ou H est ouvert dans X, A est ’ensemble de I-e
catégorie dans X et S est I'’ensemble de I-e catégorie dans X\ A, donc aussi dans
X, d’ott ’ensemble F*(G) jouit de la propriété de Baire. Y étant I’espace métrique
on a Y\G=[)H, (H, ouvert) et F-(G)=X\F*(Y\G)=X\F* (n H,.) =

n=1 n=1

X\ ﬁ F*(H,), d’ou I'ensemble F~(G) jouit de la propriété de Baire.

n=l

Théoréme 3.2. Pour qu’une multifonction F jouisse de la propriété de Baire, il
faut et il suffit que les points de u-RB-discontinuité de la multifonction F constituent
un ensemble de I-e catégorie.

Démonstration. On suppose que la multifonction F jouit de la propriété de
Baire. On a F*(G)=X\F-(Y\G)=X\F- (ﬁ H,.) =X\ F~(H,), oi la suite

n=1 n=1
{H,}=-1 est non croissante telle que H, est ouvert et 2 chaque ensemble ouvert
U>Y\G correspond I’ensemble H, tel que UoH,oH,> Y\G. (F(x) est
\
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compact, d’ciona F (ﬁ Hn> = [cii F'(H,,)) . Donc, 'ensembie F*(G) joui de a
n=1 n=1

pr priété de Baire. D’apres le lemme 1.4, les points de u-%B-discontinuité de la
multifonction F constituent un ensemble de I-e catégorie.

Or suppose que les points de u-ZB-discontinuité de la multifo ~ction F con i
tuent un ensemble A de I-e catégorie. D’apres le lemme 3.1, la multifonction
partielie F|X\ A est u-%B,-continue et d'aprés le théoréeme 2.1, les pomis de
semi-disco iuité inférieure de la multifonction F|X\ A constituent un ensemb
S de I-e catégorie dans X\ A, donc, Z7(G)=(H\A)\S = (F(G)\AWS, ou
Z=F|(X\A)\S, H est ouvert dans X, A est I'ensemble de I-¢ catégorie d-ns X
et S est 'ensemble de I-e catégorie dans X\ A, donc aussi dans X, d’oil I'ensemb e
F~(G) jouit de la propriété de Baire, ot G est ouvert.

Deux théorémes précédents impliquent le théoréeme suivant.

Théoréme 3.3. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Une multifonction F jouit de la propriété de Baire.

2. Les points de I-B-discontinuité de la multifonction F constituent un ensemble

de I-e catégorie.
3. Les points de u-3-discontinuité de la multifonction F constituent un ensem-

ble de I-e catégorie.
4. Les points de SB-discontinuité de la multifonction F constituent de I-e

catégorie.

4. Propriété de Baire et des muitifonctions semi-continues

Définition 4.1. Soit F une multifonction, soit x, € X. Désignons par Gg(x)
I'ensemble des points y € Y tels que pour chaque entourage V de y et pour chaque
entourage U de x, il existe un ensemble Ce 6 tel que Cc U et F(x)nV#@ pour
chaque x € C.

Lemme 4.1. L’ensemble 6¢(x,;) est fermé.

Démonstration. Soit y € 6s(x;). Soit V un entourage de v, soit U un
entourage de x,. Il existe un point y; e V tel que y, € 6:(x;), d’ou il ex'ste un
ensemble C e 6 tel que C < U et F(x)n V+# 0@ pour chaque x € C, donc y € G(x1).

Lemre 4.2. Pour qu’une multifonction F soit I-€-continue au point x, il faui et
il suffit que F(x;) < €e(x1).

Démonstration. Si y € F(x,) et la multifonction F est I-6-continue au po’ it
x;, pour chaque entourage V de y et pour chaque entourage U de x; il existe un
ensemble C € 6 tel que C< U et F(x)n V#@ pour chaque x € C, d’ou y € 6x(x1).

Soit F(x;) < 6e(x1). Soit V un ensemble ouvert, soit U un entourage de v;. Si
VNF(x;,)#0, il existe un point y€ VNF(x;). F(x;) = 6r(x:), d’ou il existe un
ensemble Ce 6 tel que C<=U et F(x)nV#§ pour chaque xeC, donc la
muitifonction F est I-€-continue au point x;.
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Lemma 4.3. Soit {x, te T} un systéme filtrant qui converge vers x;. Soit
{y., te T} un systéme filtrant qui converge vers y, tel que y,€ é:(x.). On
a y, € 6e(x,).

Démonstration. Si V est entourage ouvert de y, et U est un entourage de x;,
il existe t, € T tel que y, € V et x, € U pour chaque ¢ > t,. Le point y, € €¢(x.), d’ouril
existe un ensemble Ce € tel que Cc U et F(x)nV#0 pour chaque x € C, donc
y: € Ge(x)).

Lemme 4.4. Soit Y I’espace de Hausdorff compact. Si I'ensemble 6r(x) est non
vide pour chaque x € X, alors la multifonction €r: x+— 6g(x) est u.s.c.

Démonstration. En supposant que la multifonction 6 ne soit pas u.s.c.
au point x,, il existe un ensemble ouvert G tel que G > %:(x,), il existe un
systéme filtrant {x,, t € T} qui converge vers x; tel que pour chaque t e T il existe
un point y, € 6s(x,)\ G. Y est I'espace de Hausdorff compact, donc il existe un
systéme filtrant partiel {y., t'€ T'} du systéme filtrant {y,, te T} qui converge
vers y;€ Y\ G. D’aprés le lemme 4.3, y, € 6:(x;), contrairement a la formule
Ge(x1) = G.

Le lemme suivant est évident.

Lemme 4.5. Soit Y I’espace régulier. Soit F(x,) un ensemble fermé. Si F est
u.s.c. au point x;, alors 6g(x,) = F(x,).

Théoréme 4.1. On suppose que l’espace Y admet une base dénombrable,
Y étant I’espace de Hausdorff compact, soit X I’espace de Baire. Soit F(x) compact
pour chaque x € X. Pour que F jouisse de la propriété de Baire, il faut et il suffit
qu’il existe une multifonction G: X— Y telie que G est u.s.c. et I-quasi-continue,
G(x) est compact pour chaque x € X et ’ensemble {x € X: F(x)# G(x)} est de
I-e catégorie.

Démonstration. D’aprés le théoréme 3.1, les points de I-%B-discontinuité de
la multifonction F constituent un ensemble A de I-e catégorie et d’apres le
lemme 4.2, on a: F(x) = B(x) pour chaque x € X\ A. X est I’espace de Baire,
d’ou I’ensemble X\ A est dense et d’apres le lemme 4.3, ’ensemble %Be(x) est non
vide pour chaque x € X. D’apres la remarque 1.1, I’ensemble S des points ou la
multifonction F ne posséde pas la propriété Hi est de I-e catégorie. Nous
montrerons que F(x)> %B:(x) pour chaque x € X\ S. S’il existe x, € X\S tel que
Be(x:)\F(x,) #+0, il existe deux ensembles ouverts G;, G, tels que G;NG,=0,
F(x,)c G, et y,€G,, ou y;€Be(x;)\F(x;). La multifonction F jouit de la
propriété Hi au point x,, donc il existe un entourage ouvert U de x;, et il existe un
ensemble R de I-e catégorie tel que RcU et F(U\R)=G, (R est de I-e
catégorie parce que la multifonction F jouit de la propriété de Baire). Le point
y1€ Be(x,), d’ou il exists un ensemble B tel que tel que Be%B, Bc U et
F(x)nG,; #0 pour chaque x € B, contrairement a la formule G;nG,=0. Donc
F(x)=%:(x) pour chaque xe X\(SUA). Posons: G=%. L’espace Y est
compact, donc d’aprés le lemme 4.4, la multifonction %B¢ est u.s.c. Nous montre-
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tons que %r est I-quasi-continue. Soit x; € X, soit G un ensemble ouvert tel que
Be(x;)NG#9, soit U un entourage de x;. L’ensemble %B(x;)nG est non vide,
donc il existe un point y; € Be(x;)NG, d’ot il existe un ensemble B € B tel que
BcU et F(xX)nG+#@ pour chaque xeB. Si xe X\ A, F(x)c ®Be(x), d'ou
Be(x)NG o F(x)n G+ pour chaque x € B\ A < U, donc % est I-B-continue au
point x,. D’aprés le théoréme 1.1, la multifonction B¢ = G est I-quasi-continue.

On suppose qu'il existe une multifonction G: X— Y telle que G est u.s.c. et
I-quasi-continue, G(x) est compact pour chaque xeX et I’ensemble
R={xeX: F(x)# G(x)} est de I-e catégorie. Soit H= Y ouvert. La multifonc-
tion G est I-quasi-continue, donc G~(H) jouit de la propriété de Baire. L'ensemb-
le R est de I-e catégorie et G- (H)N(X\R)=F (H)n(X\R), d’ou F~(H) jouit
de la propriété de Baire.

5. Sélecteurs des multifonctions

Dans cette partie nous supposons que Y étant ’espace métrique compact et X
étant ’espace de Baire. Soit F: X— Y une multifonction, soit r: X— Y une
fonction. Désignons par F, une multifonction telle que F,(x)={yeF(x):
d(y, r(x))=d(F(x), r(x))}, ou d(a, b) est la distance entre les points a et b et
d(A, b)=inf {d(a, b): aeA} pour AcY, beY. Soit 2¥Y={KcY: K est
compact, non vide}.

Théoréme 5.1. Si la multifonction F: X—2Y et la fonction r: X— Y sont
continues au point x,, alors la multifonction F, est u.s.c. au point x;.

Démonstration. Posons S(e, A)={yeY: d(A, y)<e}. En supposant que
la multifonction F, ne soit pas u.s.c. au point x;, il existe € >0 et il existe un systeme
filtrant {x, te T} qui converge vers x, tel que pour chaque teT il existe
y: € F.(x)\S(¢, F.(x;)). Parce que Y étant I’espace compact, il existe un point
y1€ Y\S(¢, F.(x,)) et un sous-systéme filtrant {v.,t'e T’} de {x,teT} qui
converge vers y,. F est u.s.c. au point x;, d’ou y, € F(x,). Parce que y, ¢ F,(x,) on
a d(yi, r(x1))>s ou s =d(F(x,), r(x;)). Soient s, et G ouvert tels que:

p—

. d(y, rgx'))—s>s1>0

2. S(s1, y1)NS(s, r(x1))=0
3. F.(x;)cGcS(g, F.(x1))
4. S(s;, yi)NG =0

. d(y, - . . .
Soit § = 62 r3x1)) S Parce que F est Ls.c. au point x; et r est continue au point
X1, il existe un entourage U de x, tel que pour chaque x€ U on a:
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r(x) € S(6, r(xy)) (1)
d(F(x), r(x))=s+6 2)

Parce que {y., t'e T'} converge vers y, et {x., t'e T'} converge vers x, il existe
t1€T' tel que y, € S(sy, y1) et x,.€ U pour chaque t'>¢, t'e T'. Pour t'>t; on
a yieF,(x.)nS(sy, y1), dou d(F(x.), r(x.))>s+d, contrairement a I'inégalité
2).

Théoréme 5.2. Si une multifonction F: X— 2Y jouit de la propriété de Baire,
alors il existe une multifonction F,: X—2¥ telle que les ensembles
{xeX: F.(x)cF(x)}, {xeX: card (F.(x))=1} sont résiduels et F, est u.s.c. et
I-quasi-continue (card (R) = Ia puissance de ’ensemble R).

Démonstration. Si G est une multifonction, nous désignons par le symbole G,
la multifonction %;. Soit {r,, n=1, 2, 3, ...} un ensemble dense dans Y. Posons
F,=(Fo), =(Be)n, F. =((Fn-1)0).., n=2, 3,4, ... D’aprés le théoréme 4.1, I’ens-
emble B={xe€ X: F(x)# Fy(x)} est de I-e catégorie. D’aprés le théoréme 5.1,
I’ensemble des points de semi-discontinuité supérieurement de la multifonction F,
constituent un ensemble A, de I-e catégoric et d’aprés le lemme 4.5,

{(xeX: (F)o(x)cF,(x)} = X\A,. Posons A=) A,. Si xeX\A, F..,(x)c
n=1
F.(x) pour n=1,2, ... Parce que Y étant I’espace compact et F,(x) est fermé,

I’ensemble ﬁ F,(x) est non vide pour xe X\ A. Si y,, y,€ ﬁ F.(x), (y1 #y2),
n=1

n=1
d(yi, r.)=d(y,, r,) pour chaque n=1, 2, 3, ... L’ensemble {r,, n=1, 2, 3, ...} est
dense dans Y, donc il existe un point r,; tel que d(r, y,)<d(y,, y,)/4. On a:

d(y1, y2)=d(y1, ) +d(n, y,) =2d(n, y1)<d(y, y2)/2,

contrairement a l'inégalité y, #y,, d’ou on a I’égalité card (ﬁ F,,(x)) =1 pour

n=1

chaque x e X\ A. F, est u.s.c. aupoint xe X\A pourn=1,2,3,...d’ou ﬁ F, est

n=1

u.s.c. au point x € X\ A (voir [4, p. 37]). Posons F, = (ﬁ F,.) . L’ensemble F.(x)
n=1 )

est non vide pour x € X\ A. Parce que X étant I’espace de Baire, X\ A est dense
dans X, donc d’apres le lemme 4.3, F,(x) est non vide pour chaque x € X. D’apres
le théoréme 4.1, la multifonction F, est u.s.c., semi-quasi-continue inférieurement,
card (F.(x)) =1 pour chaque x € X\ A et F,(x) = F(x) pour chaque x € X\(AuUB)

(La multifonction ﬁ F, est u.s.c. au point xe X\ A, d’ott on a card (F.(x))=1

n=1
pour chaque x € X\ A, d’aprés le lemme 4.5).
Définition 5.1. Soit f: X— Y une fonction. Si f(x) € F(x) pour chaque x € X, la
fonction f est dite un sélecteur de la multifonction F.
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Corollaire 1. Si f est un sélecteur de la multifonction F, (F. du théoréme 5.2), 11
fonction f est quasi-continue.

Démonstration. L’ensemble A ={x € X: card (F(x))>1} est de I-e catégo-
rie et la fonction f est continue au point x € X\ A. Soit V un entourage de f(x,),
soit U un entourage de x, € X. Parce que f(x,) € F.(x,) et la multifonction F, est
semi-quasi-continue inférieurement au point x;, il existe un ensemble ouvert
Hc U tel que F,(x)nV#0 pour chaque x € H. Posons B=H\ A < U. L’ensemb-
le Be B, F.(x)={f(x)} =V pour chaque x € B, donc f est %B-continue, d’ou la
fonction f est quasi-continue, d’apres le théoréme 1.1.

Corollaire 2. Si la multifonction F: X — 2Y jouit de la propriété de Baire, alors
il existe une fonction quasi-continue f: X— Y de premiére classe de Baire telle
que I'ensemble {x € X: f(x) ¢ F(x)} est de I-e catégorie.

Démonstration. D’apres le théoreme 5.2, F, est u.s.c. et ’ensemble
{xeX: F.(x)c F(x)} est residuel. D’apres le théoréme de
Kuratowski—Ryll—Nardzewski (voir [5, p. 433]), il existe un sélecteur f de
F, tel que f est de premiére classe de Baire et d’aprés le corollaire 1 du
théoreme 5.2, la fonction f est quasi-continue.

Corollaire 3. Pour qu’une fonction f jouisse de la propriété de Baire, il faut et il
suffit qu’il existe une fonction g: X— Y quasi-continue de premiére classe de
Baire telle que I’ensemble {xe X: f(x)#+ g(x)} soit de I-e catégorie.

Corollaire 4. Si une multifonction F est u.s.c., il existe un sélecteur f de F tel que
f est quasi-continu de premiére classe de Baire (voir [5, p. 433]).

Théoréme 5.3. Si une multifonction F: X—2Y est u-%B-continue, il existe un
sélecteur quasi-continu f de F.

Démonstration. D’apres le théoréme 3.1, F jouit de la propriété de Baire et
d’aprés le théoréme 5.2, F(x)nF.(x)$0 pour chaque xe X\ A, ou A est I e
catégorie A ={xe€ X: F.(x)¢ F(x)}. Nous montrerons que F(x)nF,(x) 6 pour
chaque xeX. Soit x,e€X. En supposant que F(x,)nF.(x;)=#, il existe des
ensembles ouverts G,, G, tels que GinG,=0, G, o F.,(x,), G.o F(x;). F.estu.s ¢
au point x;, d’ou il existe un entourage U de x, tel que F.(x) = G, pour chague
x € U. La multifonction F est u-%-continue au point x,, d’ou il existe un easciable
Be 3B, Bc U tel que F(x) = G, pour chaque x € B. On a donc F(x)nF.(x)=0
pour chaque xe B, contrairement a la formule F(x)nF,(x)+#@ pour chaque
x € X\ A. Soit f un sélecteur de FnF,. D’aprés le corollaire 1 du théoréme 5.1, la
fonction f est quasi-continue.

Corollaire 1. Si une multifonction F: X— 2Y est semi-quasi-continue supérieu-
rement, il existe un sélecteur quasi-continu de F.

Théoreme 5.4. Soit F: X—2Y. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe un sélecteur f de F tel que I’ensemble des points de quasi-continuité
de la fonction f est résiduel.
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2. Il existe un ensemble S dense dans X tel que Jr(x) + 0 pour chaque x € S, ol
T est une famille des ensembles ouverts non vides dans X.

Démonstration. Soit f un sélecteur de F tel que ’ensemble S des points de
quasi-continue de la fonction f est résiduel. X étant ’espace de Baire, I’ensemble S
est dense et f(x) € I¢(x) pour chaque x€S.

Si Jr(x) est non vide pour chaque x € S, alors J¢(x) est non vide pour chaque
x € X, d’aprés le lemme 4.3. D’apres le lemme 4.4, la multifonction J est u.s.c. et
d’apres le corollaire 4 du théoréme 5.2, il existe un sélecteur quasi-continu r de Jg.
L’ensemble A des points ou la multifonction F ne posséde pas la propriété H; est
de I-e catégorie, d’aprés la remarque 1.1. Nous montrerons que F(x) > J¢(x) pour
chaque x € X\ A. En supposant qu’il existe des points x;, y; tels que x; € X\ A et
y1 € Te(x1)\ F(x,), il existe deux ensembles ouverts G,, G, tels que y, e G,,
F(x,) € G;, G;nG,=40. La multifonction F jouit de la propriété H;f au point x;,,
donc, il existe un ensemble ouvert U, x, € U tel que pour chaque ensemble ouvert
H c U il existe un ensemble R de II-e catégorie tel que R = H et F(x) = G, pour
chaque x € R. Le point y; € J(x;), donc, il existe un ensemble Te I, T U tel
que F(x)nG,#@ pour chaque x € T, contrairement a la formule F(x)c G, pour
chaque xeR, ou R est II-e catégorie, Rc=T. Donc, r(x)e F(x) pour chaque
xe X\ A. La fonction r est quasi-continue, donc, ’ensemble B des points de
discontinuité de la fonction r est de I-e catégorie. Soit x, € X\(AuUB). Nous
montrerons que la multifonction F, (voir le théoréme 5.1) est u-quasi-continue au
point x;. Soit S(g, r(x1)) o {r(x1)} = F.(x,), soit U un entourage de x,. La fonction
r est continue au point x;, donc il existe un entourage ouvert U, de x, tel que
U,cUet r(U,) = S(e/4, r(x,)). Le point r(x,) € Te(x1), donc il existe un ensemble
ouvert Vc U, tel que F(x)nS(e/4, r(x;))¥0 pour chaque xeV, d’ou
d(r(x), F(x))<&/2 pour chaque x € V, donc, on a F,(x) = S(g, r(x1)). Soit f un
sélecteur de F, (F, = F). Card (F,(x)) =1 pour chaque x € X\ (A uUB) et la multi-
fonction F, est u-quasi--continue au point x, donc la fonction f est quasi--continue
au point x.

Corollaire 1. Si I’ensemble A des points de quasi-continuité d’une fonction f
est dense, A est résiduel.

Corollaire 2. Si I'ensemble des points de I-quasi-continuité d’une multi-
fonction F: X— 2 est dense, il existe un sélecteur f de F tel que les points
de quasi-discontinuité du sélecteur f constituent un ensemble de I-e catégorie.

Théoreme 5.5. Soit F: X—2Y. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. II existe un sélecteur f de F tel que f jouit de la propriété de Baire.

2. Ilexiste un ensemble S dense dans X tel que -.r(x) ¥ 0 po,r shaque x € S.

Démonstration. Soit f un sélecteur de F tel que f jouit de la propriété de
Baire. D’aprés le théoréme 3.3, les points de %B-discontinuité de la fonction f
constituent un ensemble A de I-e catégorie. X étant I’espace de Baire, ’ensemble
S=X\A est dense dans X et f(x) € Be(x) pour chaque x € S.
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Si Be(x) est non vide pour chaque x € S, alors %B¢(x) est non vide pour chaque
x € X, d’aprés le lemme 4.3. D’aprés le lemme 4.4, la multifonction % est u.s.c. et
d’apreés le corollaire 4 du théoréme 5.2, il existe un sélecteur quasi-continu r de Be.
L’ensemble A des points out F ne posséde pas la propriété Hy est de I-e catégorie,
d’aprés la remarque 1.1. Nous démontrerons que %Bg(x)<=F(x) pour chaque
x e X\ A. En supposant qu’il existe des points x; et y; tels que x;€ X\ A et
y1 € Be(x1)\F(x,), il existe deux ensembles ouverts G, et G, tels que y, € G,,
G, > F(x;), GinG,=0. La multifonction F jouit de la propriété Hf au point x;,
donc il existe un entourage U de x, tel que pour chaque ensemble ouvert H <= U il
existe un ensemble T de II-e catégorie tel que T< H et F(x) = G, pour chaque
x€T. Le point y, € Be(x,), donc il existe un ensemble Be B, Bc U tel que
F(x)nG, 0 pour chaque x € B. Soit B=(H\R,)UR,, ou H est ouvert et R, et
R, sont de I-e catégorie. L’ensemble HN U est non vide. X étant I’espace de Baire,
I'ensemble (HNU)\R, est non vide et F(x)nG, ¥ @ pour chaque x e (HNU)\R,.
Dong, il existe un ensemble T de II-e catégorie, Tc HNU et F(x)<= G, pour
xeT, dou F(x)c G, et F(x)nG, 0 pour chaque x € T\ R,, contrairement a la
formule G;nG,=0. Donc r(x) € F(x) pour chaque x € X\ A. La fonction r est
quasi-continue, donc ’ensemble C des points de discontinuité de la fonction r est
de I-e catégorie. Soit z € X\ (AuUC). Nous démontrerons que F, (voir le théore-
me 5.1) est u-%B-continue au point z. Soit S(g, r(z)) 2{r(z)} = F.(z), soit U un
entourage de z. La fonction r est continue au point z, donc il existe un entourage
U, de z tel que U, = U et r(U,) = S(¢/4, r(z)). Le point r(z) € Be(z), donc il existe
un ensemble B, e B tel que F(x)nS(e/4, r(z)) 0 pour chaque x € B;, d’ott on
a d(r(x), F(x))<e/2 pour chaque xeB,, donc F,(x)<S(g, r(z)). Soit f un
sélecteur de F,(F, c F), soit x e X\(AuC). Card (F,(x))=1 et F, est u-%3-contin-
ue au point x, donc la fonction f est u-%-continue au point x. L’ensemble AuC
est de I-e catégorie, donc d’aprés le théoréme 3.2, la fonction f jouit de la
propriété de Baire.

Corollaire 1. Si I'’ensemble A des points de JB-continuité d’une fonction f est
dense, alors X\ A est de I-e catégorie.

Corollaire 2. Si I’ensemble des points de [-ZB-continuité d’une multifonction
F est dense, alors il existe un sélecteur f de F qui jouit de la propriété de Baire.

Définition 5.2. Une multifonction F: X— Y est dite s-$-continue au point z,
lorsque pour chaque ensemble ouvert G tel que F(z) = G, pour chaque ensemble
V tel que F(z)n'V+@ et pour chaque entourage U de z il existe un ensemble C € €
tel que Cc U et F(x)= G et F(x)nV#0 pour chaque x € C. La multifonction
F est dite s-6-continue, lorsqu’elle est s-€-continue en chaque point.

Théoréme 5.6. Si une multifonction F: X— 2Y est s-%-continue, alors il existe

une suite des sélecteurs quasi-continus {f.}»-, de F telle que F= f..
n=1
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Démonstration. Soit r={s,}n-; une suite dense dans Y. Posons r;=
{s1, 52, 83, ...}, ey Ta ={Su, S2, S3, ..., Sa, ...}. La suite r, est dense dans Y, donc
d’aprés la démonstration du théoréme 5.2, il existe une multifonction F telle que
des enembles {xe X: card (F.(x))>1} et {xeX: F.(x) ¢ F(x)} sont de I-e
catégorie. L’espace Y admet une base dénombrable, donc pour chaque x € X et
pour chaque n il existe une suite {y;(x)}Z, dense dans F.(x)nF(x).
.(yi(x)eF.(x)nF(x), F'(x)nF(x) est non vide, d’aprés le théoréme 5.3).
Posons fi(x) =y?(x) pour chaque n=1,2,3,... i=1, 2, 3, ... La fonction f; est

continue et F(x)nF:(x)= CJ f#(x) pour chaque x € X. Soit x; € X, soit y: € F(xy).
i=1

Nous montrerons que pour chaque £ >0 il existe n tel que F?(x;)nF(x,)nS(g, y,)
est non vide. La suite r est dense dans Y, donc il existe un point s, tel que
d(s,., y1) < €/16. La multifonction F est s-%-continue au point x;, donc il existe
un ensemble Be @& tel que pour chaque entourage U de x, on a UnBe %,
F(x)nS(&/16, y,) 0 pour chaque x € B et si un systéme filtrant {x,e B, te T}
converge vers x; et un systéme filtrant {y, € F(x,), t e T} converge vers y, alors
y e F(x,). On a d(s., F(x))<¢€/8 pour chaque x € B, donc F, (x)=S(¢/4, s.)c
S(g/2, y,) pour chaque x € B. La multifonction F est s-%B-continue, donc d’apres
le théoréme 2.1 et le théoréme 2.2, un ensemble S des points de discontinuité de la
multifonction F est de I-e catégorie. Si x € B\ S, alors F;, est u.s.c. au point x et on

a (F,)o(x)=S(g/2,y,), d’ou F:(x)=<r°'°]l F;‘) (x)=S(e/2,y,) pour chaque
i= 0

xeB\S,ou F;=F,, F5=((F.)o)s,. ... Frs1=((F0)s;» --- (S1 G est une multifon-
ction, nous désignons par le symbole G, la multifonction %;). X étant I’espace de
Baire,donc (B\ S)n U@ pour chaque entourage U de x,, Y est compact, d’ou il
existe un systéme filtrant {x, e B\'S, te T} qui converge vers x; et il existe un
systéme filtrant {y, € F,(x,)nF(x,), t € T} qui converge vers y € S(¢, y,). La multi-
fonction F_ est u.s.c. au point x, et la multifonction F est s-%B-continue au point
x1, Aot ye F,(x;)nF(x;)nS(¢, y;1), donc on a F=J F.NF. Enfin on a F=

n=1

©

UUr=0UF

n=1 jm=]1 n=1 i=1

Corollaire 1. Soit F: X— 2Y une multifonction. Si la multifonction F est u.s.c.
et I-quasi-continue (l.s.c. et u-quasi-continue), alors il existe une suite des
sélecteurs quasi-continus {f,}~-: de F telle que pour chaque x€ X on a F(x)=

U £.0).

n=1

Corollaire 2. Soit F: X—2Y une multifonction. Les conditions sont

équivalentes
1. La multifonction F jouit de la propriété de Baire.
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2. Il existe une multifonction G: X—2Y telle que G est u.s.c. et I-quasi-cont-
inue et I'ensemble {x € X: F(x)#¥ G(x)} est de I-e catégorie.
3. Il existe une suite des fonctions quasi-continues {f,} -, telle que ’ensemble

{x eX: F(x)# CJ fa (x)} est de I-e catégorie.
n=1
4. Il existe une suite des sélecteurs {f, }=-1 de F telle que f, jouit de la propriété

de Baire et pour chaque x € X F(x) = D f.(x).
n=1
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O CEJIEKTOPAX MHOI'O3HAYHAIX &YHKLIMH
Milan Matejdes

Pe3omMme

B pa6ore paccMaTpHBaeTCs CBSI3b MEXAY MHOTO3HAYHBIMM OTOOPa’KEHSAMHU, U3MEPHMBIMH B CMbICIIE
Bapa, u nonyHenpepbIBHbIMU (ITOJTyKBa3HHENPEPBIBHBIMM) MHOTO3HAYHBIMH OTOGpaXkeHusiMH. Takxke
HCCIIENYIOTCS HEKOTOpbI€ 0606IEHHS HEMPEPBIBHOCTH U MPOLIECC KOHCTPYKLUHH U3MEPUMBIX M KBa3H-
HENpepbIBHbIX CENEKTOPOB MHOTO3HAYHbIX (DYHKUMH.
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