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ZUR MENGENTHEORETISCHEN
DARSTELLUNG GEWISSER PRIMIDEALE

STEFAN SOLCAN

Das ,klassische Kurvenproblem‘ gehort zu anspruchsvollen Problemen, die
einen grossen Arbeitseinsatz erfordern. L. Kronecker formulierte es als Erster
(1882): ,,Jede algebraische Varietit im n-dimensionalen Raum ist ein Durch-
schnitt von hochstens n+1 Hyperflichen*. Weitere Studien der Problematik
orientierten sich auf:

(a) Verminderung dieser Grenze,

(b) Bestimmung der Bedingungen, unter denen diese Grenze minimal ist.

Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zu (b). In der algebraischen Sprache kann
man das Problem folgendermassen formulieren: Es sei a ein r-dimensionales Ideal
in einem n-dimensionalen kommutativen noetherschen Ring A. Gibt es s=n—r
Elemente ay, ..., a; aus a derart, dass die Radikale von a und (ay, ..., a;) gleich
sind? Wenn es solche gibt, dann ist a mengentheoretisch ein vollstindiger
Durchschnitt (siche Definition 3.1).

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, gewisse Ergebnisse, Untersu-
chungen und Methoden der Arbeiten [1, 3] zu analysieren und zu vereinfachen.
Als das Hauptergebnis geben wir hier einen neuen Beweis des Satzes 3.2. Dieser
Satz wurde von R. Achilles und W. Vogel in [1] als eine Folgerung eines allgemei-
neren Ergebnisses bewiesen ([1], Satz 1). Dieses Ergebnis wurde in [3] und mit
dem neuen Beweis auch in [1] bewiesen. Die beiden Beweise arbeiten mit dem
starken und viel zu abstrakten mathematischen Apparat und benutzen ein starkes
Ergebnis von [3] (,,Generalized Cutting Lemma for O*). Unser Beweis meidet
dieses Ergebnis durch die Konstruktion der Elemente mit speziellen Eigenschaften
(sieche Lemma 3.3, Proposition 3.4 und Proposition 3.5).

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. W. Vogel und Herrn Dr. J. Stiickrad fiir
die hilfreiche Anleitung und fiir die wertvollen Gespriache bei der Anfertigung
dieser Arbeit danken.

1. Die Parametersysteme und die Multiplizitit

Mit (A, m) bezeichnen wir einen lokalen Ring A (noethersch, kommutativ mit
Einselement) mit seinem einzigen maximalen Ideal m. Die kleinste Anzahl der
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Elemente, die ein beliebiges m-primires Ideal q in A erzeugen, heisst die
Dimension des Ringes A und wird durch dim (A) bezeichnet. (Siehe z.B. [2].) Die
Dimension eines Ideals a in A definieren wir als die Dimension des Ringes A/a.
Mit Spec (A) bezeichnen wir die Menge aller Primideale des Ringes A und mit
Ass(a) die Menge aller Primideale, die zu a assoziiert sind.

Weiter sei
Assh(a)={peAss(a); dim(p)=dim(a)}.

Das Supremum der Lingen von Primidealketten
pocplc:...cpk=p
in A heisst die Hohe des Primideals p in A und wird durch ht(p) bezeichnet. Fiir
ein beliebiges Ideal a in A definieren wir die Hohe
ht(a)=inf {ht(p); peSpec(A),poa}.

Definition 1.1. Ein System {a,, ..., as} der Elemente von p in einem d-dimen-
sionalen lokalen Ring (A, m) heisst ein Parametersystem, wenn q =(ay, ..., a.) ein
m-primdres Ideal ist. Ein m-primares Ideal q, das von einem Parametersystem
erzeugt wird, heisst ein Parameterideal.

Lemma 1.2. Es seien (A, m) ein d-dimensionaler lokaler Ring und ay, ..., aa
Elemente aus m. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) die Elemente ay, ..., as bilden ein Parametersystem in A

(b) ay, ..., as erzeugen ein m-priméres Ideal

(c) dim(A/(ay, ..., a))=d —i fiir jedes i=1, ..., d

(d) a: ép fiir alle p e Assh((ai, ..., ai-1)) und fiir jedes i=1, ..., d (fiir i =1 setzen
wir (ai, ..., a,-1) =(0)).

Fiir den Beweis dieses Lemmas und weitere Eigenschaften der Parametersysteme
siehe z.B. [6].

Lemma 1.3. Es seien (A, m) ein lokaler Ring und a ein Ideal in A mit
dim (A/a) <dim(A). Es seien x, ..., x, Elemente aus m derart, dass die Bilder x;
von x; in der kanonischen Projektion A— A/a ein Parametersystem in A/a bilden.
Dann existieren r Elemente yi, ..., y. aus m derart, dass sie ein Teil eines
Parametersystems in A bilden und fiir die Bilder y; von y; in A/a gilt y; = x; fiir
jedes i=1, ..., r.

Beweis. Wir benutzen Induktion. Es sei das Lemma fiir i — 1 richtig. Wir
finden ein Element y;, i <r, derart, dass y;¢p fiir jedes p € Assh((yi, ..., y.-1)) und
yi+a=x;+a. Es sei

{p1, ..., o} ={peAssh((ys, ..., yi-1)); x: é p}
und
{px+1, ..., p} = {peAssh((y1, ..., y.-1)); x;€p). (1)
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Wir zeigen zuerst, dass
anpiN...Npc & Pis1lJ...Up. )
Angenommen (2) gilt nicht, dann ist a c p; oder p < p; fiir gewisse me (1, ..., k},

je{k+1,...,t} (z.B. nach [2], Satz 1.11). Infolge dim (p,.) = dim (p;) und (1) kann
nur der Fall acp; sein. Da p;>(yi, ..., yi-1), gilt dann

pi2(a yis ..., yi-1)=(a, x1, ..., xi-1)

und
dim(A)—i+1=dim(A/(y, ..., yi-1)) =dim (A/p)) <
<dim(A/(a, x1, ..., xi-1))=dim(A/a) - i+ 1

und damit dim(A)<dim(A/a) im Widerspruch mit der Voraussetzung
dim (A)>dim (A/a). Also gilt (2).

Dann existiert ein Element z;€ anp;N...np. derart, dass z; ¢ p; fiir alle j=
k+1,..,% Fir das Element y=z+x gilt dann Yy ép fir alle
pe€Assh((yi, ..., yi-1)), wobei yi+a=x;+a Nach Lemma 1.2 ist dann auch Lem-

ma 1.3 bewiesen.
Lemma 1.4. Es sei (A, m) ein d-dimensionaler lokaler Ring, der der folgenden
Bedingung geniigt :

(E) Fiir jedes Ideal a in A gilt: ht(a)+ dim(a)=dim(A).
Wenn die Elemente ay, ..., a,, r<d, ein Teil eines Parametersystems in A
bilden, dann gilt fiir jedes isolierte Primideal p, das assoziiert zu (ay, ..., a,) ist, dass

dim(p) =dim((ay, ..., a.)),

d.h. pe Assh((a, ..., a,)).
Beweis. Nach Lemma 1.2 ist dim((ai,...,a))=d—r. Da p das Ideal

(a, ..., a,) enthilt, ist dim (p) <d — r. Anderseits folgt nach [6], Vol. I., Chap. IV,
Theorem 30, ht(p)<r. Daraus bekommen wir dim(A) —dim(p)<r und d —r<

dim(p). Also gilt
dim(p)=d —r=dim((ay, ..., a.)). q.e.d.
Es seien (A, m) ein lokaler Ring mit dim (A) = d und q ein m-primires Ideal in

A. Fiir eine geniigend grosse ganze Zahl n ist die Linge Ix(A/q") des artinschen
A-Moduls A/q" ein Polynom %,(n) des Grades d (Hilbert—Samuelsches Poly-

nom) und es gilt

Po(n) = eo(q, A) - (” ;’ d) + o (=1 euq, A).

Die Koeffizienten e:(4,A) des Polynoms %,(n)sind ganze Zahlen und eo(q,A)>0.
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Definition 1.5. Dic ganze positive Zahl ei(q, A) heisst die Multiplizitat des
(m-primdren) Ideals q. (Siehe dazu z.B. [6], Vol. II., Chap. VIII, §9 und § 10 )

Lemma 1.6. Es seien (A, m) ein d-dimensionaler lokaler Ring und
q=(a, ..., a;) ein Parameterideal in A. Dann gilt

€o(q, A)= Ze()(q +p/ps A/p) : 60((01, ceey a') : Ap’ AIY)
14

wo p alle Primideale der Hohe ht(p)=i aus Assh((a, ..., a))) durchliuft.
Fiir den Beweis dieses Lemmas siehe [4], Satz 24.7 (Associativity Formula).

2. Homogene Parametersysteme und Oberflichenelemente

Es sei Gr.(A) der assoziierte graduierte Ring des Ringes A beziglich des Ideals
ac A. (Fir die Definition und die elementaren Eigenschaften siche B [6],
Vol. I, Kap. VIIL.) Mit in,(x) bezeichnen wir die Anfangsform von x in Gr, (A),
d.h. die Restklasse von x in a"/a"*!, wo v = v(x) die Ordnung von x bezuglich a
ist. Fiir ein Ideal b < A bedeute in, (b) das von allen Anfangsformen in, (x) mit
x € b erzeugte homogene Ideal in Gr, (A) (das Anfangsideal des Ideals b).

Wie es leicht aus der Definition des Anfangsideals folgt, gilt:

Lemma 2.1.

(a) Gravsd A/b)=Gr.(A)/in.(b)

(b) wenn bcc, dann in, (b) cin.(c)

(c) in, (b)-in.(¢)cin. (b - c), speziell in. (b)" cina (b")
(d) in,(b)+in,(c)cin.(b+c)

Bemerkung 2.2. Fiir die Dimension eines lokalen Ringes (A, m) und seinen
assoziierten graduierten Ring Gr,(A) beziiglich eines m-priméren Ideals q c A gilt
dim (Gr, (A))=dim(A),
fiir das einzige homogene maximale Ideal in,(m) in Gr,(A) gilt ht(in,(m))

= ht(m) und damit auch
' dim (Gr., (A)in,,(m)) =dim (A)’
dies folgt z.B. nach [5). Daraus folgt dann, dass fiir ein homogenes Ideal
acing(m) in Gr,(A) gilt
dim(a - Grg (A)un,(m) =dim(a).
Definition 2.3. Es sei Gr,(A) der assoziierte graduierte Ring des d-dimensiona-

len lokalen Ringes (A, m) beziiglich eines m-primiren Ideals q. Ein System von d
homogenen Elementen xi, ..., xa aus in,(m) heisst ein homogenes Parametersy-

202



stem, wenn die Elemente x; - Gry (A)um,m) ein Parametersystem in Gry (A inym)
bilden. :
(Nach den obigen Bemerkungen ist es genau dann, wenn

dim((x1, ..., x:))=dim(Gr,(A))—i=d—i
fiir jedes i=1,...,d.)

Lemma 2.4. Es seien (A, m) ein lokaler Ring, q ein m-priméres Ideal und
ai, ..., a; Elemente aus q derart, dass

dim (Gr, (A)/(in, (a1), ..., ing (a;))) = dim (Gr,(A)) —i.
Dann
dim(A/(ay, ..., a))=dim(A) —i.

Beweis. Da in, (a;) €ing(ay, ..., @) fir j=1, ..., i, gilt (iny(a1), ..., ing(a)) <
ing(a, ..., a;). Nach Lemma 2.1 und Bemerkung 2.2 ist dann

dim (A/(a, ..., a)) =dim (Gre/a, .., o)(A/(ay, ..., @))) =
=dim (Gr,(A)/in,(ay, ..., &))<
<dim(Gr,(A)/(in,(a1), ..., ing(a:))) =dim (Gr(A)) — i =dim (A) — i.

Da das Ideal (ay, ..., @) durch i Elemente erzeugt ist, gilt dim(A/(ay, ..., a)) =
dim(A)—i.
Damit ist das Lemma bewiesen.

Kiirzer kann man die obige Aussage so formulieren: wenn die Anfangsformen
der Elemente a; einen Teil eines homogenen Parametersystems in Gr,(A) bilden,
so bilden die Elemente a; einen Teil eines Parametersystems in A.

Definition 2.5. Ein Element x eines lokalen Ringes (A, m) heisst ein Ober-
flichenelement (des Gradess) beziiglich eines m-primidren Ideals q, wenn
x€q°—q°*" und es existiert eine nichtnegative ganze Zahl c derart, dass

(": (x))ng°=q""*

fiir alle geniigend grosse n.
Mit den Ideen aus [6] und [4] kann man weitere charakteristische Eigenschaften
der Oberflichenelemente formulieren: :

Lemma 2.6. Es seien (A, m) ein lokaler Ring, q ein m-priméires Ideal und
x € A ein Element mit x € ¢° — ¢°*'. Dann sind die folgende Aussagen dquivalent:

(a) x ist ein Oberflichenelement (des Grades s)
(b) wenn a+ 0 ein homogenes Element in Gr,(A) mit a - in, (x) =0 in Gr, (A) ist,
dann ist die Ordnung v(a) von a beziiglich q kleiner als c.
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(c) in,(x) ist in keinem von denjenigen Primidealen enthalten, die assoziiert zum
Nullideal in Gr,(A) sind und die das Ideal in,(q)=® (q"/q"*") nicht
n 0
enthalten.

Lemma 2.7. Es seien (A , m) ein d-dimensionaler lokaler Ring mit unendlichem
Restklassenkorper A/m und q ein m-primdres Ideal in A. Es sei (by, ..., ba) € q ein
Parameterideal in A derart, dass die Bilder b, der Elemente b, in A/(by, ..., b, 1)
Oberflichenelemente ersten Grades beziiglich q/(b,, ..., b, 1) firallei=1, ..., d
sind. Dann gilt

eo((bl, ceey bd), A) = eo(q, A)

Beweis. Es folgt unmittelbar aus dem Beweis des Theorems 22 in [6], Vol. II,
Kap. VIII, §10.

3. Die mengentheoretische Darstellung

Definition 3.1. Es sei A ein kommutativer noetherscher Ring (mit Einsele-
ment). Ein Ideal a c A ist mengentheoretisch ein vollstandiger Durchschnitt, wenn
s =dim(A)—dim(a) solche Elemente ay, ..., a, existieren, dass die Radikale von
Idealen a und (ay, ..., a;) gleich sind.

Satz 3.2. Es sei (A, m) ein lokaler (noetherscher) Ring mit unendlichem
RestklassenkOrper A/m, der der folgenden Bedingung geniigt:

(E) Fiir jedes Ideal ac A gilt: ht(a)+dim(A/a)=dim(A).
Es sei p ein Primideal in A mit ht(p)>0. Wenn r Elemente x,, ..., x, aus m
existieren so, dass diese ein Parametersystem in A/p bilden und es gilt

eo((p, x15 ..., x.), A) =eo((p, X1, ..., X.)/p, A/p) - eo(p-A,, A,),

dann ist p mengentheoretisch ein vollstindiger Durchschnitt.
Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir noch einige Hilfsitze.

Lemma 3.3. Es sei (A, m) ein lokaler Ring, der der Bedingung (E) geniigt. Es
seien p € Spec(A) mit ht(p)>0 und x,, ..., x, Elemente aus m derart, dass ihre
Bilder xi,...,%x in A/p ein Parametersystem bilden. Bezeichnen wir noch
q=(p, x1, ..., x,). Dann existieren r Elemente xi, ..., x, aus m derart, dass

(a) ing(x1), ..., ing(x;) ein Teil eines homogenen Parametersystems in Gr,(A)
bilden

(b) in,(xi)e q/q*=in,(q): fiir jedes i=1, ..., r

(c) (xi+p)p=(xi+p)/p fiir jedes i=1, ..., r

(d) (p, xi, ..., x1)=(p, x1, ..., X,)

(e) xi, ..., x; ein Teil eines Parametersystems in A bilden.

204



Beweis. Zuerst beweisen wir die Aussagen (a) und (b).

Da das Ideal q" durch alle Produkte der Elemente einer (endlichen) Basis des
Ideals q des Grades n erzeugt wird, ist der Ring Gr,(A) durch die Bilder der
Basiselemente von q in q/q* erzeugt:

Gr,(A)=A/q[q/q*1=A/q[(p + ¢°)/q* x4, ..., x.] =
= A/q[ing(p)1, ing(x1), ..., ing(x.)],

wo (p + q%)/q* =in,(p): die erste graduierte Komponente des homogenen Ideals
ing(p) ist. Dann ist der Ring Gr,(A)/in,(p): - Gr,(A) ein homomorphes Bild des
Ringes A/q[Th, ..., T,] von r Unbestimmten iiber A/q. Da dim(A/q)=0, gilt
dim (Gr,(A)/ing(p): - Gr,(A))<r. Anderseits erhalten wir aus in,(p): - Gr,(A) c
in,(p), dass

dim (Gr,(A)/ing(p): - Gre(A)) =dim (Gr,(A)/in,(p))- 3)
Weiter bekommen wir aus dem Isomorphismus
Gr,(A)/in,(p) =Grq(A/p)
nach Bemerkung 2.2 und nach der Bedingung (E), dass
dim (Gr,(A)/in,(p)) =dim(A/p)=r

und nach (3), dass dim (Gr,(A)/ing(p): - Gr,(A)) = r. Mit der obigen Ungleichheit
gilt also

dim (Gr,(A)/ing(p): - Gre(A))=r.
Im r-dimensionalen lokalen Ring
(Grq(A)/inq (p)l : Grq(A))inq(m)

erzeugen die Bilder von ing(x,), ..., ing(x,) ein Ideal, das zu dem maximalen Ideal
primdr ist; darum bilden sie ein Parametersystem. Nach Lemma 1.3 existieren
Elemente zi, ..., z, aus in,(p); derart, dass die Elemente y; = z; + in,(x:) einen Teil
eines Parametersystems in Gr,(A )in,m), also einen Teil eines homogenen Parame-
tersystems in Gr,(A) bilden. Da z und in,(x;) homogene Elemente des ersten
Grades sind, die Elemente y; sing auch aus in,(p): und Elemente x; existieren
derart, dass ing,(xi)=y:.. Damit sind die Aussagen (a) und (b) bewiesen. Die
Aussagen (c) und (d) folgen aus der Konstruktion der Elemente x}, die Aussage (e)
folgt aus (a) nach Lemma 2.4.

Proposition 3.4. Es sei (A, m) ein lokaler Ring mit unendlichem Restklassen-
korper A/m, der der Bedingung (E) geniigt. Es seien p ein Primideal in A mit
ht(p)=s>0 und {xi, ..., x,} ein Parametersystem fiir A/p. Es sei weiter
q=(p, x1, ..., x,). Dann existieren s Elemente a, ..., a, aus p derart, dass das
Folgende gilt
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(a) ing(a), - ing(a;), ing(x1), ..., ing(x,) bilden ein homogenes Parametersystem
in Gr,(A), das in in,(q):=q/q" enthalten ist

(b) in,.a,(@1)s - in,.a,(a:) bilden ein homogenes Parametersystem in Gr, ,(A,),
das in in,.a,(p - Ap): enthalten ist

(c) a-A,/(ay, ..., ai-1) - A, ist ein Oberflichenelement des ersten Grades be-
ziiglichp - A,/(ai, ..., ai-1) - A, in A, /(ay, ..., aiy). - A, fiir jedesi=1, ..., s.

Beweis. Nach Induktion konstruieren wir Elemente, die (a) und (c) erfiillen.
Die Aussage (b) folgt aus (c) nach Lemma 2.6, (c).
Nach Lemma 3.3 konnen wir annehmen, dass die Elemente x, so gewdhlt

wurden, dass in,(x,), ..., ing(x,) einen Teil eines homogenen Parametersystems in
Gr,(A) bilden, d.h.

dim (Gr,(A)/(ing(x1), ..., ing(x,))) =dim (Gr,(A)) — r. 4)

Fiir i =1 sei &1 = Assh((inq(x1), ..., in,(x,))). Wir zeigen, dass fiir jedes Primideal
p’' € % gilt: p' pin,(p):. Nach dem Beweis von Lemma 3.3 ist

dim ((ing(p)1, ing(x1), ..., ine(x,))) =0
und fiir jedes Ideal p’'e &, ist
dim(p’) =dim ((iny(x1), ..., ing(x,))) = dim (Gr,(A)) — r =
=dim(A)-r=5s>0
nach (4) und Bedingung (E).
Wire p’' 2ing(p)1, dann miisste aus
p’ 2 (ing(p)1, ing(x1), ..., ina(x,))

auch dim(p') =0 folgen, im Widerspruch mit dim(p') = s > 0. Fiir jedes p’ € ¥ gilt
also p' ¢ing(p): und auch
p,ninq(p)l # inu(p)l'

Daraus folgt nach Nakayama’s Lemma, dass

(p'ning(p)1) +ing(m) - ing(p)1 # ing(p):

und weiter
(p'ning(p)1/ing(m) - ing(p), cing(p)1/ing(m) - ing (p)1.

Die Abbildung A—Gr,(A), aw>in,(a) bildet p/m-p surjektiv auf
ing(p)1/ing(m) - ing(p):. Da (p’ning(p)1)/ing(m) - ing(p): echte Untermodulen von
in,(p)1/ing(m) - in,(p): sind, sind ihre Urbilder "p’ echte Unterrdume (endliche
Anzahl) von dem Vektorraum p/m - p iiber unendlichem Kérper A/m.

Sei nun ¥} die Menge aller Primideale p’, die mit dem Nullideal in Gr, 4,(A;)
assoziiert sind und dim (p’)>0. Dann p’ 2in, a,(P - Ap)1 = p - A,/p*- A, fiir jedes
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Primideal p’'e &i, da dim(in,.a,(p - Ap): - Gr,.4,(A;))=0. Daraus folgt, dass
(p'np-A,)/p*-A,cp-A,/p* A, firr jedes p' € ¥} (als A,/p - A,-Moduln) und

(p'+p2'Ap):"\p “A,Fp-A,

(als A,-Moduln). Wenn wir die Restriktion von (p’+ p*>- A,)np- A, in A, auf A
durch "p’ bezeichnen, dann p’' = p und "p'np+# p. Daraus folgt nach Nakayama’s
Lemma, dass

(p'np)+m-p#p
und
'p'np/m-pcp/m-p.

Die Unterrdume “p’ (fiir p' € 1) und "p’np/m - p (fiir p’ € &) bilden eine endliche
Menge von echten Unterrdumen des Vektorraums p/m - p iiber unendlichen
Korper A/m. Darum ist das Komplement der Vereinigung dieser Unterrdume
nicht leer. Wenn wir nun a;+m - p aus diesem Komplement wihlen, dann ist
ing(a1) ¢ p’ fir jedes p'e€ %1 und in,.A(a:)ép’ fiir jedes p'e ¥i. Die Elemente
ing(x1), ..., ing(x,), ing(a:) bilden einen Teil eines homogenen Parametersystems
und das Element a; - A, ist ein Oberflichenelement ersten Grades beziiglich p - A,
in A, nach Lemma 2.6, (c).

Es sei nun die Aussage fiir alle i <s bewiesen. Es sei % = Assh((ing(x,), ...,
ing(x.), inq(a1), ..., ing(as-1))). Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir jedes p' € %,:

dim(p’)=dim(Gr,(A))—r—s+1=1.

Da p’ das Ideal (ing(x1), ..., ing(x,)) enthilt, kann in,(p): in p’ nicht enthalten sein
(sonst wire dim(p’') =0, was einen Widerspruch ist, dhnlich wie bei i =1). Die
Elemente a; - A,, ..., a,-1 - A, bilden den Teil eines Parametersystems in A,, also
fir a=(ai,' A,, ..., as;-1-A,)c A, is dim(a)=1. Da

Grp.a,(A,/a)=Gr,. a(Ap)/in,. A'(a)’

ist auch dim(in,.,(a))=1.

Setze nun ¥; = {p' € Ass(in,.a,(a)); dim(p’)>0}. Dannist dim(p’) = 1 fiir jedes
p’' € &s. Daraus folgt, dass p’ 2 p - A,/p?- A, wie bei i = 1. Nach der Konstruktion
aus dem ersten Induktionsschritt (der Fall i =1) existiert ein Element g, derart,
dass

dim ((ing(x1), ..., ing(x,), ing(a1), ..., ing(a;)))=0. Da dim(Gr,(A)) = dim(A)=
r +s, bilden die obige Elemente ein homogenes Parametersystem in Gr,(A). Das
Element a, hat auch die Eigenschaft (c) nach Lemma 2.6, (c). Damit ist die
Proposition 3.4 bewiesen.
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Proposition 3.5. Es seien (A, m), p, q und xi, ..., x, wie in Proposition 3.4 und
ai, ..., a, € p die Elemente aus der Aussage (a) dieser Proposition. Dann existieren
r+s Elemente b,. ..., b,., aus q' =(ay, ..., a., x1, ..., x,) derart, dass die Bilder b,
der Elemente b; in A/(bs, ..., bi 1) Oberflichenelemente des ersten Grades
beziiglich q/(bi, ..., bi-y) fiir alle i=1, ..., r+s sind.

Beweis. Wir beweisen diese Proposition nach Induktion. Es sei die Proposition
fir i —1 bewiesen. Wir zeigen, dass sie dann fir i<r+s gilt.

Nach Lemma 2.6 und dem Isomorphismus

Gry b1, ot D(A/(by, ..., bic1))=Grg(A)/ing(by, ..., b, 1)

reicht es, ein solches Element b, zu finden, dass in,(h)ép’ fiir alle
p' € Ass(ing(by, ..., bi—1)) mit dim(p’')>0, wobei in,(b;) €in,(q’): ist.

Nach Induktionsvoraussetzung und nach den obigen Bemerkungen ist
dim (ing (b1, ..., bi-1)) = dim(A)—i+1>0. Da {in,(a1), ..., ing(a,), ing(xi, ...,
ing(x,)} < ing(q')s, gilt dim(in,(q'): - Gr,(A))=0. Fiir jedes Primideal
p'€Ass(ing(by, ..., bi-y)) mit dim(p’)>0 gilt dann p’2in,(q’):;. Nach der
Konstruktion aus dem Beweis der Proposition 3.4 existiert dann ein Element
bieq' derart, dass in,(bh:)) € in,(q’), und in,(b)ép’ fiir alle Primideale
p' € Ass(ing(b1, ..., bi 1)) mit dim(p’)>0. Nach Lemma 2.6 ist dann b, ein
Oberflichenelement des ersten Grades beziiglich q/(b., ..., bi 1) in A/(by, ...,
bi-1). Damit ist die Proposition bewiesen.

Beweisdes Satzes 3.2. Wirsetzen q =(p, xi, ..., x,). Aus der Proposition 3.4
folgt, dass s =dim(A)—dim(A/p) = ht(p) Elemente a, ..., a, aus p derart
existieren, dass das Folgende gilt: die Elemente in,(ai), ..., ing(a;), ing(x1), ...,
in,(x,) bilden ein homogenes Parametersystem in Gr,(A) und die Bilder der
Elemente a; - A, in A,/(ay, ..., ai-1) - A, sind Oberflichenelemente ersten Grades
beziiglich p - A,/(ay, ..., a,.-1) - A,. Dann bekommt man aus der Proposition 3.5
und Lemma 2.7 fiir das Parameterideal q' =(ay, ..., a,, x , ..., X,), dass

eO(q,, A)=€o(q, A) (5)
und auch

eo((a1, seey a,) . Ap, A,,) = eo(p . Ap, A,). (6)

Weiter folgt aus Lemma 1.6, dass

eo(q’, A)= ; eo(q' +p/p, A/p) - eo(as, ..., a) A,, A,) 7

wo {po, P15 ..., p.} = {pi€Assh((ay, ..., a;)); ht(p)=s). Aus der Giiltigkeit der
Bedingung (E) in A folgt nach Lemma 1.4, dass po, p:, ..., p. alle isolierten
assoziierten Primideale des Ideals (ay, ..., a;) sind. Da ht(p) = ht((ai, ..., a,))
= s und dim (p)=dim(A)-s, ist pe{po, p1, ..., p.}. Ohne Begrenzung der
Allegemeinheit konnen wir annehmen, dass p = po. Da q'/p = q/p, gilt nach (5), (6)
und (7), dass
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eo(q, A)=eo(q’, A) = Z)eo(q’/p,-, A/p) - e((ay, ..., a) - Ap, Ap)=
=eo(q'/p, A/p) - eo((ai, ..., a;) - Ap, Ap) +

+ Z eo(q'/p.-, A/p.) . eo((a,, ceey a,) . AP-" A,i) =
i=1

= eo(q/p, A/p) ) eo(p ) Al” AP) + ;eo(q'/l’i’ A/pl) : eo((ab ceny as) : Apn APi)‘

Da die Multiplizitdt eine positive Zahl ist, folgt aus der Voraussetzung des
Satzes 3.2

eo(q, A)=eo(q/p, A/p) - eop - A,, A}),

dass das Primideal p das einzige isolierte Primideal ist, das zu (ai, ..., a;) assoziiert
ist, also das Radikal von (ay, ..., a;) ist genau p; d.h. p ist mengentheoretisch ein
vollstindiger Durchschnitt.

Damit ist auch der Satz 3.2 bewiesen.
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K TEOPETUKO-MHOXECTBEHHOMY IMPEINCTABJIEHNIO HEKOTOPBIX
MPOCTBIX UIEAJIOB

Stefan Sol¢an

Pe3iome

B paboTe 1aHO HOBOE [OKAa3aTeJNbCTBO Ciefytoued TeopeMbl (cM. Toxe [1]):
Mycts (A, m) — n0KanbHOE KOJIBLO, AJIi KOTOPOro A/m GeCKOHEYHO M MMEET MECTO

dim (A/a) + ht(a) = dim (A)

anst Beskoro ac A. Ilycre p-npoctoit maean B A ¢ Boicotod ht(p)=s>0. Ecau cyuwecrsyioT

X1, ..., X, € m, LI KOTOPbIX Haean (xi, ..., X,) - A/p napaMeTpu4ecKui u
90((% X1y -oey x')s A)= eo((p’ X1y ooy x’)/p’ A/P) . eo(p : A!’ AP)’
TO P—TEOPETUKO-MHOXECTBEHHOE MOJIHOE NEPECEYEHUE, T. €. CYLIECTBYIOT a1, ..., ds € P TAKHE, YTO

rad((a, ..., a:)) =p.
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