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Math. Slovaca 28,1978, No. 1 , 61—80 

О ^-ПОДАЛГЕБРАХ В УНАРНЫХ АЛГЕБРАХ, 
О ПРОСТЫХ ИДЕАЛАХ И ^-ИДЕАЛАХ 

В ГРУППОИДАХ И ПОЛУГРУППАХ 

ИМРИХ АБРГАН (1МК1СН АВКНАЫ) 

В работах [1], [2], [5], [7], [8], [9] изучаются свойства фраттиниго идеала 
(т.е. пересечения всех максимальных идеалов в полугруппах). 

Ш. Ш в а р ц в работе [9] изучал свойства пересечения максимальных идеа­
лов и простых идеалов в полугруппах. 

Настоящая работа обобщает результаты из [9]. 
В первой части этой работы определяется понятие ^-подалгебры в унарной 

алгебре и тем мы обобщаем понятие максимальной подалгебры в унарной 
алгебре (доказывается, что всякая максимальная подалгебра в унарной алгеб­
ре является ее ^-подалгеброй). На примере показывается, что существует 
унарная алгебра, в которой нет ни одной максимальной подалгебры и содер­
жит бесконечное множество ^"-подалгебр. Дальше мы определяем понятие 
независимой системы ^-подалгебр в унарной алгебре (напр. всякое непустое 
подмножество множества всех максимальных подалгебр в унарной алгебре 
является независимой системой .У-подалгебр в унарной алгебре). Доказы­
вается: если унарная алгебра содержит собственную подалгебру, то она 
содержит по крайней мере одну .У-подалгебру и всякая ^"-подалгебра этой 
унарной алгебры является элементом по крайней мере одной максимальной 
независимой системы ^-подалгебр этой унарной алгебры. Дальше доказы­
вается, что к всякой максимальной независимой системе Л ^-подалгебр 
унарной алгебры можно присоединить такую подалгебру этой унарной алгеб­
ры, что пересечение всех максимальных подалгебр этой подалгебры равняет­
ся пересечению всех элементов IV из Л. 

Во второй части этой работы определяется понятие .У-идеала группоида С 
(тем мы обобщаем понятие максимального идеала группоида С) и понятие 
независимой системы ^-идеалов групоида О. 

Таким же образом, как в первой части этой работы, показывается (при 
помощи утверждений доказанных в первой части) что, если группоид содер­
жит собственный идеал, то он содержит по крайней мере один $ -идеал 
и всякий 3> -идеал группоида О является элементом хотя бы одной максималь­
ной независимой системы ^-идеалов группоида С. К всякой максимальной 
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независимой системе Л ^-идеалов группоида С присоединен такой идеал С\ 
группоида (7, что пересечение всех максимальных идеалов в С\ (см. опреде­
ление 2.1) равняется пересечению всех ^-идеалов N из Л. 

Доказывается необходимое и достаточное условие для того, чтобы: 
а) $ -идеал группоида С был простым идеалом группоида С, 
б) пересечение независимой системы ^-идеалов группоида С было равно 

пересечению простых идеалов группоида С, 
в) множество всех максимальных идеалов группоида С было равно мно­

жеству всех простых идеалов группоида С. 

В этой же части работы определяется понятие ядра в группоиде (3, понятие 
множества всех /С-потентных элементов группоида С и доказывается: 

1) если пересечение всех простых идеалов группоида С содержит идемпо-
тент, то группоид С имеет ядро К и пересечение всех простых идеалов 
группоида О содержит те же идемпотенты, которые содержит ядро К. 

и) п^*^Nи где п О * - пересечение всех простых идеалов группоида С и 
^ - наибольший идеал, находящийся в множестве всех К-потентных элемен­
тов группоида. 

В статье мы будем пользоваться следующими обозначениями: 
Х с У обозначает, что X собственное подмножество множества У, в 

отличие от Х = У. 
А обозначает алгебру (под алгеброй Л мы подразумываем пару (Л ; I7), 

где Л - непустое множество и Р - система конечных операций, определенных 
на Л см., напр., [4], [6]). 

$Р(А) обозначает множество всех тех непустых подмножеств N множества 
Л, что (/V ; Р) - подалгебра алгебры А ; 

[Н] обозначает такой элемент из &(А), что ([Н]; Р) - подалгебра в А, 
порожденная непустым подмножеством Н множества Л (вместо обозначения 
[{*}], где хеА, мы пользуемся обозначением [х]). 

Пусть IV = ( ^ Р) - подалгебра алгебры А. Подалгебру (М ; Р) алгебры А 
назовем максимальной подалгеброй в IV, если М с : N и не существует такая 
подалгебра ( ^ ; Р) алгебры А, что Nс=N'с-:N. Обозначим знаком ^ т а х ( ^ ) 
множество всех таких элементов Ме$Р(А), что (М;Р) - максимальная 
подалгебра в IV. 

Подалгебру (N; Р) алгебры А назовем ^-простой (или минимальной) в 
А, если не существует такой элемент N' е $Р(А), что ^ а N. Если подалгебра 
(N; Р) является $ -простой в А и N = Л , то мы будем писать «алгебра А 
является ^-простой». 

Пусть А - алгебра. Скажем, что два элемента х, уеА находятся 
в отношении ^ , если [*] = [у]. Очевидно, отношение $ на Л является 
отношением эквивалентности на Л. Обозначим через А1& множество всех 
.0-классов, соответствующих отношению эквивалентности 3 на Л , и через 
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[х]У> обозначим $ -класс из А/У, содержащий элемент х еА. На множестве 
Л 1 $ определим отношение ^ следующим образом: [л:]^^[у].^ (х,уеА) 
тогда и только тогда, когда [*]с[у] (см. [1], [2]). 

Пусть А - алгебра и пусть 0ФВ д^А. Символом М,(В) мы будем обозна­
чать множество всех таких х еА, что для каждого Ъ еВ имеет место 
[6]^<^[л:].У и символом N ( 5 ) обозначим множество всех таких х еА, что для 
всякого ЬеВ имеет место [Ь]^ф[.х].^. Вместо обозначения Х({а}), где 
X = N0, N и а еА, мы пользуемся обозначением Х(а). 

Очевидно, что имеют место следующие утверждения: 
а) АГ0(Б) является теоретико-множественным объединением всех таких 

[х]У> еА/У>, что для каждого ЬеВ имеет место [ б ] ^ ^ ^ ] ^ » , 
б) N ( 5 ) является теоретико-множественным объединением всех таких 

[х]У> еАЦ>, что для каждого ЬеВ имеет место [6]^ф[дс]^, 

в) ^(В) = п{^(Ь)\ЬеВ}, 
г) N(В) = п{N(Ь)\ЬеВ}. 
На примере мы покажем, что существует такое непустое подмножество В 

алгебры Л (0ФВ с Л ) , что ^(В) = 0. 
П р и м е р 1.1. Пусть Л является множеством всех вещественных чисел х, 

для которых 0 < х < 1 . Если каждому элементу аеА сопоставлена унарная 
операция /а на Л , которая определена следующим образом: /а(х) = ах для 
каждого х еА (ах - обыкновенное произведение чисел а, х), и если положим 
Р = {/а \а еА}, то (Л ; Р) - унарная алгебра (алгебра А называется унарной, 
если Р содержит лишь унарные операции). Пусть В является множеством 

всех чисел вида — где п = 1,2, .... Тогда 0ФВаА и Nо(В) = 0. 

В работе [1] доказаны следующие утверждения: 

Лемма 1. Пусть унарная алгебра А не является $-простой и пусть N е$Р(А). 
Тогда: N е$Ртах(А) тогда и только тогда, когда А№ = [х]4>, где хеА№. 

Лемма 2. Пусть унарная алгебра А не является ^-простой и пусть N а А. 
Тогда: N е ^ т а х ( А ) тогда и только тогда, когда существует такое х еА, что 
N = А\[х]$Ф0 и [х]$ - максимальный элемент в А/У>. 

Лемма 3. Пусть А - унарная алгебра. Пусть .9$ д=<?тах(А), \.я#\^2 (|.я#| 
обозначает мощность множества Л), N^.9$, N2е.9^, N,-^N2, ^1---Л\^V, и 
^2 = А\N2. Тогда 

а) ^^п^2 = 0, 
б) Л \ п . ^ = и { [ * ] ^ | * е Л \ п . ^ } , 
В) ^^С1N2, 

г) если Nе&(А) и Nп^^Ф0, то ^^д^N, 
д) еслихеОх иуе02, то [х]п[у] с п.$&. 

63 



I 

Лемма 1.1. Пусть А - унарная алгебра и пусть 0ФВ с А . Тогда 
а) или ^(В)е^(А), или ^}(В) = 0, 
б) или N(В)е9>(А), или N(В) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть N()(В)Ф0. Предположим, что существует 

такое х еN()(В) и такое / еР, что {(x)ёN()(В). Это означает, что существует 
такое с еВ, что [с]$ <[/(х)]У>. Так к а к / ( * ) е [*],то [/(*)]---.[*]• Отсюда имеем 
[ с ] ^ < [ х ] ^ . Последнее противоречит тому, что xеN()(В). 

б) Если N(В)Ф0, то доказательство утверждения б) можно провести 
аналогичным образом, как доказательство утверждения а). 

П р и м е ч а н и е 1.1. На примере аддитивной группы целых чисел по тос! 12, 
можно доказать, что усществует такая алгебра А и такое подмножество В 
алгебры А, что имеет место: 

а,) М>(В)ё 0>(А) и ^(В)Ф0, а2) N(В)ё&(А) и N(В)Ф0. 

П р и м е р 1.1. Пусть СХ2= (СХ2; + ) , где СХ2 = {а(), ах, а2, ... ахх} является 
аддитивной группой целых чисел по тос! 12, и пусть В = {а2,аЛ}. Тогда 
Ы)(В) = {а(), а2, а^, а4, ав, ан, ад, аХ()}, N ( 5 ) = {а(), а4, а6, ан} и имеет место: а,) 
^(В)*\9(СХ2) и ^(В)Ф0, а2) ЩВ)ё&(СХ2) и N(В)Ф0. 

Определение 1.1. Подалгебру ^ ;Р) унарной алгебры А назовем 3-по­
далгеброй, если существует такое ЬеА, что N = N(Ь). Обозначим через 
0>*(А) множество всех таких элементов Nе2Р(А), что (N; Р) является 
^-подалгеброй унарной алгебры А. 

Теорема 1.1. Каждая максимальная полалгебра унарной алгебры А являет­
ся ^-подалгеброй в А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы 1.1 вытекает из леммы 2. 
На примере мы покажем, что не всякая $ - подалгебра унарной алгебры А 

является максимальной подалгеброй в А . 
П р и м е р 1.2. Пусть 5Х2={а0, ах, ... а1Х} является множеством всех классов 

целых чисел по тоо! 12. Пусть бинарная операция на 5,2 является обыкновен­
ным произведением классов по тоо1 12. Тогда ( 5 , 2 ; •) является коммутатив­
ной полугруппой. Пусть Р является множеством всех левых трансляций 
полугруппы ( 5 , 2 ; ) . Тогда §Х2= ( 5 , 2 ; Р) является унарной алгеброй и 
№г9Р), (^;Р)9 (^;Р) где N^ = {а09 а4, ан}, ^ = {а0, а,, а4, аь, ан, ад}, 
N^ = ^0, а2, а^, а4, аА, ан, ад, аХ()} являются 3> — подалгебрами алгебры 5,2. 
Подалгебра (М,; Р) алгебры 5,2 является единственной максимальной подал­
геброй в 5,2. 

На примере мы покажем, что существует такая унарная алгебра Ах, 
которая не имеет ни одну максимальную подалгебру и имеет бесконечное 
множество 3 - подалгебр. Более того мы покажем, что алгебра имеет 
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бесконечное множество подалгебр, которые не являются ^ - подалгебрами 
V А . 

П р и м е р 1,3. Пусть А, - множество всех вещественных чисел, для которых 
0 ^ д г < 1 . На А, определим бинарную операцию следующим образом ху = 
т т { д : , у } для каждых двух элементов д;, уеАх. Тогда ( А , ; •) является 
коммутативной полугруппой. Пусть Г является множеством всех левых 
трансляций полугруппы ( А , ; •). Тогда А, = (А, ; Р) является унарной алгеб­
рой, которая не содержит ни одну максимальную подалгебру и для каждого 
С Е (0,1) является (N(с);Р), где N ( ^ = ( 0 , с), .У-подалгеброй в А,. Для 
всякого с е (0,1) подалгебра (N0(с);Р) алгебры А,, где N1^)= (0, с), не 
является ^-подалгеброй в А,. 

Лемма 1.2. Пусть А - унарная алгебра, Nе&'(А) и N = N(Ь)* где Ь еА. 
Тогда К}(Ь)е&(А), К,(Ь)^ = [Ь^ и Nе^тлх(^(Ь)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Nе@>^(А) и N = N(Ь). Очевидно, что имеет 
место N0(Ь) = N (Ь)и[Ь^. Тогда по лемме 1.1 мы получаем, что 
N0(Ь)е $Р(А). Из этого вытекает, что N(Ь) е ^>

тлx(N0(Ь)). 

Теорема 1.2. Для каждого непустого подмножества N унарной алгебры А 
имеет место: N е 9*3(А) тогда и только тогда, когда N е ЗР(А) и существует 
такой элемент N0 е $Р(А), что имеет место N е ^>

тах(-^()), а для каждого х е А 
имеет место: д г е А Ш тогда и только тогда, когда N0\N^[х]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть гУе 9>Л(А). Тогда существует такое Ь е А. что 
N = N(Ь). Положим N„ = N„(6). Тогда, согласно лемме 1.2, мы получаем 
N0еЗР(А), Nе&>тлх^0) и N0\N = [Ь^. Из этого вытекает, что для каждого 
дгеА имеет место: х е А ^ тогда и только тогда, когда [ 6 ] ^ ^ [ л ] У , т.е. 
-Ч,\ЛГс[дг]. 

II. Предположим, что N е &(А) и существует такой элемент N е Л*(А), что 
N е &тЛу.(Н0), а для всякого х еА имеет место: х еА ^ тогда и только тогда, 
когда N , 1 ^ с [дг]. Согласно лемме 1 имеет место ЭД,^ = [я]У, где Й € ^ , ^ . 
Это означает, что для каждого дгеА имеет место: д г е А ^ тогда и только 
тогда, когда [а]^^[дг]^, т.е. д г е А \ ^ а ) . Значит, N = N(0). 

Лемма 1.3. Пусть унарная алгебра А не является ^-простой. Пусть 
Nе&(А), NФА и ЬеА№. Тогда N(Ь)е&^(А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть д; - произвольный элемент из N . Предположим, 
что xёN(Ь). Тогда [^))^^[^с]^с[^с]с^. Это противоречит тому, что 
Ь е А \ ^ Значит, N ^ N ( 6 ) . Из этого, согласно лемме 1.1, мы получаем, что 
ЩЬ)е&'*(А). 

Определение 1.2. Пусть А - унарная алгебра и пусть X — непустое 
подмножество множества &*(А). Систему ^ - подалгебр Л"' = 
{(N; Р)^еХ} назовем независимой системой ^ - подалгебр унарной алгсб-
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ры А, если для каждых двух элементов N^, N2еЛ имеет место: если N^ФN2, 
то N,4:N2. Дальше мы будем вместо „Л*" писать „Л". 

Очевидно имеет место: если А является унарной алгеброй и 0Ф Л д= 
^твх(А), то Л является независимой системой 3 - подалгебр алгебры А. 

Теорема 1.3. Пусть унарная алгебра А не является ^ - простой. Тогда 

(а) 0>*(А)Ф0; 
(б) Каждая 3 - подалгебра унарной алгебры А является элементом по 

крайней мере одной независимой системы $ - подалгебр алгебры А; 
(в) К каждой независимой системе Л $ — подалгебр унарной алгебры А 

существует такая максимальная независимая система М$ — подалгебр алгеб­
ры А, что Л ^М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Утверждение (а) вытекает из леммы 1.3. 

б) Утверждение (б) очевидно. 
в) Множество 3~ всех независимых систем У - подалгебр унарной алгебры 

А частично упорядачено по включению. Пусть 31 - произвольная цепь в :У и 
пусть М = и ^ ^ е&1}. Тогда очевидно, что М является независимой систе­
мой $ - подалгебр унарной алгебры А . Из этого, согласно теореме 
Куратовского-Цорна, мы получаем, что имеет место утверждение (б). 

Пусть А - унарная алгебра и пусть Л - независимая система 3 - подалгебр 
алгебры А. Тогда, согласно определению 1,1, к каждому элементу N еЛ 
существует такой элемент ЬеА, что N = N(Ь). Обозначим через В (Л) 
множество таких элементов из А, что для каждого элемента N еЛ сущес­
твует такой элемент Ъ е В (Л), что N = N(Ь), и для всякого элемента Ъ е В (Л) 
имеет место Л(Ъ)еЛ. Обозначим через Сч множество N0(В(Л)). 

Лемма 1.4. Пусть унарная алгебра А не является ^ - простой и пусть Л -
независимая система 3 - подалгебр в А. Тогда: 

(а) Ъ е Сл для каждого Ъ еВ(Л); 
(б) Сч е ^(А) и Сч- = (Сд ; Т) не является $ - простои в А; 

(в) [1>]^ - максимальный элемент в Ся/$ для каждого Ъ е В (Л); 
(г) Если Л является максимальной независимой системой $ - подалгебр 

V А, то [а]^(а е А) - максимальный элемент в С^/У тогда и только тогда, 
когда существует такое Ъ еВ(Л), что [а^ = [Ь^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Предположим, что существует такое сеВ(Л), что 
сёС>,, т.е. с ё М,(В(Л)). Тогда существует такое а*еВ(Л), что [б/]^<[с]^ . 
Отсюда вытекает, что N(с^)с^N(с). Это противоречит тому, что N(0), 
Щ(1)еЛ. 

б) Так как по а) СяФ0, то по лемме 1.1 имеет место Ся е 0>(А). Предполо­
жим, что Ся является 3 - простой в А. Тогда Ся = [Ь]&, где Ъ е В (Л), и по (а) 
В(Л)с[Ь]#. Отсюда вытекает СЯ = ^(В(Л)) = N0([Ь]^) = К>(Ь). Из этого 
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по лемме 1.2 мы получаем N(Ь)с=Сx. Это противоречит тому, что С, 
является ^ - простой в А . Значит, С\ не является ^ - простой в А . 

в) Из (а) и (б) вытекает, что [6]^сгС Л для каждого Ъ еВ(Х). Предполо­
жим, что существует такое сеВ(Х) и такое хеА, что [ с ] ^ < [ х ] ^ . Тогда 
х ё Сл. Из этого вытекает, что [Ь^ - максимальный элемент в С>. ^ для 
каждого Ъ еВ(Х). 

г) Предположим, что существует такой максимальный элемент [д]^ в 
С^ 13, что для каждого Ъ еВ(X) имеет место [Ь]^-*= [я]/>. Если N(0) = 0, то из 
того, что [д]^ - максимальный элемент в Сх/3, мы получаем, что [д]^ = [х]^ 
для всех хеС\, т.е. С\ является ^ - простой в А . Это противоречит 
утверждению (б). Тогда N(а)е&^(А) и N(а)ёX. Так как Л' является макси­
мальной независимой системой ^ - подалгебр в А, то существует такое 
а'еВ(Х), что или N(а)с=N(с^), или N((^)с^N(а). Отсюда следует, что или 
[ я ] ^ <[*1]^\ или [д1]^ < [ д ] ^ . Это противоречит тому, что [д]^, [д1]^ -
максимальные элементы в Сх13. 

П р и м е ч а н и р 1.2. Необходимо отметить, что подалгебра С ч , присоеди­
ненная независимой системе X ^ - подалгебр унарной алгебры А, будет 
использована особенно во второй части этой работы. 

Теорема 1.4. Пусть унарная алгебра А не является ^ - простой и пусть X -
независимая система ^ - подалгебр в А. Тогда 

а) СА[Ь№е&тлх (С\) и СА[Ь]ЗсЫ(Ь) для каждого ЬеВ(Х). 
б) п{СА[Ь№\ЬеВ(Х)} = пХ. 
в) Если X - максимальная независимая система ^ - подалгебр алгебры А, 

то для каждого непустого подмножества Nс^А имеет место: N е &тах (С ч ) 
тогда и только тогда, когда существует такое Ь еВ(Х), что N = С*\[Ь]3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Из леммы 1.4 и леммы 2 следует СА[Ь^ е&т.ЛХ (С,) 
для каждого ЬеВ(Х). 

Пусть Ь - произвольный элемент из В(Х) и х - любой элемент из Сч \ [6]^ . 
Очевидно? что [х^Ф[Ь^. Так как СА[Ь^ е ^тлх(Сл), то для каждого 
сеВ(Х) имеет место [с].^^ .*] .^. Значит, [6].^ф[дг].^ для всех х еСА[Ь^ч 

т.е. х еN(Ь). 
б) I. Согласно (а) п{СА[Ь^\Ь еВ(Х)} с=пХ. 
II. Предположим, что существует такое уепХ, что у е п{СА[Ь^ 

\Ь еВ(Х). Тогда существует такое с еВ(Х) что у е СА[с^. Тогда или у е С ч , 
или у е [ с ] 1 Если у <Ё С Ч , то существует такое а'еВ(Х), что [я1]^ <[у].^. 
Значит, у ^N((1). Если у е [ с ] ^ , то у ёN(с). Это противоречит тому, что тУ(с), 
ЛГ(д')еХ и уепХ. 

в) Утверждение с) следует из леммы 1.4 и леммы 2. 

Теорема 1.5. Пусть А - унарная алгебра и пусть X - независимая система ^ 
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- подалгебр алгебры А. Пусть \Л\^2, Ща)9 N(Ь)еЛ, Ща)ФЩЬ)9 К = 

СЛ[а]# и Ы = СЛ[Ь]4. Тогда 
а) [арп[Ьр = 0. 
б) С,\пЛ=и{[Ьр\ЬеВ(Л)}. 
в) [ар^К. 
г) Если Nе^>(С,) а ^(^[а^Ф0, то [а]^<=N. 
д) [а]п[Ь]<=пЛ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 1.4 мы получаем, что ^ , 
N5 б 9>тах(С>•)• Предположим, ЧТО ̂ = ^ . Тогда [а^ = [Ь^. Отсюда мы 
получаем N(а)=N(Ь). Это противоречит тому, что N(а)ФN(Ь) и N(а), 
N(Ь)еЛ. Значит, ^Ф^. Из этого, согласно лемме 3 и теореме 1.4, мы 
получаем утверждение теоремы 1.5. 

Пусть А - унарная алгебра. Положим К = п ^ ^ е &(А)}. Если КФ0, то 
подалгебра (К; Р) алгебры А является $ - простой в А , и назовем ее ядром 
алгебры А . 

Теорема 1.6. Пусть А - унарная алгебра. Тогда К = п&*(А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Очевидно, имеет место К <^п&* (А). 
II. Пусть а - произвольный элемент из п^(А). Тогда N(0) = 0. Предполо­

жим, что существует такое Nе^(А), что а^N. Пусть ЬеN. Так как 
N(А) = 0, то [а].^ ^[6] .^ . Отсюда вытекает, что а е [ а ] ^ ^[1?]^ с [6] с ^ Это 
противоречит тому, что а ёN. Значит, п@>*(А)<=1К. 

Следствие 1.1. Если п0**(А)Ф0,то унарная алгебра А имеет ядро (К; Р) 
и К = пР*(А). 

П р и м е ч а н и е 1.3. На следующем примере мы покажем, что существует 
такая алгебра А = (А ; Р), что имеет место: 

а^ существует такое Ь е А, что N = N(Ъ)е0>(А) и N0(6)<ё &(А) (см. лемму 
1.2); 

а2) существует такое ЪеА, что N = N(Ь)е2Р(А), существует такое 
N06 ^(А), что N € ^ ( N 0 ) , и существует такое хеА, что ЭД,^^[дс] (см. 
теорему 1.2); 

а3) алгебра А не является $ - простой, существуют такие ^ = N(0) € &(А), 
N2 = N(Ь)е ^(А), чтоN^ФN2,NX^N2,N2^N^ и ^({а,Ь})ё^(А) (см. лемму 
1.4). 

П р и м е р 1.4. Пусть СХ2 = (С12; + ) , где СХ2={а0, аи а2, ..., аи} является 
аддитивной группой целых чисел по тос1 12. Тогда имеет место: 

а,) N = N(«3) = {а0, а2, а4, ав, ан, я1 0} е &(С12) и N0(а3) = N(а3) и {а3, а9} (к 
&(С12); 

а2) Ы = Ща*)е&(СХ2)9 Ы0=е„е»(С12), N б ^ т а х(]У ( )), а9еС12Ы и 
N„NN±[11,]; 
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а3) алгебра С12 не является $ - простой, N^ = N(а4)е&(С^2), N2 = 
Ы{а3)еР(С12)9 ЛГ.-^ЛГ,, ^<\:^, ЛГ2фЛГ, и ^({а3, а4}) 4 9(С12). 

Далее, мы заметим, что имеет место: если Я 3 является векторным про­
странством над телом вещественных чисел и если каждому вещественному 
числу геК сопоставлена унарная операция /г на Я , которая определена 
следующим образом: /г(а) = га для каждого аеК3, и если положим Р = 
{ / г | г е Я } , то А(К3)=(К3; { + } и Р ) является алгеброй <3>тях(А(К3))*=0 и 
N(а)ё&(А(К3)) для всех аеК3. 

II 

В дальнейшем вместо „С = (С; •) - группоид44 мы будем писать „С -
группоид44. 

Пусть С - группоид. Если А, В — непустые подмножества группоида С, то 
положим АВ = {аЬ\а еА, Ь еВ}. 

Непустое подмножество N группоида С называется идеалом в С, если 
С К У ^ и NС<=N. 

Если А - непустое подмножество группоида С, то обозначим через ^(А) 
множество всех таких идеалов N в С, что N с Л . 

Обозначим через [х]с идеал группоида С, порожденный элементом х е С. 

Определение 2.1. Пусть N — идеал группоида С. Идеал М группоида С 
назовем максимальным идеалом в N, если Мс-:N и не существует такой 
элемент М' е&(С), что МаМ' <=N. Обозначим через 0\п а х ^) множество 
всех максимальных идеалов в N и через п^Ртах(^ множество 
п{М\Ме&тах(Ю}. 

Идеал N группоида С назовем $ - простым, если не существует такое 
N ' 6 ^ ( 0 ) , что Л Г с ^ 

Пусть С - группоид. Если каждому элементу а еС(Ь еС) сопоставлена 
унарная операция /а(дь) на С, которая определена следующим образом: 
/а(х) = ах(дь(х) = хЬ) для каждого элемента хеС, и если положим Рх = 
{/а|д еС},Р2 = {дь\Ь е С} и Р = РхиР2, то А(С)= (С ; Р) есть унарная алгеб­
ра; назовем ее унарной алгеброй, присоединенной группоиду С. Очевидно, 
имеет место: 

Лемма 2.1. Пусть А(С) - унарная алгебра, присоединенная к группоиду С. 
Тогда для каждого непустого подмножества N группоида С справедливо: 

а) N е$Р(С) тогда и только, когда ^ ;Р) является подалгеброй алгебры 

МО). 
б) N = [д:]о(дг е ^ тогда и только тогда, когда (N; Р) является подалгеброй 

в А (С), порожденной элементом х еN. 
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Пусть С - группоид. Скажем, что два элемента х, уеС находятся 
в отношении $с, если [^]с = [>;]с. Очевидно, отношение ^ с на С является 
отношением эквивалентности. Обозначим через С/Ус множество всех $с -
классов, соответствующих отношению эквивалентности $с на С, и знаком 
[х]Ус обозначим $с - класс из С/$с, содержающий элемент хеС. На 
множестве С $с определим отношение ^ следующим образом: [ * ] ^ с ^ 
[у]$о(х, у еС) тогда и только тогда, когда [*]----[.У ] • Если N является идеалом 
группоида С, то обозначим через N/$0 множество всех таких элементов 
[х]$с, из С Ус, что [х]$с с.N. Очевидно, имеет место: если А (О) - унарная 
алгебра, присоединенная к группоиду С, то 4>с =^-

Пусть С - группоид и пусть 0 = В дг С. Обозначим через N«(5) множество 
всех таких хеС, что для каждого Ъ еВ имеет место [Ь]^ с <^[д:]^ с , и через 
N(В) обозначим множество всех таких х еС, что для каждого Ь еВ справед­
ливо [Ъ]$с^[х]$с. В дальнейшем вместо Х({а}), где X = N^), N и аеС, мы 
будем писать Х(а). 

Определение 2.2. Идеал N группоида С назовем $ — идеалом в С, если 
существует такое Ъ е С, что N = N(Ъ). Множество всех $ — идеалов группоида 
С обозначим через ?Р*(С). 

Лемма 2.2. Пусть А (С) - унарная алгебра, присоединенная группоиду С. 
Тогда для каждого подмножества N группоида С имеет место: Nе$Р*(С) 
тогда и только тогда, когда Nе$Р*(А(С)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы 2.2 вытекает из леммы 2.1. 

Следствие 2.1. Каждый максимальный идеал группоида С является $ -
идеалом группоида С. 

Лемма 2.3. Пусть С - группоид, N е@**(С) и N = N(Ь), где Ь еС. Тогда 
Ы)(Ь)еР(С), КХЬ)^ = [Ь]^С и Nе&т.ЛX(N{,(Ь)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А (С) - унарная алгебра, присоединенная груп­
поиду С. Пусть Nе'3>*(С) и N = N(Ь). Тогда по лемме 2.2 N = 
N(Ь) е.?*(А(С)). Из этого, согласно лемме 1.2 и лемме 2.1, мы получаем 
утверждение леммы 2.3. 

Теорема 2.1. Для каждого подмножества N группоида С имеет место: 
N е?Р*(С) тогда и только тогда, когда Nе2Р(С) и существует такое 
N0 е.? (С), что N е ^тах(-Ч,), и для каждого х е С справедливо: х е С№ тогда 
и только тогда, когда N0^^[х]с. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение георемы 2.1 вытекает из леммы 2.1 
и теоремы 1.2. 

Лемма 2.4. Пусть группоид С не является $ - простым. Пусть N е$Р(С), 
N^0 и ЬеС^. Тогда N(Ь)е^(С). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы 2.4 вытекает из леммы 2Л, лем­
мы 1.3 и леммы 2.2. 

Определение 2.3. Пусть С — группоид. Непустое подмножество Л множес­
тва ^(С) назовем независимой системой ^ - идеалов группоида С (или в С), 
если для каждых двух элементов N^, N2еX имеет место: из N^ Ф IV, вытекает 

ЛГ-фЛГ2. 

Теорема 2.2. Пусть группоид С не является $ - простым. Тогда: 

а) Ф*(С)Ф9\ 
б) Каждый $ - идеал группоида С является элементом по крайней мере 

одной независимой системы $ — идеалов группоида С; 
в) К каждой независимой системе X $ - идеалов группоида С существует 

такая максимальная независимая система М $ - идеалов группоида С, что 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы 2.2 вытекает из теоремы 1.3, 
леммы 2.2 и леммы 2.1. 

Пусть С - группоид а пусть X - независимая система ^ - идеалов в С. 
Обозначим через В(Х) множество таких элементов из С, что для каждого 
IVеX существует такое Ь еВ(Х), что N = N(Ь), а для каждого Ь еВ(Х) есть 
N(Ь)еX. Обозначим через С\ множество ЛЦВ^У)). 

Лемма 2.5. Пусть группоид С не является ^ - простым и пусть X -
независимая система $ - идеалов группоида С. Тогда: 

а) Ь е Сл для каждого Ь еВ(Х). 
б) Сл е 9>(С) и Сх не является ^ - простым в С. 
в) [Ь^с - максимальный элемент в Сх/&0 для каждого Ь еВ(Х). 
г) Если X - максимальная независимая система ^ - идеалов в С, тогда 

[я]^с (а е С) - максимальный элемент в Сх/*?0 тогда и только тогда, когда 
существует такое Ъ еВ(Х), что [а]Л; = [Ь]<9С-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы 2.5 вытекает из леммы 2.1 
и леммы 1.4. 

При помощи леммы 2.1, теоремы 1.4 и теоремы 1.5 можно легко показать 
следующие две теоремы. 

Теорема 2.3. Пусть группоид С не является ^ — простым и пусть X -
независимая система ^ - идеалов в С Тогда: 

а) Сх\[Ь^се^тах(Сх) " Сх\[Ь]4а=ЩЬ) для каждого Ъ еВ(Х). 
б) п{(СЛ\[Ь№с\ЬеВ(Х)} = пХ. 
в) Если Х- максимальная независимая система ̂  - идеалов группоида С, то 

для каждого непустого подмножества N(=0 имеет место: N е &тях(Сх) тогда 
и только тогда, когда существует такое Ь еВ(Х), что N = СХ\[Ъ\$С-
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Теорема 2.4. Пусть X - независимая система ^ - идеалов группоида С и 
пусть \Х\^2. Пусть N(а), N(Ь)еX, N(а)ФN(Ь), К = СА[а^с, N. = 
СА[Ь]#С. Тогда: 

;,) [а^сп[Ь^с=0. 
б) САпХ = и{[Ь№с\ЬеВ(Х)} . 
в) [а]*с<=Ъ. 
г) Если Nе?(СА н N^0^0 = 0, то [а]^сс1N. 

д) [а][Ь]^п.\\ 
Теорема 2.4 обобщает утверждение теоремы 2 из работы [9]. 
В дальнейшем вместо [х]с №с, О ^с, [х]Лз) мы будем писать [х] (^, С ^, 

Идеал О группоида С назовем простым идеалом в С, если для каждых двух 

идеалов А, В в С из Л Б с г О вытекает Л с О или В с О . 

Теорема 2.5. Пусть С - группоид и пусть N е$Р*(С) и N = N(а), где а еС. 
Тогда: Л/Чд) является простым идеалом группоида С тогда и только тогда, 
когда ([а^)2п[а^Ф0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть ^ — идеал N(0) - простый идеал в С и 
([а^)2п[а№=0. Тогда (Ы,(а))2 = (N(а)и[а]^)2^N(а) и N()(а)^N(а). Это 
противоречит тому, что N(а) является простым идеалом в С. Значит, 
([а\1)2п[а^Ф0. 

II. Пусть ([а^)2п[а^^=0. Предположим, что ^ - идеал N(а) не является 
простым идеалом в С, т.е. существуют такие идеалы А, В в С, что 
АВс:N(а) иА^N(а),В^N(а). Пусть с еА№(а), Л еВ\АГ(а). Тогда [ар с= 
[ Й ] С [ С ] С Д и [а]^с[<1]сгВ. Отсюда следует ([я]^)2сг[с][А] с АВ^N(а). 
Это означает, что ( [ а ] ^ ) 2 п [ а ] ^ = 0. Однако последнее противоречит тому, 
что ([а^)2п[арФ0. 

Следствие 2.2. Пусть X - независимая система ^ - идеалов группоида С 
Тогда: каждый ^ - идеал N из X является простым идеалом в С тогда 
и только тогда, когда для каждого Ь еВ(Х) имеет место ([Ь^)2 п[Ьр Ф 0. 

Идеал I группоида С назовем изолированным в С, если из а2еI (аеС) 
вытекает а е I. 

Следствие 2.3. Пусть С - группоид и пусть аеС. Если ^ - идеал N(а) 
является изолированным идеалом в С, то N(а) — простой идеал в С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что ^ - идеал N(0) является изолиро­
ванным идеалом в С. Согласно лемме 2.3 мы получаем, что д 2 е [ а ] ^ . Из 
этого, согласно теореме 2.5, мы заключаем, что N(а) является простым 
идеалом в С. 

Следствие 2.4. Пусть С - группоид и пусть а еС. Если N(а) является таким 
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^ - идеалом в С, что [д]^ содержит идемпотент, то N(а) является простым 
идеалом в С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [а]3 содержит идемпотент е. Тогда е2 е [а]3. Из 
этого, согласно теореме 2.5, мы получаем, что Л/Ха) является простым 
идеалом в С. 

Следствие 2.5. Если N(0) является таким максимальным идеалом в С 
(а еС), что [а^ содержит более одного элемента, то N(а) является простым 
идеалом в С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [ а ] ^ содержит более одного элемента. По лемме 
2.3 мы имеем С =N(а) и [ а ] ^ . Предположим, что ( [ а ] ^ ) 2 п [ а ] ^ = 0. Согласно 
теореме 2.4 имеет место да еN(а) и ад еN(а) для каждого д еС. Из этого 
вытекает N(а)с:N(а)и{а} ФС и N(а)и{а} е ЗР(С). Это противоречит тому, 
что N(а) является максимальным идеалом в С. Значит, ( [а]^) 2 п [а^Ф0. Из 
этого, по теореме 2.5, мы получаем, что N(а) является простым идеалом в С. 

На примере мы покажем, что следующее утверждение не имеет место. 
Для каждого группоида С имеет место: если N(0) (аеС) является таким 

идеалом в С, что [а^ содержит более одного элемента, то N(а) является 
простым идеалом в С. 

П р и м е р 2.1. Пусть Сх = {0, а, Ь, с} и бинарная операция • на Сх 

определена таблицей: 

0 a Ь c 

0 0 0 0 0 
a 0 0 0 a 
b 0 0 0 b 

c 0 b a 0 

Тогда С - группоид и {0} = /У(а), [ар = {а,Ь}, {О, а, Ь} • {0, а, Ь} = {0} и 
{0, а, Ь} ^ {0}. Вследствие последнего ^ - идеал N(0)= {0} в Сх не является 
простым идеалом в С. 

Следствие 2.6. Если N(а) (а еС) является таким максимальным идеалом 
в группоиде С, что [а^ содержит идемпотент или более одного элемента, то 
]У(а) является простым идеалом в С. 

Теорема 2.6. Пусть Л - независимая система ^ - идеалов группоида С. 
Тогда: если Сл = С2

Я, то каждый ^ - идеал N из Л является простым идеалом 
V С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Сх = С 2 . Предположим, что существует такое N 
из Л, что N не является простым идеалом в С. Тогда существует такое 
сеВ(Л), что N = N(0), и по теореме 2.5 мы получаем ( [ с ] ^ ) 2 п [ с ] ^ = 0. 
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Согласно теореме 2.3 мы имеем, что N(с) = СЛ[с]^> е ^тах(С^). Отсюда 
следует С1=^(с) и [с]$)2 сг N(с)с=СV. Это противоречит тому, что 

с,=с1 
На примере мы покажем, что не для каждого группоида С имеет место 

следующее утверждение. 
Пусть Л - независимая система $ - идеалов группоида С. Тогда: если N(Ь) 

является простым идеалом для каждого Ъ еВ(Л), то С — С2. 
П р и м е р 2.2. Пусть С2={а, Ь, с, й} и бинарная операция • на С2 

определена таблицей* 

a b c d e 

a b b b Ь a 

b b b b b a 
b Ь c b b 

d b b b d d 
e a a c b e 

Тогда С2 - группоид, Л = {{а, Ъ, с}, {а, Ь, а1}} является независимой систе­
мой $ - идеалов группоида С2 и В(Л) = {с, й}. Далее, для каждого х еВ(Л) 
имеет место ( [* ]^) 2 п [х]У>Ф0, т.е. по теореме 2.5 идеалы {а, Ь с}, {а, Ь, с/} 
являются простыми в С2, и СЛФС2, где С* = {а, Ь, с, а*}. 

Лемма 2.6. Пусть С - группоид и пусть Л =<3>

тах(С)Ф0. Тогда: 
а) Сл =С, 
б) N(5) является простым идеалом в С для каждого элемента Ь еВ(Л) 

тогда и только тогда, когда О = С2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ь — любой элемент из В(Л). Тогда N(Ь) е / и п о 

лемме 2.1 и лемме 2 существует такое деС\Л1(1?), что N(Ь) = С\[а]У>, где 
[а]$ - максимальный элемент в С/У. Из этого вытекает, что Ь е[а]У> т.е. 
[Ь]$ - максимальный элемент в С / ^ для каждого Ь еВ(У) Значит, С\ =С. 

в) I. Пусть N(Ь) является простым идеалом в С для каждого ЬеВ(Л). 
Тогда по теореме 2.5 для каждого Ъ еВ(Л) имеет место ([/?]^)2 п [Ь]У>?=0. 
Пусть аеС\С2. Тогда С(С\{а} с- С 2 с С \ { а ) и (С\{а})С с= С <=С\{а}. 
Отсюда С\{а} еЛ. Поэтому существует такое сеВ(Л), что N(с) = С\{а}. 
Из этого вытекает, что с = а, [с]У> = {а} и ( [ с ] ^ ) 2 п [ с ] ^ = 0 . Это противоречит 
тому, что ([Ъ]У>)2п[Ъ]У)Ф0 для каждого ЬеВ(Л). Значит С = С2. 

II. Пусть С = С2. Тогда в силу (а) мы получаем, что С* =С\. Из этого, 
согласно теореме 2.6, следует, что N(Ъ) - простой идеал в С. 

Теорема 2.7. Пусть С - группоид и пусть Л = @>

тах (С)Ф0. Тогда каждый 
максимальный идеал в С является простым в С тогда и только тогда, когда 
С = С2 (см. теорему 1 из [9]). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы 2.7 непосредственно вытекает 
из теоремы 2.6 и леммы 2.6. 

Пусть С - группоид и Л - независимая система У> — идеалов группоида С. 
Обозначим через <2 (С) множество всех таких простых идеалов в С, что 
(С\О)пСхФ0, и через п&(С) обозначим множество п{0\0 е&(С)}. 

Теорема 2.8. Пусть С - группоид и Л - независимая система $ - идеалов 
группоида С. Пусть Ое&(С). Тогда пЛ^О тогда и только тогда, когда 
существует один и только один такой элемент Ь еВ(Л), что (С\0)пСУ = 
[Ь\4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть Ое&(С) и пусть пЛ^О. Согласно теореме 
2.4 (С\0)п{и[Ь]У>\ Ъ еВ(Л)} Ф0. В силу последнего существует такое 
Ь еВ(Л), что [Ь]У>п(С\0) Ф 0. Предположим, что существуют элементы с, 
(I еВ(Л) такие, что [с]3>Ф[й]$ и [срп(СЮ) Ф 0, [с1]Уп(СЮ) Ф 0. Тогда, по 
теореме 2.4, [с][«г/] с пЛ^ О. Это противоречит тому, что О является про­
стым идеалом в С Из предыдущего, по теореме 2.4, следует, что существует 
один и только один такой элемент Ь еВ(Л), что (С\0)пСл =[Ь]У. 

II. Пусть Ое&(С) и предположим, что существует такое ЬеВ(Л), что 
(С\0)пСл = [Ь]У>. Тогда по теореме 2.4 мы получаем (С\О)п(пЛ) = 0. 
Отсюда следует, что пЛ^О. 

Следствые 2.7. Пусть Л - независимая система $ — идеалов группоида С. 
Пусть О является таким простым идеалом в С, что пЛ с О <= С ч . Тогда О 
является максимальным идеалом в Сл. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2.8 существует один и только один такой 
элемент ЬеВ(Л), что [ Ь ] ^ с С 7 \ 0 . Согласно последнему существует такой 
элемент ЬеВ(Л), что [Ъ]У> ^Сл\0. Отсюда [Ь]У = Сл\0. Из этого, по 
теореме 2.3, мы получаем О е &тлх(Сл). 

Следствие 2.8. Пусть С - группоид и пусть 0ФЛ^$Ртах(С)Ф0. Пусть О 
является таким простым идеалом группоида С, что пЛ^О. Тогда 
О е ^ т а х ( С / ) (см. теорему 3 из [9]). 

Теорема 2.9. Пусть Л - максимальная независимая система $ - идеалов 
группоида С. Пусть О является простым идеалом в С и 0<=СЛ. Тогда О 
является максимальным идеалом в Сл тогда и только тогда, когда пЛ с О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Если О - максимальный идеал в Сх, то по теореме 
2.3 мы получаем пЛ^О. 

II. Если пЛ<^0 <^СЫ, то в силу следствия 2.7 О является максимальным 
идеалом в Сл. 

Следствие 2.8. Пусть С - группоид и пусть Л = &тах(С) Ф 0. Пусть О является 
таким простым идеалом в С, что ОФС. Тогда О еЛ тогда и только тогда, 
когда пЛ^О (см. теорему 4 из [9]). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение следствия 2,9 вытекает из леммы 2.6 
и теоремы 2.9. 

Обозначим через О* множество всех таких простых идеалов группоида С, 
что ОФ С, и через пО* обозначим множество п { 0 | 0 е О '}• Если группоид 
С не содержит простой идеал ОФС, то положим пО* = С. 

Следствие 2.10. Пусть С - группоид а пусть Л = &тах(С) Ф 0. Тогда каждый 
простой идеал ОФС является максимальным в С тогда и только тогда, когда 
пЛ с г п О : (см. теорему 5 из [9]) 

Теорема 2.10. Пусть Л - независимая система ^ - идеалов группоида С. 
Тогда пЛ = п&(С) тогда и только тогда, когда для каждого простого идеала 
О е&(С) имеет место пЛ сг О я Л(Ь) является простым идеалом для каждого 
ЬеВ(Л). . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Пусть пЛ = п&(С). Тогда, очевидно, для каждого 
О е&(С) имеет место пЛ а О. Пусть Ь — любой элемент из В (Л). Тогда по 
теореме 2.4 мы имеем ЪеС^ и ЪёпЛ, т.е. Ъ &п21(С). Следовательно, 
существует такое Ое&(С), что ЬёО. Из этого согласно теореме 2.8 
( С \ 0 ) п С ч = [ & ] ^ . Тогда для каждого ЬеВ(Л) существует такое Ое&(С), 
что имеет место С% \ [6]^ с О и Сч = (Сл \ [Ь]^)и[Ь] .^^ О . Предположим, что 
существует такое ЬеВ(Л), что ([Ь^)2п[Ь^ =0. Отсюда по теореме 2.3 
вытекает, что С.ч с С Л [ Ь ] ^ с С Это противоречит тому, что Сч ^ О и О 
является простым идеалом в С. Значит, ([Ь^)2п[Ь]^= 0 для каждого 
ЬеВ(Л). Из этого по теореме 2.5 следует, что N(Ъ) является простым 
идеалом в С для каждого Ъ еВ(Л). 

II. Пусть для каждого Ое&(С) имеет место пЛ^О и N(Ь) является 
простым идеалом в С для каждого Ъ еВ(Л). Отсюда Л<^&(С). Из предыду­
щего следует п ^ ( С ) с г пЛ<=,п&(С). 

Следствие 2.10. Пусть С - группоид и пусть Л = ^тах(С) — 0. Тогда 2(С) = 
Л тогда и только т^гда, когда п&(С) = пЛ (см. теорему 6 из [9]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Если &(С)=Л, то, очевидно, п&(С) = пЛ 
II. Если п&(С) = пЛ, то по следствию 2.8 мы имеем 2.(С)^Л, а по 

теореме 2.10 и следствию 2.2 мы получаем Л^&(С). 
Пусть С - группоид. Положим К = п{N\Nе@(С)}. Если КФ0, то идеал К 

группоида С является ^ — простым и назовем его адром группоида С . 

Теорема 2.11. Если п О * содержит идемпотенты, то группоид С имеет ядро 
К и пО содержит точно те же идемпотенты, которые содержит ядро 
К группоида С (см. теорему 7 из [9]) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть е — произвольный идемпотент из пО*. Предпо­
ложим, что существует такой элемент N е 2Р(С), что е ё N Пусть х - любой 
элемент из О^(е), т.е. [е^^[х^. Пусть Ь е[x]^пN. Тогда ее[е№^[х№ 

76 



= [17 ]$ -\ [Ъ ] с N. Это противоречит тому, что е ё N. Из этого вытекает, что 
Nп(С\N(е)) = 0. Значит, N с г N ( е ) 6 2Р*(С) и ее[е]У. Согласно следствию 
2.4 N(е) является простым идеалом в С. Так как еёN(е), то еёпО*. 
Последнее противоречит тому, что еепО*. Значит, ееN для каждого 
N-$Р(С). Из предыдущего следует, что для каждого идемпотента еепО* 
имеет место е е К. Так как К с пО*, то для всякого идемпотента е еК имеет 
место еепО*. Значит, пО* содержит такие и только такие идемпотенты, 
которые содержит ядро К группоида С. 

Теорема 2.12. Пусть С - группоид. Тогда К = п$Р*(С). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы 2.12 вытекает из теоремы 1.6 

и леммы 2.1. 

Следствие 2.11. Если п&*(С)Ф0, то С имеет ядро К и К = п&*(С). 
Пусть группоид С имеет ядро К. Элемент х е С назовем /С-потентным, 

если существует такое натуральное число п, что хппКФ0 (вместо {х}п мы 
будем писать хп и хп =ххп~1 и х2хп~2и...ихп~1х для каждого натурального 
числа /1, см. [3] стр. 99). 

Обозначим через: 
N0 множество всех К-потентных элементов в С, 
N^ наибольший идеал, находящийся в N0. 
Тогда, очевидно, К с ^ с N 0 . 

Теорема 2.13. Для каждого группоида С, который имеет ядро К, имеет 
место п^*^N^ (см. теорему 8 из [9]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сперва докажем, что п О * с ^ , . Предположим, что 
С№оз=0. Пусть - - произвольный элемент из СЛМ,. Покажем, что - е пО*. 
Обозначим через 2Г множество таких идеалов I в С, что 1пт.п = 0 для каждого 
натурального числа п. Так как т. неявляется К-потентным элементом в С, то 
Ке2Г, т.е. 3~Ф0. Согласно лемме Цорна существует максимальный элемент 
в :Т, обозначим его С?.. Предположим, что существуют такие идеали А , Б в 
С, что АВс,Ог и А ^ О : и В^Ог. Так как О г с = О г и Л и О г и А является 
идеалом в О, то существует такое натуральное число р, что т.р пАФ0. 
Аналогично можно доказать, что существует такое натуральное число ^, что 
1япВФ0. Из этого вытекает, что т.р+япАВ = 0. Значит, %р+япО7.Ф0. Это 
противоречит тому, что О- е 2Г. Отсюда вытекает, что О- является простым 
идеалом в С и г ё О г , т.е. г ё пО*. Из предыдущего следует п О * с К , . Так 
как пО* является идеалом в С, N^ является наибольшим идеалом в N0 и 
пО*^^, то п С с Ж , . 

Теорема 2.14. Пусть С — полугруппа и пусть С имеет ядро К. Пусть Л — 
независимая система 3 - идеалов в С и пусть Сл = С2

Я. Пусть Сс1 = СжЗ, и 
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йО = йСы для каждого й е {\Ь]У \Ь е В (Ж)}. Тогда Ы, с глЛ (см теорему 9 из 

[9]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что ^ с̂  пЛ, Это означает, что сущес­
твует такой элемент х еN] и такой элемент с еВ(Л), что х ёN(с) Отсюда 
следует [с]^ ^ [ д : ] ^ сг [х]с^Л /,,те с е N1, Так как с е Ы^ то существует такое 
натуральное число п, что спеК. По теореме 1.4 мы получаем N = 
Сч \ [с]^ е 2Р(С). Тогда К с N ; итак, с" е N. Значит, существует такое наимен-
шее натуральное число к(), что ско*]еN. Тогда для всех натуральных чисел 
к >ки(^ 1) мы имеем ск еN. Далее имеет место Сч = Nи[с] .^ и N п [ с ^ = 0 . 
Так как с е [ с ] ^ и по лемме 1.4 Сч е$Р(С), то с*° е[с]<^ Если мы положим 
А = ск(\ то <̂ 2 = (с*°)2 = с2к()еN(2к,)>к^)). Значит, существует такой элемент 
й е [с ]^ , что с12 еN. 

Пусть А = {х еО\хс1 е N и с1х е N}. Тогда, очевидно, (I е А, т.е Ап[с^ = 0. 
Покажем, что Ае<3>(С). Пусть г - произвольный элемент из С и х -
произвольной элемент из А. Тогда (гх)с1 = г(x<^)егNсгN и А(хт.) 
= (йх)т. е N1 сг ̂  т. е. гх е А и хг е А. Значит, А е &(С). Из этого по теореме 
2.4 мы получаем [ с ] ^ с Л . 

Пусть и - любой элемент из С ч . Тогда по теореме 2.4 мы имеем или 
иепЛ, или и еи{[Ь^\ ЬеВ(Л)}. Предположим, что иепЛ. Согласно 
теореме 2.3 мы получаем и е пЛс^С^\[с^ = N; итак, ис1 еN и с^иеN. 
Предположим, что н е и { [ 6 ] ^ | ЬеВ(Л), Тогда существует такой элемент 
Ъ е В (Л), что и е[Ь^. Если Ь = с, то ис1 еN и с1и еN (так как [с]^ с Л ) . Если 
Ь^с, то по теореме 2.4 мы получаем ш/ е[1>]^[с]^ сг [Ь][с]дгпЛ с N и 
аналогично с1и е пЛ <^N. Из предыдущих рассуждений вытекает С^,<^^N и 
^С„ с N. 

Так как с1 еи{[Ь^\ Ь еВ(Л)}, то по предположению мы получаем Сс1 = 
Сый и (Ю=йСы. Следовательно, Сс^^N и с^С<^N. Отсюда С ^ С с ^ т.е. 
(^СиСс^иС(^С<^N = С,\[с^ и ^ е [ с ] ^ . Тогда очевидно, что [<1]п[с]^ 
содержит точно один элемент, т.е. [<^]п[с]^ = {с1}. Следовательно, [с]^1 = {А} 
и с^2еN. Тогда С2

ы-= (Nи{с^})2 ^N а СУ Это противоречит тому, что С^ = С\ 
Значит, ^ сг пЛ. 

П р и м е р 2.3. Пусть ( 5 , 2 , •)-полугруппа из прим ра 1.2 и п е т ь ( А , , - -

полугруппа из примера 1.3. Положим ао = 0 и 5 - 5 1 2 и А На множестве 5 

определим бинарную операцию следующим обр* зом. 

х у = ху, если или х, у е 5 1 2 и ху - произведение элементов х, у в 5, 2 , •), 
или х, у е А, и ху пр жзведение элементов х, у в (А, • •) , 
У _ 0 , если х е 5,2 и у е А,. 
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Тогда 5 = (5 ; •) является полугруппой К = {0}, -Ч, = ЛЛ = {0, ав} (см. опреде­
ление К, N0, IV,) и М = 8\{ах, а5, а7, а,,} является единственным максималь­
ным идеалом в 5. Очевидно, имеет место 5 2 = 5. Тогда по теореме 9 из [9] мы 
получаем 

N^=М* = 8\{а^,а5, а7, аи}, 

где М* — пересечение всех максимальных идеалов в 5. 
Пусть с - произвольный (фиксированый) элемент из (0,1). Тогда Л = 

^(а3), N^4), N(с)} является независимой системой $ - идеалов в 5, где 
Ы(ат) = {а2, а4, а*, ан, я 1 ( ) }иА ь N(а4)={а3, ав, л у }иА,, N(с) = 
8Х2и{х еАх\х<с}. Тогда В(Л) = {а3, а4, с}, СУ = {а3, а4, я 6 , ан, 
а9}и{х е Ах\х ^ с } и пЛ = {д6} и {х е Ах\х <с}. Так как а3-а^ = а3, а4а4 = а4, 
а3-а* = а*, а4-ан = ан, а3-а2 = ад и {х е Ах\ х *<с}2 = {х е А, | х ^с}, то С%=СЛ. 
Далее имеет место Сха3 = 8 -а3 = Сж-а» = 8 -а? = {0, а3, аь, ад}, С„ а4 = 8а4 

= Сл-ан = 8-ан = {0, а4, ан} и Слс = 8с = (0, с ) . В силу последнего 
8а1 = Сха

1 и а1-8 = А'СК для каждого а1 е и{[Ь]/^| Ъ еВ(Л)}. Из предыдуще­
го по теореме 2.14 мы получаем, что IV, = пЛаМ*. 

Пусть 5 - полугруппа с ядром К. Идеал I полугруппы 5 называется 
К-потентным, если существует такое натуральное число п, что Г=К. 
Обозначим через ЛГ2 теоретико-множественное объединение всех К-потент-
ных идеалов полугруппы 5 (см. [9]). 

Следствие 2.12. Пусть С - полугруппа с ядром К. Пусть Л - независимая 

система 3 - идеалов в С и пусть Ся = С2

К. Пусть Сс1 = Сяа
1 и АС = АСЯ для 

всех а*еи{[Ь]У\ ЬеВ(Л)}. Тогда К<=^ = пО* с (пЛ)п^. 

Доказательство вытекает из следствия в [9] (стр. 79) и теоремы 2.14, 
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