
Mathematica Slovaca

Vincent Šoltés
О кoлеблемocти решений нелинейнoгo дифференциальнoгo уравнения
третьегo пoрядка

Mathematica Slovaca, Vol. 26 (1976), No. 3, 217--227

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/136120

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1976

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/136120
http://project.dml.cz


Math. Slovaca 26,1976, No. 3, 217—227 

О КОЛЕБЛЕМОСТИ РЕШЕНИИ НЕЛИНЕЙНОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО 

ПОРЯДКА 

ВИНЦЕНТ ШОЛТЕС 

В работе [I] приведены 2 теоремы, дающие достаточные условия для того, 
чтобы решения уравнения 

У'"+Р(1)У' + Я(1)У = 0 

или уравнения 

У'"+Р(1)У' + Я((ЖУ) = О, 

которые обладают хотя бы одной нулевой точкой, были колебательными 
в </„, оо). 

В этой работе мы будем рассматривать нелинейное дифференциальное 
уравнение третьего порядка вида 

(1) у'"+р(х)у"+ф)у' + г(х)Л(у)=/(х). 

Приведенные результаты являются дополнением и обобщением результатов 
работы [1] для дифференциального уравнения (1). 

Будем предпокладать, что функции р(х), ^(x), г(х), /(х) и к (у) 
непрерывны в любой точке х е <х0, оо), у е (— оо, оо), и лг() е ( — оо, оо). 

В дальнейшем будут рассматриваться такие решения уравнения (1), 
которые существуют в промежутке (х0, оо). 
Обозначим: 

Р(Х) = у»(Х)у(Х)Л У'\х)+\ Я(Х)У\Х), 

где у(х) является решением уравнения (1). 

Лемма 1. Пусть ^(x) е Сх(х0, оо) и пусть для всех х е (х0, оо) и у е 
(-оо,оо), уфО выполняются условия: р(х)=^0, ^(x) = 0, ^(x)р(x) + 

+ ^'(x) + \/(x)\=0, 5ёп г(х) = ^п И(у)у, I р(х) <\х = К«°, 
Х() 
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причем тождественное равенство в упомянутых неравенствах не выполняется 
одновременно ни на одном промежутке, который является подмножеством 
промежутка (х{), о°). 

Тогда для каждого решения уравнения (1), которое удовлетворяет условию 

(2) =» x 

F(x») + \ \ \f(x)\exp[\ p(t)dt dлr^O, 

имеет место только одно из следующих утверждений: 
(\) у(х)>0, у'(х)>0, для всех х^хх^х{) 

(и) у(х)<0,у'(х)<0, для всех х^х^х0 

(ш) у(х) колеблется в (х0, оо). 

Доказательство. Пусть у(х) — решение уравнения (1). Умножая 
X 

уравнение (1) на у(х) ехр I р([) <\1 и интегрируя от х0 до х^х0, получим: 

X 

\ р(()<м\ . [у"(х)у(х)-\у'2(х) + \й(х)у2(х)\ 
Х() 

X I х 

\ \ Р(П • ехр [\ р(*) 4х\у'2(() &-\\ Ы1)Р(1) + 

exp + 

(3) 

+ q'(t)].exp 

' x 

\ p(s) ds\y2(t) dt+\ r(t)h(y(t))y(t) . 

x<> x0 

x t 

dt = F(x(,)+ \ f(t)y(t) exp [\ p(s) ds\ dt. . ехр р($) с!5 

Если предполагать, что у(х) удовлетворяет (2), то из соотношения (3) имеем: 

ехр / P(t)dt] • [y"(x)y(x)-\y'2(x) + \q(x)y2(x)\+ ' 

X() 

X t X 

+ \ \ p(t)exp [\ p(s)ds\y»(t)dt-\ \ [q(t)p(t) + q'(t)+\f(t)\] . 
X() Xo • x() 

(4) 

. exp C P(s) d j L 2 ^ ) d t + C r W • h(y(0)y(t) exp [ í p(s) díl dt^O. 
• * < > x{) Xo 
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Предположим, что у(х) не колеблется в (*<,, оо). Тогда существует такое 
хх ^ х{) что у(х) Ф 0 для всех х ^ хх. Пусть напр. у(х) > 0. Из соотношения (4), 
если учесть условия леммы 1, получим 

у"(х)у(х) -\ у'\х) <-\ ^(x)у\x) 

Это обозначает, что для х ^ хх выполняется 

mvл^ d_ 
àx Yy(x) 

функция . является убывающей, а это означает, что у'(х)>0 для всех 

лг-^д;,, и мы получим утверждение (0, или у'(х)<0 для всех х^х2^хх. 
Покажем, что второй случай приводит к протиречию. Рассмотрим функцию 
у"(х). Случай у"(х)^0 для всех х^х3^х2 исключается, потому что ведет 
к противоречию с тем, что у(х) является неколебательным. Имеет место 
только один из двух случаев: 

1. у"(х)>0 для всех х^х3^х2. Тогда существует Игп у'(х) = а ёО и, так 

как у(х)>0, должно быть а = 0. Из соотношения (4) имеем: 

y,2(x)^_„, 
2 

[Шу"(х)у(х) + \д(х)у\х) + схр [ | р(()д(\ . 
Х() 

X I X 

. [\ | р(()схр [ | р(5)й*У\1) й1-\ | Ы1)р(1) + ^(1)+\!(()\\ • 
* ( > •*() ДГ() 

(5) 
I X I 

. ехр [ | р(5) 6^у\1) й1+ | г(()к(у(1)). у(() ехр [ | р(5) с.*] с!/] . 
* 0 •*(> * ( > 

Следуя условиям леммы 1, из соотношения (5) вытекает, что Нт у'(х) = а < 
Х—*оо 

О, что является противоречием. 

2. Для всякого х3 = х2 существует х ^ х3 такое, что у"(х) > 0 и х ^ х3 такое, 
что у"(х)<0. Так как для всех х = .г3 является у(х)>0, у'(х)<0, отсюда 

следует, что Нт вир у'(х) = 0. Значит существует последовательность точек 
X — * < х > 

{гп}п=\ со свойством у"(гп) = 0 и Ит у'(гп) = 0. Из соотношения (5) для х = гп 
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имеем: Нт [у'(гп)]2>0, что тоже является противоречием. Отсюда следует, 

что справедливо (1). 

Если предполагать, что у(х)<0, аналогично покажем, что должно быть 
у'(х)<0 для всех лг^х,. Таким образом доказано утверждение (и). 

Из выше полученного заключаем, что утверждения леммы 1 выполнены 

Теорема 1. Пусть выполняются условия леммы 1 и пусть 

д(х) 6х = °о. í 
Гогда любое решение у(х) уравнения (1), которое удовлетворяет условию 
(2), колеблется в (х{), оо). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное Л Пусть у(х) является решением 
уравнения (1), которое удовлетворяет условию (2) таким, что оно не 
колеблется в (х(), оо). Тогда существует хх =х{) такое, что у(х)Ф0 для всех 
х=^х1. Из соотношения (4) имеем: 

у"(х)у(х)-1-у»(х)< -±с}(х)у1(х), 

значит, для всех х =~ х1 выполнено 

6 Гу'(х) \y'(x) 

ly(x) 
1 / ч 

<—^q(x). Лх 1у(х) 

Проинтегрировав последнее неравенство от х1 до х ^ хх получим: 

y(x) y(x f-i/^,. 
Из последнего соотношения вытекает, что для всех х=^х2 = хх имеет место 

условие у(х)у'(х)<0. В силу леммы 1 утверждение теоремы доказано. 

Теорема 2. Пусть выполняются условия леммы 1 и пусть для всех 
х е (х0, ™), у е ( - ™, оо) выполнено 

r(x) = 0, ( r(x) áx = 00. 

Пусть И (у) является неубывающей функцией. 
Тогда любое решение у(х) уравнения (1), которое удовлетворяет условию 

(2), колеблется в (дг„, оо). 
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Доказательство . Пусть у(х) — неколебательное решение уравнения (1), 
которое удовлетворяет условию (2). Пусть сначала у(х) > 0 для всех х § хх ^ 
х0. Тогда в силу леммы 1 тоже у'(х) > 0 для всех х §= хх ^ х{). Потому, что: 

X х 

у'"(х) ехр ^ р(1) й1 + у"(х)р(х) ^ р(() (И = 
Х\ Х\ 

X 

= [/'(*) ехр ^ р(1) й/]\ 

из уровнения (1) имеем: 
X х 

^у"(х) ехр ^ >(/) < ./ ] '=- «7(*)у'(х) ехр ^ />(/) и / - г(х)Н(у) . 
Х\ Х\ 

X X 

. ехр | /?(/) & + /(х) ехр Г /?(/) (1/, 
Х\ Х\ 

откуда в силу выше полученного следует: 

X X 

[>•"(*) ехр ^ р(1) с1/]'^ -Я(х)у'(х)-Н(у(х,))г(х) + \Г(х)\ ехр ^ /;(/) с1/. 
Х\ Х\ 

Проинтегрировав полученное неравенство от хх до хШхх получим, что 
у'(х)<0 для всех х=^х2Шхх. Это является противоречием. 

Если предполагать у(х)<0, то в силу леммы 1 тоже у'(х)<0 для всех 
х='хх='х(). Аналогично как выше получим противоречие. 

Тем доказано утверждение теоремы 2. 
Лемма 2. Пусть выполняются условия леммы 1 и пусть вместо условия 

й(х)р(х) + Я'(х) + \1(х)\^0 

выполнено условие 

^(x)р(x) + ^'(x)<о. 

Тогда для каждого решения уравнения (1), которое удовлетворяет условию 
X 

х ~ Г(х) ехр ^ р(1) (1/ 

(6) Р(Хо)~2 ^ Ых)р(х) + Я'(х)] 6Х - ° ' 
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имеет место только одно из следующих утверждении: 

(О у(х)>0, у'(х)>0 для всех х^х^х0 

(11) у(х) <0, у'(х)<0 для всех х^х{Шх0 

(ш) у(х) колеблется в (х{), оо). 
Доказательство. Пусть у(х) — решение уравнения (1), которое 
удовлетворяет (6). Так как для а > 0 имеет место 

(7) ау1 + ду^-^, 

то из соотношения (3) легко можно вывести следующее неравенство: 

X 

ехр ^ р(1)(Н] • \у"(х)у(х)-\у'\х) + \Я(х)у\х)\ + 

Х() 

X I X ( 

+ ±1 р(1) ехр [ ̂  р(з) й5у
2(() <1(+1 г(1)Н(у(1))у(1) ехр [ ̂  р(<>) сь] й(^0. 

Х() Х() Х() Х() 

В дальнейшем ходу доказательства можно поступать точно так же, как 
в доказательстве леммы 1. 

Нетрудно доказать следующие теоремы 3 и 4. 

Теорема 3. Пусть выполняются условия леммы 2 и пусть 

ц(х) их = оо. 

Тогда любое решение у(х) уравнения (1), которое удовлетворяет условию 
(6), колеблется в (х0, оо). 

Теорема 4. Пусть выполняются условия леммы 2 и пусть для всех 
х е (х0, оо), у е (- оо, оо) выполнено 

oo oo X 

r(x) ě 0, J r(x) dx = oo, | J f(X) exp [ J P(t) d/j dx | < o o , 

и пусть И (у) является неубывающей функцией. 
Тогда любое решение у(х) уравнения 1), которое удовлетворяет условию 

(6), колеблется в (х0, оо). 

Теорема 5. Пусть выполняются условия леммы 2 и пусть для всех 
х е (х0, оо), у е ( — оо, оо) выполнено 
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p(x) є C є (x0, oo), p'(x) O, r(x)Ш0, 

J Г(x)dx = æ, jf(x)dx <oo. 

и пусть И (у) является не убывающей функцией. 
Тогда любое решение у(х) уравнения (1), которое удовлетворяет условию 

(6), колеблется в (х0, оо). 

Доказательство. Пусть у(х) — неколебательное решение уравнения (1), 
которое удовлетворяет (6). Пусть, непример, у(х)>0 для всех х = х} =х0. 
Тогда в силу леммы 2 также у '(х) > 0 для усех х ^ хх =~ х0. Из уравнения (1) 
имеем: 

X 

у"(х)^у"(х,)-р(х)у'(х) + р(х,)у'(х1)+ | р'(()у'(1) <Н-
х\ 

X X X 

- | Я(1)у'(1) Л1-Н(у(Хг)) \ Г(1) Й/+ | /(/) й(, 

откуда следует: 
X 

y"(x)^K2-h(y(xl)) \r(t)dt 

и, следовательно, у'(х)<0, что является противоречием. 
Если предполагать у(х)<0, то в силу леммы 2 также у'(х)<0 для всех 

х=^хх =х0. Аналогично как выше получим противоречие. 
Тем доказательство теоремы закончено.. 
В дальнейшем мы будем предполагать, что в уравнении (1) выполнено 

/(х) = 0. Значит будет исследовано дифференциальное уравнение 

(8) у'" + р(х)у" + ̂ (x)у' + г(х)Н(у) = 0. 

Нетрудно видеть, что решение у(х) уравнения (8), обладающее хотя бы одной 
нулевой точкой в (.*0, °°), удовлетворяет в этой точке условию (2) для 
уравнения (8). Это означает, что справедлива лемма 1. 

Теорема 6. Пусть выполняются условия леммы 1 у пусть для всех 
х е (х0, оо), у е (-оо, оо) выполнено 

р(х)еО(х0,<»), я(х)-р'(х)1%\09 ^ = е>0, 

где е — положительная постоянная. 
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Если выполнено 

(9) 
lim Л + Hx 

X 

| R(t) àt < 0 , 

х 

где Л, В — любые положительные постоянные и Я(х)= г(1)&1, тогда 
*о 

любое решение у(х) уравнения (8), обладающее хотя бы одной нулевой 
точкой, колеблется в (*„, °°). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у(х) — неколебательное решение уравнения (8), 
обладающее хотя бы одной нулевой точкой. Пусть у(хх) = 0 и у(х)Ф0 для 
всех х > хх. Для всех х = х2 > хх можно уравнение (8) записать в виде: 

^ + р ( х ) ^ + ? ( * ) ^ + г ( * ) - ^ = 0, 
у у у У 

и проинтегрировав последнее равенство от х2 до х^х2, получим: 

y"(x) , 1 y'\x) 
y(x)+2yІx) + J [y(t)\ íк Щ àt + p(x)Ц^- + 

y(x) 

(Ю) 
X X 

+ ^ [Я(1)-р'(1)]^й1+ ^ р(1)^й1^^-еК(х) 
Х2 Х2 

Интегрируя соотношение (10) от х2 до х %х2, имеем: 

/ ( * ) , з ÍШЧ<*-<> У(t) 
y(t) 

dt + 
y(x) 2) [y(t)\ 

x2 x2 

+í p(t)màt+í(x-t)pit)[Шát+ 

X X 

+ ^ (х-оЫО-р'Ш^Ш'И^^ + ̂ ^-е | к(1)й1. 
х2 х2 

Если предполагать, что у(х)>0 для всех х^х2, то из последнего 
соотношения вытекает, что не может выполняться у '(х) > 0 для всех х § х2. 

Если предполагать, что у ( * ) < 0 для всех х^х2, то из последнего 
соотношения вытекает, что не может быть исполнено у'(х)<0 для всех 
х^х2. В силу леммы 1 теорема доказана. 
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Теорема 7. Пусть выполняются условия леммы 1 и пусть для все 
х е (дг(), °°), у е (-оо, оо), уф0 

р(х)еС(х0,«>)9 р(х)>0, ^ ^ е > 0 , 
/ У 

.1 р(х) 
хо 

Если выполняется условие (9), тогда любое решение у(х) уравнения 
обладающее хотя бы одной нулевой точкой, колеблется в {х0, °°). 

Доказательство. Пусть у(х) — не колебательное решение уравнения ( 
обладающее хотя бы одной нулевой точкой. В силу соотношения (7) и 
соотношения (10) имеем: 

\\yЩát+P(X)y^i-
J U/)l n } У(x) 

y"(x) 1 y'\x) 
y(xy2y\xy) Ly(0J " 't'K~' y(x) 

iim-pvw ^ 4р(() а(ШЬ0-еК(х). 
XI 

В дальнейшем ходу доказательства можно поступать тем же образом, к 
в доказательстве теоремы 6. 

Теорема 8. Пусть выполняются условия леммы 1 и пусть 

•^*г>0, \ х[г(х)е-^(х)](\х= +оо. 

Һ(y). 
У 

Тогда любое решение у(х) уравнения (8), обладающее хотя бы од 
нулевой точкой, колеблется в (х0, оо). 

Доказательство. Пусть у(х) — неколебательное решение уравне* ия 8) 
обладающее хотя бы одной нулевой точкой. Пусть у(хх) = 0 и у(х)Ф0 д 
всех х > хх. Пусть, например, у (х) > 0 для всех х > хх. В силу леммы 1 т кж 
у'(х)>0 для всех х >хх. Из уравнения (8) вытекает: 

у'" +р(х)у"= - ^(x)у, - г(х)Н(у)^0 'для всех х^х2>хх. 

Последнее можно записать следующим образом: 
X 

[/'(*) exp Jp(/)d/]'łŠ0. 
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Интегрируя от х2 до х^х2, получим 

y"(x) š /'(л^) exp 

x 

\ p(t) dt 

Если у"(х2) < О, то из выше полученного имеем: 

у'(х)^у'(х2) + Ь2(х-х2), где Ь2<0. 

Но это противоречие, так как у'(х)>0. Должно быть у"(х)^0 для всех 
х >хх. Интегрируя уравнение (8), получим: 

X 

У"(х) - у"(х2)+ \ р(()у"(() о7 + Я(х)у(х) - д(х2)у(х2) -
х2 

X X 

- \ Я'(1)у(() й(+\ г(1)Н(у(1)) й1 = 0, 
х2 х2 

откуда, если учесть условия теоремы, следует: 

(П ) 

X 

y"(x) ž y"(x2) + q(x2)y(x2) - \ [er(t) - q'(t)]y(t) dt. 

В силу того, что у(х) > О, у'(х) > О, у"(х) =§ 0 для всех х ^ х2, справедливы 
следующие условия: 

X х 

\ у'(1)й1 = у(х)-у(х2)>\у'(х2)й1 = у'(х2)(х-х2). 
х2 х2 

Значит: 

у(х)>у'(х2)(х-х2). 

При помощи последнего неравенства из соотношения (11) получим: 

X 

у"(х)Шу"(х2) + д(х2)у(х2)-у'(х2) \ (1-х2)[ег(1)-Ч'(1)]й1. 
х2 

Это является противоречием ввиду того, что у"(х) Ш 0. 
Если предполагать, что у(х)<0 для всех х>хи аналично получается 

противоречие. 
Значит, у(х) колеблетця в (х0, оо). Тем доказано утверждение теоремы 8. 
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