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ANTON KOTZIG

O ISTOM KOMBINATORICKOM PROBLEME

1. Formulacia problému

Nech n je dané ¢islo celé, kladné. Oznaéme znakom P, mnoZinu vietkych
¢isel celych kladnych, mensich alebo rovnajtcich sa éislu n.

UvaZujme o konelnej postupnosti ¢isel A (ay, a, . . . a,) takej, Ze plati:

(@) a; 4 a;+, pre vetky i €P,, pricom kladieme a,4, = a,;

(B) v postupnosti A sa vyskytuju najviac tri rozne elementy.

Ozna¢me znakem M mnozinu vetkych tych indexov i €P,, o ktorych
plati:

(y) @i—y = a;4, (priCom kladieme o= a,, a,+; = a,).

Ukazeme na jednoduchom priklade, e mnoZina indexov M nemdie
byt l'ubovolna éiastoénd mnoZina mnoziny P,,. :

Nech n=5. UkaZeme napr., Ze mnoZina indexov {2, 4) nemdze tvorit
mnoZinu indexov M uvaZovanych vlastnosti. Podla definicie mnoZiny
indexov |[pozri(y)] muselo by byt nevyhnutne: a;= a;, a3=a; CiZe
a, = a;, ¢o je spor, lebo podla (a) muselo by byt az= a; = a;.

Nech je dana pevna postupnost A (ay, a, . .. a,), spliiujica podmienky
(«), (B). VySetrime, aké vlastnosti mé prislusna mnozina indexov M defino-
vana podla (y).

O tom platia vety:

Veta 1. MnoZina M je prazdna vledy a len viedy, ked postupnost A md tvar:

A= (ay, a3, a3, ay, ay, a3 . . . 4y, Ay, a3).

Veta 2. Nech A je pevnd postupnost splitujiica podmienky (), (f). Nech
mnozina M definovand podla (y) je neprdzdna a jej proky nech si:
Iy <372 <... <(L’m.

Polom elemenly mnoZiny M spliuja vziahy:

m = 0 (mod 2) (m =2 u), (1)
N3y — 2’ Zyi—y= 0 (mod 3).. (2)
i==1 =1



Obratene dokaZeme vetu:

Veta 3. Nech n je pevné. Nech M je neprdzdna mnoZina indexov
x <xy <... <z, klord spliiuje podmienky (1), (2). Polom k lejlo mno-
zine M existuje poslupnost A (ay, a, . . . a,), kiord spliiuje podmienky (=), (p)
a u klorej plati: (0) @,y = a;4, prdve vtedy, ak i6 M (pritom kladieme ay=a,,
a,+1= ay). T'dlo postupnost je a# na permuldcie danjch troch pevnijch pro-
kov a; jednoznaéne uréend.

Poznédmka: Pripad vynechany vo vete 2 a 3 (t. j. ak M je prazdna mno-
Zina) dopliiuje veta 1.

2. Dokaz vety 1.

I. DokaZeme najprv, %e ak postupnost A ma tvar (ay, a,, a,, a;, a,, a; . . .
ay, @z, ag),t. j. ak n =0 (mod 3) a plati:

a;=a;,ak i = j (mod 3), (3)
a; == a;, ak i<=j (mod 3), (4)

potom je mnozina indexov M prazdna.
Nech totiZ i je TubovolIné ¢islo € P,. Podla (3) plati:

@i = @1, (kde kladieme a,;;=a;, i> n —2). (B)
Podla («) je v8ak:
Uity F ity (6)
Preto je (porov. (b), (6):
Ay = Cigy- (7)

Teda i nie je prvkom mnozZiny M. Vzhladom na to, Ze i bol fubovolny
prvok mnoZiny P,,je zrejmé, ¢ M je v danom pripade prazdna mnoZina.
I1. DokaZeme teraz, Ze mnoZina indexov M je len vtedy prazdna,

ak A mé tvar (a]v Ay, A3, U, Ay, Q3. . . . Oy, Ay, a3>7
t. j. ak plati n = 0 (mod 3) a plati (3), (4).

Nech A je 'ubovoIna postupnost (ay, a, . . . a,), pri ktorej mnoZina indexov
M, definovana podla (y), je prazdna. PretoZe M je podla predpokladu
prazdna, znamena to, Ze plati:

@;—y =+ a;4; (priom kladieme a,y;=gq; j=0,1). (8)

Kedze plati aj («), znamend to, Ze pre fubovolné i plati: a;,, a;, a;4,
su tri rozne ¢isla. Podla () v postupnosti A sa vyskytuja najviac tri rozne
elementy; z toho nevyhnutne vyplyva, Ze medzi ¢lenmi a;, a;, @41, Qi
su dva rovnaké prvky. PretoZe trojica a;—, a;,a;4,, ako aj trojica a;,a;4,, a;4,
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(kladieme a,+2 = ap) Predstavuja tri rozne prvky, je to len tak moiné, e

plati:
a; = a;45 pre vietky i € P, (9)

(pricom poloZime a,+;=a; pre j=1, 2, 3).
Stadi preto eSte dokazat, Ze plati:

n =0 (mod 3). . (10)

Predpokladajme, ze existuje postupnost A, spliiujuca podmienku (9),
pricom v8ak n == 0 (mod 3),

t. j. plati:
[ aﬂ“‘3 = am
aﬂ‘2 = alv
a —a (11)
a, = a3.

PretoZe je a,= as, plati podla (9) aj
a, = ay; pre vietky i <%. (12)

To znamen3d, Ze medzi prvkami a, ,, a,—,, a, sa vyskytuji dva rovnaké
prvky, ¢o je spor, lebo podla («) a,—, # a,—; = a, a podla (8) a,—, =+ a,.
Je preto zrejmé, Ze n = 0 (mod 3) a vzhladom na to, Ze plati (8) postup-
nost A, ktorej mnoZina indexov M je priazdna, musi mat nevyhnutne
tvar (a,, a,, as, a,, a,, @y . . . a,, a,, a).
Tym je dokaz vety 1 vykonany.

3. Oznacdenie
Skor ako prikrodime k ddkazu uvedeného tvrdenia, odvodime si nie-

ktoré vztahy, tykajace sa elementov mnozZiny indexov M, resp. P,, ktoré

nam umoznia vlastné dokazy.
Kvdli pohodlnejsiemu vyjadrovaniu si zavedme eSte symboly:

(13)
Tyt =n -+ 1. (14)

Definujme si mnoZiny N, N, ...N, ako disjunktné ¢iastoéné mnoZiny
mnoziny P, — M takto:

Cislo i € P, je prvkom mnoziny N, (k =0, 1...m) vtedy a len vtedy,
ak plati:
Ty <1 < Tpyq (15)

m

Pre sutet mnozin N = X' NV, plati zrejme N =P, — M.
k=0

Je zrejmé, Ze niektoré z mnozin NV, (k=0, 1...m) mo6Zu byt prazdne.
Ak teda oznatime znakom w», (k = 0,1...m) pocet roznych &isel i€ P,
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vyhovujtcich podmienke (15), pripisfame, Ze pre niektoré k moze byt

ye = 0.
Plati zrejme:

V= Tp4q1 — Tp — 1. (16)
Definujme si ¢isla ¢ (i=1, 2 ... , n) nasledujicim spdsobom:
=0, ak ieP, — M, (17)
=1, ak i ¢ M; (18)
a pomocou disel ¢ definujme si éisla ¢; takto:
g =&  (i€P,). (19)
j=1
Pre pohodlie si zavedme eSte oznacenie:
g =0, (20)
Po = 0. (21)

O ¢islach ¢; plati podla (19) — vzhladom na to, ako su definované cisla ¢;
(17), (18):

@i— = @; pre vietky i 6 NV, (22)

i1 +1=¢; pre vietky i € M (23)

a teda: @o,=1 pre vietky i=1,2...m. (24)
Podla (22) je potom nevyhnutne:

@;=1 pre vietky jéN;, (25)
¢ize ak oznadime znakom x; (i =0,1...m) &islo, udavajiuce kolkokrat
sa v postupnosti ¢,, ¢, ... ¢, vyskytuje ¢islo i, plati (pozri (24), (25)):

Mpg=1vg==o; — Ty — 1l =2, — 1, (26)
m=14+r=x4 —x (=12...m). (27)

Pri dokazz vety (2) bude nas zaujimat eSte pocet parnych (resp. ne-
parnych) ¢isel v postupnosti ¢, @, . . . @,.
Pre pocet parnych cisel p vyplyva za predpokladu, Ze m je &islo parne
(m=2u):
I
p=2 m, (28)

a pre pocet neparnych c¢isel q vyplyva:

"
q=Zyy. (29)



Podla (26), (27) dostavame [pozri tiez (14)]:
p= — 1+.’I,'3 — .’L‘2+.’l?5 - .174+ . ‘+‘Tm+1 — Ty,

L "
p:}1+121'2;4'1”‘,2;x2i7 (30)
i=1 =
a pre q (vzhladom na to, Ze p 4+ q=n):
' v e
q= Ty — 25 (31)
i=1 i=

Prikroé¢ime teraz k dokazu vety 2.
4. Dokaz vety 2.
Pretoze v postupnosti A sa vyskytuji podla predpokladu najviac tri
rozne elementy (ozname ich a,, a,, a,), méZeme polozit:
a;=a, pre vietky 1 € P, (32)
pricom p; bude vidy jedno z &isel 1, 2, 3 a kde je zrejm=
a;=a; vtedy a len vtedy, ak p;=p,. (33)

Staci preto zaoberat sa len postupnostou py, ps - - . p,, ktora takisto spliiuje
podmienky («), () a ktora ma ta istt mnoZinu indexov definovani podTa (y)
ako postupnost A.

Pre pohodlnejSie vyjadrovanie polozme este:

Po=D,, (34)
Pnt1= D1 - (35)

Rozoberme vSetky mozné pripady, ktoré sa mozu vyskytnat, ak
Pi—y = Pit+, (resp. ak p,, & p;+,), a viimnime si rozdiely p; — p;— a
Pi+1 — Pi.

Jednotlivé mozZnosti obsahuje tab. I (resp. lab. 2).

Tabullka 1 Tabulka 2
Rozdiely Rozdiely
. . N i ] i+
L N K PSP PR P e [ it —pi

4 1 2 —1 1 1 2 3 1 1
3 i 3 —2 2 ] 3 2 2 —1
1 2 1 1 —1 w2 1 3 —1 2
3 2 3 —1 1 2 3 I 1 —2
1 3 1 Y -2 3 1 2 —2 1
2 3 2 1 —1 3 p 1 —1 —1




Vidime, Ze plati:
(Pe ~ i) + (Piss — pi) = 0 (mod 3) vtedy a len vtedy, ak piy =p, 1y, (36)
(Pi — pie1) — (Pit1 — pi) =0 (mod 3) vtedy a len vtedy, ak p;, =+ p;4,.(37)
Ak si definujeme &isla ¢ (i 6 P,) podla (17), (18),
5;31:.: (Pi — pi—q) = (—1) & (pix, — ps) (mod 3) pre vietky i € P,, (38)

P2 — py = [(—=1) - (py — po)] (mod 3),
Py — Py = [(=1)%*% (py — po)] (mod 3),

................................... (39)
Py — pu =
=p; — Pp = [(___l)e,+£,+...+s” (pl _ po)} (mod 3)

Vsimnime si posledny riadok v (39). PretoZe je p; — p, == 0 (mod 3) (ina¢
by bolo p, = po= p,, ¢o odporuje (a)), musi byt nevyhnutne:
(=1)ubatete, — (40)

a teda ‘Efi = 0 (mod 2), (41)

¢ize (pozri (17), (18), v mnoZine M je parny pocet indexov, t. j.:
m=0 (mod 2), 42)
¢o bolo treba dokazat, pokial ide o vztah (1).
S¢itajme teraz lavé, ako aj pravé strany v (39). Dostaneme:
(pr — po) [(—1)n +(—=1)ate 4 4 (—1)at 6t tea] = 0 (mod 3). (43)
PretoZe p, — po nie je delitelné troma (pozri (33) a podmienku (a)), je

nevyhnutne:
(—1)a4 (—1)atad . (—1)atotetn=0 (mod 3).  (44)

Teda, ak nahradime vyrazy v exponentoch podla (19):
Z(—1)# =0 (mod 3) (45)
i=1

alebo ak ozna¢ime znakom p (resp. znakom gq) pocet parnych (resp. ne-
parnych) ¢isel v postupnosti ¢y, @, ... ¢,

plati:
p — q=0 (mod 3). (46)
Dokazali sme uZ, Ze cislo m (udavajice pocet indexov v mnozZine M)
je parne, preto moZeme do (46) dosadit za p, ¢ podla (30), (31), ¢im do-
stavame:
1" Iz
nt? Zoy —250 =0 (mod3)  (u=gm), (47)



nt £y — 2y 5 =0 (mod 3), (48)
=1 =1
¢o bolo treba dokazat. (Porov. s (2)).

5. Dokaz vety 3.

I. Nech n je pevné ¢&islo a nech M je neprazdna mmozina indexov
X, < &y < ... <&, ktord spliiuje podmienky (1), (2).
Utvorme si postupnost &isel b, b, . . . b, definovanych vztahmi:

b, =0, (49)
(—1)% pre i =2,3...n, (50)
1

bi=

VE

pricom ¢&isla g; (j € P,) su uréené vztahmi (17), (18), (19) k danej mnoZine M.
Z toho, ako su &isla b; (i € P,) urlené, je zrejmé, Ze ide o celé ¢&isla kladné,
zaporné alebo nuly. Je preto mozné ku kazdému ¢islu b; (i 6 P,) najst

cislo B; takeé, Ze plati:
b; = B; (mod 3), (51)

kde 0 < f; =3 pre véetky i 6 P,,.
Nech a;, ay, @3 st 'ubovolné tri ¢isla (@ 5 a;, ak i 5= j; i, j=1, 2, 3).
Tvrdim: ak utvorime postupnost ¢isel a,, a, . . . a, tak, Ze poloZime:

a; = ag, pre Véetky ié'Pm (52)

potom postupnost A (a,, a, . .. a,) je hladana postupnost, t. j. postupnost,
ktorad spliiuje podmienky («), (8) a u ktorej plati (9).

Vzhladom na to, Ze sa v postupnosti A takto skon$truovanej nevyhnutne
vyskytuju najviac tri rézne elementy, staci dokazat, Ze je splnend pod-
mienka () a Ze plati (8). Co sa tyka (a), stadi dokézat, Ze plati jednak:

Bi+=Pippprei=12...n—1, (53)
jednak: '
w . . Bn == /31 (54)
alebo aj [pozri (1), (52)]:
b; =l b4y (mod 3) pre i=1,2,...n —1) (55)
a okrem toho:
b, 4= b, (mod 3). (56)

Podla (49), (50) je vsak:
bity=0b;+ (—1)% pre vietky i =1,2...n—1. (67)

Teda (pretoZe Je alebo ¢; =0, alebo @; € P,) mdzu nastat len tieto dve moz-
nosti:



bud je:
biyy=0bi+1, (58)
bud je:
biyy=15b; — 1. (59)

V oboch pripadoch plati nevyhnutne (55) prs vetky i=1,2...n — 1
a plati teda aj (53).
Potom v8ak je aj [pozri (52)]:

a; =+ a;4q pre vietky i=1,2...n — 1. (60)

Treba eSte dokazat, Ze plati:

a, + a;. (61)
Podla (50) je:
n—1
bo=2 (~1)% (62)
j=

a pretoze je [pozri (49)] b, = 0, stacdi dokdzat, Ze je vidy:

"21('~1)¢,- == 0 (mod 3). (63)

i=1

Pre dokaz platnosti (63) zrejme staci, ak dokaZeme, Ze plati[porov. (63)]:

f= X (—1)% =0 (mod 3), (64)

i

I b=

pretoZe je podla predpokladu ¢,=m =2 u a teda (—1)7,=1.
S¢itancami v sulte pre f (spolu n scitancov) je bud 1, bud — 1, a to
znamienko plus sa bude vyskytovat vtedy, ak ¢; je ¢islo parne, minus,
ak ¢; je Cislo neparne.
Podla (30), (31) bude teda nevyhnutne platit:

I w
f=p —q=n+22ruq—2 2, (65)

a pretoZe podla predpokladu plati (2), je aj:
f=0 (mod 3). . (66)

Plati preto (63) aj (61), ¢o bolo treba dokazat.

II. Cast tvrdenia, pokial ide o splnenie podmienky (2) v nami kon-
§truovanej postupnosti A, sme dokézali. Prikro¢me teraz k druhej dasti
tvrdenia. Treba dokézat, Ze u postupnosti A sostavenej podla (52) plati (8).
Za tym ucelom uvaZme, zZe plati [pozri (49), (50)]:

10



bn “bn~2 2(—1) +(“l)¢n—n
(—

by — b, = - (=17 A (= 1) A A (—1)P] = (1), 4 7)
+ (—=1)%n — zg 1)9i,
by — b, =(=1)p—[(=1)% + (=17 +... + (1) ] =

= (=1)fa + (1) — £ (=110

1=1

Vieme [pozri (64)], Ze je 2 (—1)% = 0 (mod 3). Dalej je zrejmé, Ze stdet
=1
(—1)® 4+ (—1), kde x, y s celé &isla, delitelny je troma prave vtedy,
ak x == y (mod. 2). . .
Pretoze je viak [pozri (19)] @ua=@ +&n ((=1,2...n—1), je
zrejmé, Ze plati:

by —b, =0 (mod3) prave vtedy, ak =1,
0

b, — b, =0 (mod3) prave vtedy, ak e =1,
---------------------- : e e e 0 e (68)
b, —b,_,=0 (mod 3) prave vtedy, ak ¢, =1,
b, —b, =0 (mod3) prave vtedy, ak ¢ =1

(lebo je (—1)?y=1, preto musi byt (—1)?; =(—1)"= —1). Teda plati
Bi—, = Bi+, prave vtedy, ak =1, &iZe ak i 6 M.

To, pravda, znamena, Ze plati [pozri (52)] a;i—, = a;1, prive vtedy, ak
i € M, ¢o bolo treba dokazat.

Tym je dokazané, Ze nami konsStruovana postupnost A je hladanou
postupnostou.

IIT. Treba este dokazat, Ze pri danom n danou postupnostou M, spliiu-
jicou podmienky (1), (2), je postupnost A okrem permutécii danych troch
pevnych prvkov a,, a,, a3 jednoznaéne urtena. Prikroéme k tejto zavered-
nej casti dékazu.

Skonstruujme postupnost 4 (d,, @, ...a,) tymto spésobom:

Prvy krok: polozme

a, = %, (69)

Ty = iy, (70)

pricom (iy, iy, i3) je nejakd pevne zvolend permuticia ¢isel 1, 2 3.

Dalgie kroky:
pri uréovani dalsich ¢lenov postupnosti @; (kde i=3,4 ... n) postupujeme
tak, ze Clena a; ustédlime podla uZ ustilenych ¢lenov s indexmi niZ$imi
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(i—2, i—1), pricom dbame, aby postupnost spliiovala podmienky (a),
(B), (6). Teda pri ustalovani ¢lena @;(i=3,4...n) poZadujme, aby
platilo:
i == ;-4 (71)

a dalej, aby platilo alebo:

; = (li—n y

ak je (i—1) elementom M, alebo
; F Gy,
ak je i—1 elementom P, — M.

Pritom @; bude vidy jednym z prvkov «,, a,, o,.

Tymto poziadavkam je mozné pri ustalovani ktoréhokolvek clena po-
stupnosti (najprv ustalime ¢lena @, potom @, atd. az a,) vyhoviet len
jedinym spdsobom. Predpokladajme totiZ, Ze mame urdenych i—1 ¢le-
nov postupnosti a uréujeme prave élena ;. Rozoznavajme dva pripady:

1. ked (i—1) je elementom M,

2. ked (i—1) je elementom P, — M.

V prvom pripade musi byt nevyhnutne g;= a;_, [niet inych moZnosti,
ak mame splnit poZiadavku (0)] — teda clen @; je uréeny jednoznacne;
v druhom pripade ma platit suc¢asne @; &= @;—,, ;= @;—, [pri¢om vieme, pozri
podmienku (71), Ze je: @, = d@;—,]. Teda v tomto pripade @;—,, @, a;
st tri rozne prvky.

Mime vSak k dispozicii len tri rozne prvky, preto ak su uz dva z nich
¢lenmi @, a;—, dané, treti @; je jednoznaéne urceny.

Ak uvazZime, Ze sme sa zaobarali moZnostami pri urovani I'ubovolného
tlena @; (i=3,4...n) pri pevnej volbe ¢lenov a,, d,, je jasné, Ze ak ma
postupnost 4 spliiovat podmienky (), (8), (6), moZno jej jednotlivych
¢lenov pri pevnej volbe permutdcie (i,, iy, i5) stanovit len jedinym spdsobom.

Teda postupnost 4 sa moze od postupnosti [uréenej podla (49) az (52)]
1i8it iba permutaciou (i,, i,, i3), ¢o bolo treba dokazat.

Tym je dokaz vety 3 vykonany.

Doslo dria 15. septembra 1952.



O OIHOIT KOMBIIHATOPHOII ITPOBJIEME.
(Conepskonne mepBoit craTohu.)

ITycrp n ecTh gaHlloe Ledoe H MOJIOMKUTeNLHOe ukcdo, OF0o3HauuM 3HaKoM P, MILo-
JKECTBO BeeX ENIbIX MOJTOMKUTCILHLIX YMCeJl MeHBIUMX WM PaBHGLIX yuciy n. Pac-
CMOTPUM TAKYI0 KOHEUHYIO I0CJHeF0BaTeJILHOCTh YMCET A (ay, Ay ..., @,), KOTOpas
YIOBJETBOPSICT CIACHYIOMIMM YCIIOBUSM:

() a; & a;+1 1A Beex ; € P, NpuyeM MOJOKUM d,+1 = A,

(f) B MOCH=HOBATEIHLHOCTH A MOMeT GBITH HCHOJBIIE TPEX PA3IIMUHLIX HJIICMEHTOB.
0O603naunuM €11é 3HaKOM M MHO:KeCTBO BCCX TeX MHOeKcoB i € P,, KOTOPbIe BBI-

NOJHAIOT paBeHCTBO:

() ai— = @i+, (IpUYeM MOJOKUM dy = Ay} Apty = Ay).

ABTOD MOKa3bIBaeT (HA MPOCTOM MPHUMeEPe), UTO MHOM:eCTBO MHcKcOB M Ie MOMeT
OBITH 1) OU3BOJILILIM IIOAMHOKECBOM P, M 110 TO¥ NPUUUHe WHTEPeCcyeTes CBOMCTBAMH
MHOKeCTBA MHIEKCOB M, KOTOpoe oIpemXeleRo IO () (A MOCTOAHIO H3GPAHHOI
110CJIeI0OBATEIILHOCTA A ).

HoxaspiBaeT, 4TO CHPAaBeIUBLI 3TH TEOPEMBbI:

Teopema 1: MHOM¥eCTBO MHAeKCOB M Iy CT0 TOTIIA ¥ TOJABLKO TOTIA eCJIM Y MOCIeH0-
BATEJILHOCTA A BUJ:

A = (@i, ay, 5, Ay, Ay, A3, - . ., Ay, Ay, A3).

Teopema 2: Ilyctb A 1OCTEA0BATENBHOCTh YAOBIETBOPAIOIIAA YCIOBUAM («), (f).
1TyceTh MHOKeCTBO MHIEKCOB M oNpenedeHHoé Mo (p) HellycToe M IIYCTh ero 3JIeMeHTLI
oynyT: &, 1, <. . .<m. IToTOM 3J1eMEHTB MHO3KecTBa M YNOBJIETBOPAIOT OTHOLIEHUSIM :

m=0 (mod 2) (m=2u)

] L
n+ i‘ z2i —Z,l" x2i -1 = O (mod 3)

i=1 i=1
Teopema 3: Ilycts n ectb TocrosnHoe. Ilycts M ecThb HeIlycToe MHOMKECTBO
MIAeKCOB T; < T, < .« . . < Tm, KOTOPOE YNOBIETBOPsieT ycidosusam (1), (2). ITorom
K DTOMY MHOKeCTBY CYyLiecTBYeT IOcief0BaTelbHOCTL A (a,, a,, ..., an), KOTOpas
YNOBJETBOPAeT YCJHOBHAM (), (f). OTa IOCIER0BaTeNbHOCTD, 32 N3HbATHEM IePMYy-
TALMM JAHHBIX MEPBHIX TPEX IMOCTOAHHBIX 3JEMEHTOB @i, eUHO3HAYHO ONpefelleHA.
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