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Matematicky &asopis 29 (1970), No. 3

ALGEBRAICKA STRUKTURA MNOZINY
HLAVNYCH HYPERBOLICKYCH FAZ
DIFERENCIALNYCH ROVNIC y" = g(t)y V INTERVALE (— oo, o)

JAROSLAV KRBIIA, Zilina

Akademik O. Boravka v knihe [1] str. 97 vySetruje algebraickt struktiru
mnoziny vSetkych prvych fdz lincdrnych homogénnych oscilatorickych
diferencidlnych rovnic Jacobiho tvaru v intervale (— oo, ). V tejto praci
ukdzeme algebraickii §truktiru mnoziny z obidvoch strdn neohrani¢enych
prvych hyperbolickych fidz neoscilatorickych diferencidlnych rovnic typu (1)
v intervale (— oo, o), ktoré sa tiez Jacobiho tvaru.

Poznamendvame, ze diferencidlnu rovnicu %” = ¢(¢)y nazyvame neoscilato-
rickou, resp. neoscilatorickou typu (m) (m = 1, celé), v intervale J, ak jej
integraly maju v intervale J konec¢ne mnoho, resp. m, ale nie m -~ 1, nulovych
bodov.

Skutoénost, Ze nejakd funkeia f(t) je spojitd aj so svojimi deriviciami, v&i-
tane radu k, na nejakom intervale j = (a, b) bud>me oznadovat nasledovne
f(t) € Cx(j). V pripade, Ze interval j = (— oo, o0) budeme pisat f(f) € Cx.

Majme neoscilatoricku diferencidlnu rovnicu:

(@ y" = qlt)y, qt)eCy(),

kde I je nejaky otvoreny interval (@, b), ktorého koncové body @, b mézu byt

aj — oo, co. Nech funkecie u(t), v(t) € Cz(I) st nezdvislé rieSenia diferencidlnej

rovnice (¢), to znamend, ze ich Wronskidn w = uv’ — w'v 4 0. V préci [3]

je za predpokladu, Ze rieSenia u(f), v(t) v intervale ¢ = I spliaji nerovnost

lu(t)] < [v(¢)], definovand v intervale ¢ prod hyperbolickd fdza a(t), bazy (u, v),
u(t

pomocou hyperbolického tangensu, vztahom: tgh «(t) = —((% V dalsom,
v

kvoli struénosti, budeme niekedy privlastok prva hyperbolickd vynechdvat.

Tam je tiez dokdzané, Ze fiza a(t) md vlastnost:

(«) a(t) € Cs(t), a'(t) % 0 pre vietky t € ¢

a zZe pre vSetky ¢t € ¢ vyhovuje nelinedrnej diferencidlnej rovnici
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(]a Q) ——{0(, t} + a'? = Q(t)’

1 (" 1[a"\2
kde symbol {a,{} = 5 ( ) - —(—,—) , je Schwarzova derivdcia funkcie «
o

o 4
v bode ¢.
Vypoltom sa mozeme lahko presvedéif, Ze pre kazdé te: plati vzfah:
{tgh «, t} = {«, t} — &'2(t), pouzitim ktorého mézeme rovmicu (1, g) zapisat
kratsie takto:

(1) q(t) = —{tgh «, t}.
Vidime, Ze plati:

Veta 1. Fdzou o(t) je koeficient q(t) diferencidlnej rovnice (q) jednoznalne
uréeny v zmysle vzorca (1, q), resp. (1).

V dalom budeme koeficient diferencidlnej rovnice (¢), uréeny podla vzor-
ca (1), resp. (1, q) nazyvat hyperbolickym nosiéom diferenciidlnej rovnice (¢),
pripadne len nosi¢om rovnice (q) a oznadovat qq.

V knihe [1] je na str. 5 a 6 dokdzané o Schwarzovych derivicidch nasledu-
juce tvrdenie, ktoré budeme v dalom potrebovaf.

Lema. Schwarzove derivdcie {X,t}, {Y,t} funkcit X, Y € Cs(j) st prdve
vtedy identické, ked X a Y st v projektivnej relacii :

Y(t) = €7;

621X(t) + 622,
Ciks T, b == 1, 2 st kondtanty.

Nech (u, v), (@, 7) st dve rozne bizy diferencidlnej rovnice (), ktoré spiiiaji
v intervale ¢ nerovnosti |u| < |v|, |[u| < |7]. Otdzkou existencie takychto baz,
ako aj vzfahom intervalov ¢, I sa zaoberd prica [4]. Oznatme Wronskidny
uvedenych baz po rade w, w a fazy tych bdz, definované v intervale 7, po rade
o, & Nech ci ¢, k = 1, 2 st konStanty, z ktorych determinant 4 = |ci| # 0.
O vztahu fdz «, @ hovori nasledujica veta.

’

Veta 2. V intervale ¢ zo vztahov
(2) U = cnu + C120, UV = ca1% -+ C22¥
vyplyva vztah:
3) tgh & — e tgh « 4 c12
c21 tgh o + co0

a obrdtene, zo vztahu (3) vyplyva, Ze:
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o o
4) U= 4 ‘,/ — (euu + cv), v = j:l/" (c21% + co2v).
Aw Aw

Dékaz. Na zédklade definicie fazy o, a zo vztahov (2) dostavame

_ u cu -+ C12v c11 tgh o + c12
tgha=—= = )
v c1U + Co2?V C21 t»gh o4 + C22
t. j. vztah (3). Druhu dast tvrdenia dostaneme zo vztahu, ktory dostaneme
o u c1w + c120 . N AN
podla definicie féz «, & z (3): — = ———— a z jeho derivécie [—]| =
v C21U —I— Ca2¥ v
—w 3 . v . .
= vezmie do tvahy sivis medzi Wronskidnmi o = Aw:
v

Aw

(c21% + C20v)? ’

%

Lahko nahliadneme, Ze platia tieto doésledky :

Dosledok 1. Ak « je fdza bdzy (u,v) a k lubovolné Cislo, tak o + k je fdzou
bdzy (w, v), urfenej nasledovne:
#=wucoshk 4-vsinhk, %= usinhk 4 vcoshk.

Désledok 2. Dve fdzy «, & diferencidlnej rovnice (q) stvisia podla vzorca (3)
a obrdtene, ak o je fdza diferencidlnej rovnice (q) a funkcia & splituje vztah (3),
tak je tieZ fdzou diferencidlne) rovnice (q).

V dalSom fizou rovnice (¢) budeme rozumiet fizu niektorej bazy diferen-
cidlnej rovnice () a fdzovou funkciou definovanou v intervale 7+ budeme ro-
zumief funkeiu «(¢) s vlastnostou ().’

Veta 3. Ka¥dd fdzovd funkcia «(t), definovand v intervale i, je v fiom prvou

hyperbolickow fdzou diferencidlnej rovnice () s nosiCom go = —{tgh «, t}, bdzy:
sinh () cosh «(?)

(5) ult) = T——=, ot) = —".
Vi Viee @)

Doékaz. Nech «ft) je fizova funkecia definovansd v intervale 7. Dosadenim
funkecie u(t), v(t), danej vzorcom v (5), do rovnice (g), pri¢om g(t) = —{tgh «, t}
sa lahko presvedéime, Ze je jej rieSenim. Nezdvislost rieSenf u(t), v(t) je zrejm4,
teda ide o bdzu. Vzhladom na to, Ze v intervale ¢ plati |u(f)| < |v(f)| dostdvame

u(t
tgh at) = ﬁ, t.j. fdzovd funkcia «(t) je fizou uvedenej diferencidlnej

v(?)

rovmnice (q).
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Dosledok. Mnofina vethksjch hyperbolickych mosicov #, definovanych
v intervele (— oo, ), md mohutrost kontinua.

Do6kaz: Nech A je mnozina vietkych funkeii f(r) € Co. Vieme, zZe card A" =
= N a pretoze 4 < A, tok plati card # < N. Volbou fazovej funkcie
a(t) = kt -+ 1, pricom £k, st Iubovolné redlne &isla, & 7 0, dostaneme podla
vety 3 mnozinu 1 <./ konstantnych hyperbolickych nosi¢ov ¢(t) = k2
a teda card.Z z N. Z dokédzanych nsrovnosti mame card .#Z = N.

V préci [5] je dokdzend existencia z obidvoch strén reohrani¢enych prvych
hyperbolickych fiz, d-finovenych v intervale (— oo, o), diferencidlnej rov- .
nice (q), ktoré nazyveme hlavngmi fdzami. Je zrejmé, ze kazda hlavnd fiza,
dsfinovand v intervale (— oo, o), je z obidvoch strén neohranic¢enou fazovou
funkeciou, definovanou v intervale (— oo, o) a z vety 3 dostdvame obritené
tvrdenie, Ze kazdd z obidvoch strén neohrenidend fizovéa funkeia, definovand
v intervale (— oo, o), je hlavnou fdzou, definovanou v intervale (— co, o0),
difercncldlnsj rovpnice (¢) s nositom ¢q = —{tgh «, t}. Vzhladom na to ho-
vorime v dalom o hlavnych fizach, definovanych v intervale (— oo, o),
namiesto o fazovych fun'cidch nzohrani¢enych z obidvoch strén, definova-
nych v intervale (-- co, ).

VySetrujme algebraickd §truktiru mnoziny hlavnych fdz diferencidlnych
rovnic (¢), definovanych v intervale (— oo, ), ktord mnozinu oznadme %.
Medzi prvkami mnoziny ¢ definujme operdciu, ktord kazdym dvom fazam
o,y € 9 priradi ako stdin v tomto poradi zlozend funkciu «[y(t)], ktord bu-
deme oznatovat oy. Zrejme ay € 4. Pretoze ide o operdciu asociativnu, s jed-
notkovym prvkom, ktory oznadéme «oif) =t € ¥ a ku kazdému prvku a € ¥
existuje v mnoZine ¢ inverzny prvok «~1, ktorym je inverznd funkecia o_1(t).
Zistili sme, Ze plati:

Veta 4. MnoZina hlavnijch fiz & diferencidlnych rovnic (q), definovanych
v intervale (— oo, o), s operdciou tvorenia zloenej funkcie je grupou.
Uvedent grupu ¢ nazyvame grupou hlavngch fdz.

Veta 5. MnoZina vSetkych rasticich fdz A~ grupy @ je invariantnou pod-
grupou grupy G s indexom 2.

Do6kaz. S Iubovolnymi prvkami o, y € # aj ay € X a ak ae X, tak aj
ale A . Ide teda o podgrupu. Jej index je 2, pretoze ak o € 4, tak ot je
bud mnozinou rastdcich, alebo mmnozinou klesajicich faz, podla toho &i «
je rastica, alebo klesajica fiza. Zostdva eSte ukdzat, Ze pre Iubovolné « € ¥
plati o = Ao, ale to je evidentné.

Daésledok. Faktorgrupa G|A" sa skladd z dvoch prokov a to z podgrupy vsetkych
rastdcivh fdz A a z mnoziny vetkijch klesajicich fdz.
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Nech «, y st hlavné fizy diferencidlnej rovnice (¢). Z dosledku 2 vety 2
& z neohranidenosti hlavnych fiz dostaneme, Ze stvisia nasledovne:
o tgh a(t) + c2

6 teh p() = e —————, &= 41,
(6) gh p(t) ecztgha(t)Jrcl e =+

pricom c1, ¢z st vhodné konstanty také, ze plati nerovnost |c1| > |ca].
Veta 6. Vziah (6) je na mnofine G ekvivalenciou.

Do6kaz. Reflexivnost zistime volbou ¢; = 1, resp. ¢ = —1, ¢z = 0 podla

toho, & ¢ = 1, resp. ¢ = —1. Symetriu mdme zo vztahu, ktory dostaneme
zo vztahu (6):

—ecy tgh p(8) 4 eco

tgh «(t) = ¢
gh (! ece tgh y(t) — 1

Treba este dokazat tranzitivnost. Nech «, y, 6 € 4 a nech plati vztah (6)
a vztah

k1 tgh o) + ke

tgh «(t) = ¢ ,
ghall) = e eh o) + b

a = +1,

kde ki, k» maji analogicky vyznam, ako ci, ¢z vo vztahu (6). Z uvedenych
vztahov dostaneme

dy tgh 6(t) + d»

tgh p(t) = ,
gh 7(f) = eex do tgh 8(t) + da

kde di = cik1 + eiceka, d2 = cika + eicoki, lahko zistime, Ze plati nerovnost
|d1] > |da| & tym je dokaz ukondeny.

Uvedend ekvivalencia, ozna¢me ju £, urduje rozklad grupy 9 mod £.
Kazdy prvok toho rozkladu sa skladd z hlavnych fiz, z ktorych kazdé dve

st ekvivalentné a Ziadne dve fazy patriace do réznych prvkov rozkladu tato
vlastnost nemaju.

Veta 7. Ka#dy prvok rozkladu grupy 9 mod £ sa skladd zo vietkych hlavnijch
hyperbolickych fdz prdve jednej diferencidlnej rovnice (q).

Dokaz. Majme z obidvoch strdn neohraniéené fazové funkcie «, y. Podla
vety 3 st hlavnymi fdzami diferencidlnych rovnic, ktorych nosice, skon-
Struované podla vzorca (1), oznadme ¢4, ¢y. Predpokladajme, Ze o a y patria
do jednej triedy rozkladu grupy ¢ mod £, t. j. Ze plati vztah (6). Na zdklade
tvrdenia lemy dostaneme:

= —{tgh «, t} = q«

ey tgh o + e
972—{tgh'}’,t}:—{ "—‘“,t]

ce tgh « + ¢
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teda gy = qa. Obritene nech «, y st hlavné fizy diferencidlnej rovnice s no-
sicom ¢(t). Potom podla dosledku 2 vety 2 plati vztah (6), a teda fazy «, y st
ekvivalentné, to znamend patria do jednej a tej istej triedy.

Oznadme & ta triedu rozkladu grupy ¢ mod £, ktord obsahuje jednotku
grupy . Je to mnozina faz ((t), ktoré st ekvivalentné s «o(t) = ¢. Fazy {(t)
su uréené vzorcom:

ec1 tght -+ eco
7 tgh f(t) = —————, = +1,
(7) gh £(?) o2 tght + o1 e=+

kde ¢1, ¢z maji vyznam ako vo vztahu (6).

Veta 8. Mnotina F prokov grupy 9 ekvivalentnijch s jednotkou grupy %
je podgrupou grupy 9.

Doékaz: Nech {, {1 € #. Zo vzorca (7), ak dosadime namiesto ¢ fazu &;(¢)
dostaneme, ze fiza ({1 € # a dosadiac do vzorca (7) za t fizu £ .1(¢) dostaneme
vztah, z ktorého vidime, 7e {~! € # a ddkaz je hotovy.

Podgrupu & nazyvame fundamentdlnou podgrupouw grupy ¥.

Z algebry je zname ([2] str. 107), Ze prienik dvoch podgrip je podgrupa.
Na zdklade toho médme podgrupu & N % grupy 9.

Rozklad grupy ¢ na pravé triedy, vytvoreny fundamentdrnou podgrupou
oznatme ¥/, a rozklad grupy ¢ mod # oznaéme &. O vztahu tychto roz-
kladov pojedndva:

Veta 9. Rozklad grupy @ :%G|pF je totoiny s rozkladom grupy 4 mod .

Do6kaz. Nech « je Iubovolnd hlavné fiza. Triedu rozkladu &, do ktorej
patri prvok « oznadme a@. Chceme ukdzat, Ze plati rovnost @ = Fa. Pre kaidy
prvok ((t) € # plati vztah (7) a dosadiac do neho namiesto ¢ fizu «(f), dosta-
neme, %e fiza (a je ekvivalentnd s fizou «. Z toho vyplyva podla vety 7,
7e laea a teda Fa < a. Pre kazdy prvok y €a plati vztah (6). Dosadiac
do neho namiesto ¢ fizu «_1(f) dostaneme tvrdenie, Ze fiza ya~! je ekviva-
lentnd s fazou ao(t) = ¢, preto ya~! € &, odkial médme y € Fa a teda @ = Fa.
Z dokdzanych inklazii dostdvame rovnost @ = Fa.

Nech «(t) je faza diferencidlnej rovnice (¢). Systém faz «(f) -+ k, kde k je
TubovoIné redlne &islo, nazyvame v analdgii s knihou [1] str. 44 dplnym fdzo-
vym systémom fdzy o a oznadujeme [o]. Oznacéme zjednotenie tplnych fizovych
systémov fizy «(t) a fizy —a(f) symbolom [4«] & nazyvajme tieZ tplnym
fazovym systémom. Zrejme plati: [-t]a = [F-«].

Poznamenajme, Ze z definicie fizového systému [o] vidiet, Ze card [«¢] = N,
a teda aj card [+«] = N.

Veta 10. Uplny fazovy systém [+t] = F a dplny fdzovy systém [t] je pod-
grupouw grupy F N A .
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Dékaz. Prvi dast tvrdenia dostaneme zo vztahu tgh (4t 4 k) =
_ tgh (t) + tghk

1 + tgh (+¢) tgh k
prvok k prvku ¢ + k€ [¢] je t — k a patri do [¢].

VySetrujme mohutnost rozkladu & a mohutnost jeho prvkov. Ak priradime
kazdému prvku @e€ & hyperbolicky nosié, urleny niektorou fizou «ea,
podla vzorca (1), mdme prosté zobrazenie rozkladu &, na mnozinu vietkych
hyperbolickych nosi¢ov. Vezmte do tGvahy dosledok vety 3, vidime, ze plati
nasledujtica veta:

a druha dast tvrdenia je zrejmd, pretoze inverzny

Veta 11. Mohutnost rozkladu & grupy ¥ je Lontinuum.

Veta 12. Mohutnost fundamentdlnej podgrupy F je kontinuum.
Dékaz. Z inklizie & < Cp méme nerovnost card & £ N a z inklazie
[t] = &, nerovnost card F = N. Z dokazanych nerovnosti mdme card # = N.

Veta 13. Mohutnost vsetkych prvych hlavnijch hyperbolickyjch fdz definova-
nych v intervale (— oo, o), prislichajicich jednému nosiéove ¢(t), je kontinuum.

Dokaz. Z algebry ([2] str. 113) je znime, Ze vSetky pravé triedy grupy ¥
vytvorené podgrupou & st ekvivalentné. Nakolko jednou pravou triedou je
podgrupa F, podla vety 12 a vety 9 mdme dbékaz ukondeny.

Vzhladom na to, Ze sme dostali analogickt algebraicku Struktiru pre
hlavné hyperbolické fizy definované v intervale (— oo, ), ako akadsmik
Boruavka ([1] str. 97—99) pre fizy oscilatorickych diferencidlnych rovnic,
definované v intervale (— oo, ), zaoberajme sa, pretoze ide o to isté pole
a ndsobenie grupy, ich porovnanim. Pre rozliSenie budsme v pripade hyper-
bolickom vysetrované mnoziny a funkcie oznacovat s ind>xom 4.

Predovietkym vidiet, Ze jednotka grupy #: «o(t) = ¢ uréuje oscilotoricky
nosi¢ ¢(f) = —1, resp. hyperbolicky nosi¢ ¢(f) = 1, ktory je spoloény pre
vietky fazy tvoriace fundamentdlnu podgrupu & resp. ;. Vidime, Ze funda-
mentilne podgrupy nie st disjunktné, a preto vySetrujme ich prienik, t. j.
hladajme spoloéné rieSenia Kummerovych diferencidlnych rovnic:

(8) {0, 8} + a2 =1, —{a,t} + o> =1,
ktorych riescnia st dané po rade vztahmi:
cnntgt + ¢ c1tght -+ ¢
(9) tg a(t) = _1.1_°_+—12’ tgh an(t) = ¢ i_’
co1tg t 4 c22 C2 tgh t+c

priéom ¢;;, 7, j = 1, 2 st lubovolné konstanty, z ktorych determinant [cij] # 0,
e = +1, ¢1, c2 st TubovoIné konitanty ktorych absolitne hodnoty spliuju
nerovnost |c1| > |cz|. Séitanim rovnic (8) vychddza «'2 =1, a teda a(l) =
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= 4t + k, kde k je Tubovolnd konstanta. Vysledok sformulujeme do nasle-
dujtcej vety.

Veta 14. Pre fundamentdlne podgrupy &, Fn plati: F N Fp = [+1].
Veta 15. Nech fdza «(t) definovand v intervale (— oo, o) md vlastnost:

(10) }_iff}o“(t) = —oosgna, }Lrg o(t) = cosgn o
a nech wréuje prvok @ rozkladu & grupy % a prvok an rozkladu &, grupy %.
Potom plati: @ N a, = [1+al.

Doékaz. Nech fiza «(t) s vlastnostou (10) uréuje prvok a rozkladu & a prvok
ap rozkladu &,. Vzhladom na to, Ze platia rovnosti @ = F«, an = Fa,
dostdvame na zdklade vety 14: @ N ap = (F N Fr)a = [Lt]x = [Lal.

Poznamendvame, Ze pre oscilatoricky a hyperbolicky nosi¢ urleny tou
istou fazou «(t), definovanou v intervale (— o0, o), ktord md vlastnost (10),
vzdy plati nerovnost ¢u 5= qna. Liahko zistime, Ze plati: gpa — ga = 2a'2.
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ON ALGEBRAIC STRUCTURE OF A SET OF THE MAIN
HYPERBOLICAL PHASES OF THE DIFFERENTIAL EQUATI ONS y” = q(f)y
IN THE INTERVAL (— w0, )

Jaroslav Krbila

Summary

Let us have a non-oscillatory differential equation

(@ ¥ =q@)y, q(t) € Co((— o, ®))
no solution of which can change its sign more than once in the interval (— oo, ).
t
We shall say that a function «(f) dsfined by the relation tanh «(tf) = () , where
(t)

the functions u(¢), »(t) form the basis of integrals of the equation (g) and |u(f)] < [v(?))
holds for any ¢ € (— o0, o), is the main phase of the equation (q), if

(1) lim a(t) = — oo sgne’, lim x(f) = oo sgn o’.
t->- t>0

The phase «(t) has the following property :
() a(t) € O3((— 0, ©)), a'(¢) # 0 for all values ¢ € (— 0, ).

The function «(t), having the property («), is called the phase function defined in the
interval (— oo, o).

Every main phase defined in the interval (— oo, o0) is also the phase function defined
in the interval (— o0, c0) with the property (1). From Theorem 3 it follows that every
phase function «(t) defined in the interval (— co, co) with the property (1) is also the
main phase of the differential equation (g) in this interval, with the bearer ¢, = —{tanh «, ¢}
of the basis:

sinh «(t) cosh «(t)

—_—,, V() = ——.
Vi@ Vil
In the present paper there is investigated the set of all main hyperbolical phases
of the differential equations (g) defined in the interval (— c0, o) and it is also proved that:
1. The set of all main hyperbolical phases ¢ together with the operation forming
a composite function represents a group, th» unit of which is the phase « (f) = ¢. The set,
of all increasing phases belonging to the group ¢ is an invariable subgroup of the group ¥
with the index 2 (Theorems 4 and 5.).
c1 tanh «(t) + c2

¢z tanh a(t) + ¢

the equation (g), where ¢ = +1 and c1, ¢z are suitable constants such that
le1] > |ee] is the equivalence in the group of main phases . Let us donote it by £. The
Equivalence &# dstermines the decomposition of the group ¥ mod £. Every element G
of this decomposition consists of all main hyperbolical phases of exactly one differential
equation (q) (Theorems 6 and 7.).

3. The set & of those elements of the group ¢ that are equivalent to the unit of this
group is a subgroup of the group ¢ and is called a fundamental subgroup. The decomposi-

u(t) =

\

2. Relation tanh y(t) = ¢ between the main phases «(t), y(¢) of
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tion of the group ¥ into the right classes formed by the fundamental subgroup %,/%
is identical with the decomposition of the group ¥ mod # (Theorems 8 and 9.).

4. The Power of the decomposition of the group ¢ mod £, the power of the fundamen-
tal subgroup & as well as that of all main hyperbolical phases defined in the interval
(— o0, ) and belonging to the only bearer ¢(¢) are all equal to the power of the continuum
(Theorems 11, 12, 13.).

These results are analogous to those in [1] — I — § 10 pages 97—99. Since in these
two analogical cases the same sphere of the group ¢ with the same group multiplication
apears, we can compare situations in hyperbolical and oscillatory cases. In ordsr to
differ the hyparbolical case we denote it by the index h. If we denote the set of phases
+a(t) + k, where k is an arbitrary constant, by the symbol [4-«] we can summarize this
result (Theorems 14 and 15) in the following way:

Let the phass «(¢), i.e. the funstion with property (), d>fined in the interval (— co, o)
with the proparty (1) determine the elemoant G of the d>composition of the group ¥ mod %
and @, of the dacomposition of the group ¥ mod %;. Then it follows :3 N @ = [Lal.
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