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Matematický časopis 20 (1970), No. 3 

ALGEBRAICKÁ STRUKTURA MNOŽINY 
HLAVNÝCH HYPERBOLICKÝCH FÁZ 

DIFERENCIÁLNYCH ROVNÍC y = q(t)y V INTERVALE (—00,00) 

JAROSLAV KRBIEA, Žilina 

Akademik O. B o r ů v k a v knihe [1] str. 97 vyšetřuje algebraická strukturu 
množiny všetkých prvých fáz linoárnych homogčnnych oscilatorických 
diferenciálnych rovnic Jacobiho tvaru v intervale (—00, 00). V tejto práci 
ukážeme algebraickú strukturu množiny z obidvoch stráň neohraničených 
prvých hyperbolických fáz neoscilatorických diferenciálnych rovnic typu (1) 
v intervale (—00, 00), ktoré sú tiež Jacobiho tvaru. 

Poznamenáváme, že diferenciálnu rovnicu y" = q(t)y nazýváme neoscilato-
rickou, resp. neoscilatorickou typu (m) (m ^ 1, celé), v intervale J, ak jej 
integrály majú v intervale J konečné mnoho, resp. m, ale nie m -f- 1, nulových 
bodov. 

Skutočnost, že nějaká funkcia f(t) je spojitá aj so svojimi deriváciami, včí-
tane radu h, na nejakom intervale j = (a, b) budome označovat následovně 

f(t) e Cjc(j). V případe, že interval j = (—OD, 00) budeme písať/(č) e Ck. 
Majme neoscilatorickú diferenciálnu rovnicu: 

(?) y" = q<t)y, q(t)ec0(i), 

kde I je nějaký otvorený interval (a, b), ktorého koncové body a, b móžu byť 
aj — 00, 00. Nech funkcie u(t), v(t) e O2(I) sú nezávislé riešenia diferenciálnej 
rovnice (q), to znamená, že ich Wronskián w — uv' — u'v ^ 0. V práci [3] 
je za předpokladu, že riešenia u(t), v(i) v intervale i c J spíňajú nerovnost 
\u(t)\ < \v(t)\, definovaná v intervale i prvá hyperbolická fáza oc(t), bázy (u, v), 

u(t) 
pomocou hyperbolického tangensu, vzťahom: tgh oc(t) = . V ďalšom, 

v(t) 
kvóli stručnosti, budeme niekedy prívlastok prvá hyperbolická vynechávat. 
Tam je tiež dokázané, že fáza oc(t) má vlastnost: 
(a) ot(t) e C%(i), oc'(t) 9^ 0 pre všetky t e i 

a že pre všetky t e i vyhovuje nelineárnej diferenciálnej rovnici 
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O,?) -{x,t} + *'* = q(t), 

i IOL"\ i lotry 
kde symbol {a, í} = — ( — 1 — I , je Schwarzova derivácia funkcie a 

2 \oc' J 4 \oc' J 
v bode t. 

Výpočtom sa móžeme lahko přesvědčit, že pre každé t e i platí vzťah,: 
{tgh a, t} = {a, t} — a'2(í), použitím ktorého móžeme rovnicu (1, q) zapísať 
kratšie takto: 

(1) q(t)= - { t g h a,*}. 

Vidíme, že platí: 

Veta 1. Fázou oc(t) je hoeficient q(t) diferenciálně^ rovnice (q) jednoznačné 
určený v zmysle vzor ca (1, q), resp. (1). 

V ďalšom budeme koeficient diferenciálnej rovnice (q), určený podlá vzor-
ca (1), resp. (l,q) nazývať hyperbolichým nosičom diferenciálně] rovnice (q), 
připadne len nosičom rovnice (q) a označovať qa. 

V knihe [1] je na str. 5 a 6 dokázané o Schwarzových deriváciách nasledu-
júce tvrdenie, ktoré budeme v ďalšom potřebovat. 

Lema. Schwarzové deriváoie {X, t}, {Y,t} funhcií X, YeCz(j) sú právě 
vtedy identiohé, hed X a Y súv projehtivnej relácii: 

CnX(t) + C12 
T(t)= , tej; 

C2lX(t) + C22 

cik, i, h — 1, 2 sú konstanty. 
Nech (u, v), (u, v) sú dve rózne bázy diferenciálnej rovnice (q), ktoré spíňajú 

v intervale i nerovnosti \u\ < \v\, \u\ < \v\. Otázkou existencie takýchto báz, 
ako aj vzťahom intervalov i, I sa zaoberá práca [4]. Označme Wronskiány 
uvedených báz po radě w, w a fázy tých báz, definované v intervale i, po radě 
a, a. Nech CM i, h — 1, 2 sú konstanty, z ktorých determinant A = \ctk\ -^ 0. 
O vzťahu fáz a, oc hovoří nasledujúca veta. 

*• 
Veta 2. V intervale i zo vzťahov 

(2) ú = Cnu + C12V, v = C21U + C22V 

vyplývá vzťah: 
c n t g h a + ci2 

(3) tgh a = — • 
C21 tgh a + C22 

a obrátene, zo vzťahu (3) vyplývá, ze: 
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Уf 
y Aw 

(4) u = ± \l (cnu + C12V), v = ± 
w 

(02lU + C22^) • 
Aw 

D ó k a z . Na základe definície fázy oc, á zo vzťahov (2) dostáváme 

u čau + C12V ca tgh a + C12 
tgh ã = 

v C21U + C22V C21 t g h a + C22 

t . j . vzťah (3). Druhů časť tvrdenia dostaneme zo vzťahu, ktorý dostaneme 
U C11U + C12V % l™\' 

podTa definície fáz oc, á z (3): — = a z jeho derivácie ( — I = 
V C21U + C22^ \ V ] 

— W f _ 
= — — , vezmúc do úvahy súvis medzi Wronskiánmi w = Aw: 

v2 

w Aw 

v2 (C21U + C22V)2 

Eahko nahliadneme, že platia tieto dósledky: 

Došle dok 1. Ak oc je fáza bázy (u,v) a k lubovolné číslo, tak oc + k je fázou 
bázy (u, v), určenej následovně: 

u = u cosh k + v sinh k, v = u sinh k + v cosh k. 

Dósledok 2. Vve fázy oc, a diferenciálnej rovnice (q) súvisia podlá vzorca (3) 
a obrátene, ak oc je fáza diferenciálnej rovnice (q) a funkcia a splňuje vztah (3), 
tak je tiež fázou diferenciálnej rovnice (q). 

V ďalšom fázou rovnice (q) budeme rozumieť fázu niektorej bázy diferen­
ciálnej rovnice (q) a fázovou funkciou definovanou v intervale i budeme ro­
zumieť funkciu oc(t) s vlastnosťou (a). 

Veta 3. Každá fázová funkcia oc(t), definovaná v intervale i, je v ňom prvou 
hyperbolickou fázou diferenciálnej rovnice (q) s nosicom qa = —{tgn a, t}, bázy: 

sinh oc(t) cosh oc(t) 
(5) u(i)=-Tj==, v(t)=-rj=. 

D ó k a z . Nech oc(t) je fázová funkcia definovaná v intervale i. Dosadením 
funkcie u(t), v(t), danej vzorcom v (5), do rovnice (q), pričom q(t) = —{tgh oc, i) 
sa lahko přesvědčíme, že je jej riešením. Nezávislost riešení u(t), v(t) je zřejmá, 
teda ide o bázu. Vzhladom na to, že v intervale i platí \u(t)\ < \v(t)\ dostáváme 

u(t) 
tgh oc(t) = , t . j . fázová funkcia oc(t) je fázou uvedenej diferenciálnej 

v(t) 
rovnice (q). 
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Dósledok. Množina všethých hyperbolichých nosicov Jí, definovaných 
v intervale (—00, 00), má mohutnost' kontinua. 

D o k a z : Nech^/V je množina všetkých funkcií/(ř) e Co. Vieme, že card JV = 
= X a pretože „ # <= Jí, tak platí card Jí ú K- Volbou fázovéj funkcie 
oc(t) = ht -\- l, pričom h, l sú lubovolné reálné čísla, /J ̂  0, dostaneme podlá 
vety 3 množinu Jí\ c: ^ konštantných hyperbolických nosičov g(l) = h2 

a teda c a r d ^ ^ N. Z dokázaných n3rovností máme card-^ď = X-
V práci [5] je dokázaná existencia z obidvoch stráň reohraničených prvých 

hyperbolických fáz, d3finovaných v intervale (—00, 00), diferenciálně] rov­
nice (q), ktoré nazývs-me hlavnými fázami. J e zřejmé, že každá hlavná fáza, 
definovaná v intervale (—00, 00), je z obidvoch stráň neohraničenou fázovou 
funkciou, definovanou v int3rvale (—00, 00) a z vety 3 dostáváme obrátené 
tvrdenie, že každá z obidvoch stráň neohraničená fázová funkcia, definovaná 
v intervale (—00, co), je hlavnou fázou, definovanou v intervale (—co, 00), 
diferenclálnej rovnice (q) s nosičom q<x = —{tgh a, t}. Vzhladom na to ho­
voříme v ďalšom o hlavných fázach, definovaných v intervale (—00, 00), 
namiesto o fázových funkciách nsohraničených z obidvoch stráň, definova­
ných v intervale (— co, co). 

Vyšetřujme algebraickú strukturu množiny hlavných fáz diferenciálnych 
rovnic (q), definovaných v intervale (—00, co), ktorú množinu označme <&. 
Medzi prvkami množiny <3 definujme operáciu, ktorá každým dvom fázam 
a , y G ^ přiřadí ako súčin v tomto poradí zloženú funkciu a[y(ř)], ktorú bu­
deme označovať ocy. Zrejme ocy e *&. Pretože ide o operáciu asociatívnu, s jed­
notkovým prvkom, ktorý označme ao[t) = t e & a ku každému prvku oce ^ 
existuje v množině ^ inverzný prvok a - 1 , ktorým je inverzná funkcia oc-i(t). 
Zistili sme, že platí: 

Veta 4. Množina hlavných fáz & diferenciálnych rovnic (q), definovaných 
v intervale (— 00, 00), s operáciou tvorenia zloženej funhcie je grupou. 

Uvedenu grupu ^ nazýváme grupou hlavných fáz. 

Veta 5. Množina všethých rastúcich fáz Jť grupy *& je invariantnou pod-
grupou grupy <& s indexom 2. 

D o k a ž . S lubo volnými prvkami a, y e J f aj ocy e Ctí a ak a e J Í , tak aj 
a - 1 e Jf\ Ide teda o podgrupu. Jej index je 2, pretože ak a e *&, tak ocJť je 
buď množinou rastúcich, č.!ebo množinou klcsajúcich fáz, podlá toho či a 
je rastúca, alebo klesájúca fáza. Zostáva ešte ukázať, že pre lubovolné a e ^ 
platí ocJÍ = J ř a , ale to je evidentné. 

Dósledok. Fahtorgrupa Ž?/Jf* sa shladá z dvoch prvhov a to z podgrupy všethých 
rastúcich fáz $T a z množiny všethých hlesajúcich fáz. 
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Nech a, y sú hkrvné fázy diferenciálnej rovnice (q). Z dósledku 2 vety 2 
a z neohraničenosti hlavných fáz dostaneme, že súvisia následovně: 

61 tgh oc(t) + c2 
(6) tgh y(t) = s , £ = ± 1 , 

C2 tgh a(0 + ci 

pričom ci, C2 sú vhodné konstanty také, že platí nerovnost |ci| > | c 2 | . 

Veta 6. Vztah (6) je na množině @ ehvivalenciou. 
D o k a z. Reflexívnosť zistíme volbou ci = 1, resp. Ci = — 1 , c2 = 0 podlá 

toho, či e = 1, resp. s = — 1. Symetriu máme zo vzťahu, ktorý dostaneme 
zo vzťahu (6): 

x i „x ~Ci ť s h ytt) + £C* 
tgh oc(t) = s . 

£C2 tgh y(t) — Ci 
Třeba ešte dokázať tranzitivnost. Nech a, y, ó e ^ a nech platí vzťah (6) 
a vzťah 

fa tgh (5(0 + fa 
tgh a(0 = £1 , ei = + 1 , 
* k2 tgh á(í) + &i 

kde fa, k2 majú analogický význam, ako Ci, C2 vo vzťahu (6). Z uvedených 
vzťahov dostaneme 

dx tgh (5(í) + d2 
tgh y(t) = ££1 

đг tgh ó(0 + di 

kde d\ = Ciii + £ic2k2, d2 = C1&2 + £iC2&i, lahko zistíme, že platí nerovnost 
\di\ > \d2\ a tým je dókaz ukončený. 

Uvedená ekvivalencia, označme ju <£?, určuje rozhlad grupy @ mod £%. 
Každý prvok toho rozkladu sa skládá z hlavných fáz, z ktorých každé dve 
sú ekvivalentně a žiadne dve fázy patriace do róznych prvkov rozkladu tuto 
vlastnost nemajú. 

Veta 7. Každý prvoh rozkladu grupy <S mod 01 sa shladá zo všethých hlavných 
hyperbolichých fáz právě jednej diferenciálnej rovnice (q). 

D ó k a z . Majme z obidvoch stráň neohraničené fázové funkcie a, y. Podlá 
vety 3 sú hlavnými fázami diferenciálnych rovnic, ktorých nosiče, skon-
štruované podlá vzorca (1), označme q^, qy. Predpokladajme, ž e a a y patria 
do jednej triedy rozkladu grupy ^ mod ^ , t . j . že platí vzťah (6). Na základe 
tvrdenia lemy dostaneme: 

I £Ci tgh a + £C2 1 
— ; , t\ = - { t g h a, t} = qa 

c2 tgh a + ci J 
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teda qv = qa. Obrátene nech a, y sú hlavné fázy diferenciálnej rovnice s no-
sičom q(t). Potom podlá dósledku 2 vety 2 platí vzťah (6), a teda fázy a, y sú 
ekvivalentně, to znamená patria do jednej a tej istej triedy. 

Označme 2F tú triedu rozkladu grupy & mod _?, ktorá obsahuje jednotku 
grupy ž?. Je to množina fáz £(£), ktoré sú ekvivalentně s oco(t) = t. Fázy £(t) 
sú určené vzorcom: 

ECi tghř + £C2 

(7) tgh C[t) = — — , e = ± 1 , 
C2 tghř + ci 

kde _i, C2 majú význam ako vo vzťahu (6). 

Veta 8. Množina 3F prvko v grupy & ekvivalentných s jednotkou grupy <& 
je podgrupou grupy čš. 

D ó k a z : Nech £, £i e ^ Zo vzorca (7), ak dosadíme namiesto t fázu d(£) 
dostaneme, že fáza f£i e ^ f a dosadiac do vzorca (7) za t fázu C-i(£) dostaneme 
vzťah, z ktorého vidíme, že C_ 1 e ^ a dókaz je hotový. 

Podgrupu žF nazýváme fundamentálnou podgrupou grupy &. 
Z -algebry je známe ([2] str. 107), že prienik dvoch podgrúp je podgrupa. 

Na základe toho máme podgrupu J ^ n JT grupy ^ . 
Rozklad grupy *& na pravé triedy, vytvořený fundamentárnou podgrupou & 

označme ^IpžF a rozklad grupy & mod 0t označme $. O vzťahu týchto roz-
kladov pojednává: 

Veta 9. Rozklad grupy <& : ^/p^ je totožný s rozkladom grupy <£ mod ^ . 
D ó k a z . Nech oc je lubovolná hlavná fáza. Triedu rozkladu ď, do ktorej 

patří prvok a označme a. Chceme ukázať, že platí rovnosť a = ÍFOL. Pre každý 
prvok C(0 ~!F platí vzťah (7) a dosadiac do něho namiesto t fázu oc(t), dosta­
neme, že fáza £a je ekvivalentná s fázou oc. Z toho vyplývá podlá vety 7, 
že £ a e a a teda J^a c á. Pre každý prvok yea platí vzťah (6). Dosadiac 
do něho namiesto t fázu a_i(ř) dostaneme tvrdenie, že fáza yoc1 je ekviva-
lentná s fázou ao(0 = t, preto yor1 e «^, odkial máme y e áFoc a teda a <~ žFoc. 
Z dokázaných inklúzií dostáváme rovnosť a = SFOL. 

Nech a(ř) je fáza diferenciálnej rovnice (q). Systém fáz oc(t) + k, kde k je 
lubovolné reálné číslo, nazýváme v analogii s knihou [1] str. 44 úplným fázo­
vým systémom fázy oc a označujeme [a]. Označme zjednotenie úplných fázových 
systémov fázy oc(t) a fázy —-oc(t) symbolom [ ± a ] a nazývajme tiež úplným 
fázovým systémom. Zrejme platí: [ ± í ] a = [ ± a ] . 

Poznamenajme, že z definície fázového systému [a] vidieť, že card [a] == X, 
a teda aj card [ ± a ] = X-

Veta 10. Úplný fázový systém [±£] <~ žF a úplný fázový systém [t] je pod­
grupou grupy 3F C\ Ctíf. 
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D ó k a z . Prvú časť tvrdenia dostaneme zo vzťahu tgh ( ± ř + k) — 
tgh ( ± ř ) + tgh k 

a druha casť tvrdenia ie zreima, pretoze mverzny 
+ tgh (±_t) tgh k 

prvok k prvku t + k e [t] je t — k a patří do [i]. 
Vyšetřujme mohutnost rozkladu S a mohutnost jeho prvkov. Ak přiřadíme 

každému prvku a e ď hyperbolický nosič, určený niektorou fázou oce a, 
podTa vzorca (1), máme prosté zobrazenie rozkladu <?, na množinu všetkých 
hyperbolických nosičov. Vezmúc do úvahy dósledok vety 3, vidíme, že platí 
následujúca veta: 

Veta 11. Mohutnost' rozkladu ď grupy & je kontinuum. 

Veta 12. Mohutnosť fundamentálněj podgrupy čF je kontinuum. 
D ó k a z . Z inklúzie SF <-= Co máme nerovnost card SF < $$ a z inklúzie 

[t] c ^ nerovnost card SF ^ ^ . Z dokázaných nerovností máme card J ^ = X-

Veta 13. Mohutnost všetkých prvých hlavných hyperbolických fáz definova­
ných v intervale (—co, co), prislúchajúcich jednému nosičovi q(t),je kontinuum. 

D ó k a z . Z algebry ([2] str. 113) je známe, že všetky pravé triedy grupy ^ 
vytvořené podgrupou SF sú ekvivalentně. Nakolko jednou pravou triedou je 
podgrupa SF, podTa vety 12 a vety 9 máme dókaz ukončený. 

VzhTadom na to, že sme dostali analogickú algebraickú strukturu pre 
hlavné hyperbolické fázy definované v intervale (— co, co), ako akadomik 
B o r ů v k a ([1] str. 97—99) pre fázy oscilatorických diferenciálnych rovnic, 
definované v intervale (— co, co), zaoberajme sa, pretože ide o to isté pole 
a násobenie grupy, ich porovnáním. Pre rozlíšenie budame v případe hyper-
bolickom vyšetřované množiny a funkcie označovat s ind3xom h. 

Predovšetkým vidieť, že jednotka grupy ^ : ao(t) = t určuje oscilotorický 
nosič q(t) = — 1, resp. hyperbolický nosič q(t) = 1, ktorý je spoločný pre 
všetky fázy tvoriace fundamentálnu podgrupu SF resp. íFn- Vidíme, že funda­
mentálně podgrupy nie sú disjunktné, a preto vyšetřujme ich prienik, t . j . 
hiadajme spoločné riešenia Kummerových diferenciálnych rovnic: 

(8) {a, f) + a'* = 1, -{och, t} + «* = 1, 

ktorých riešenia sú dané po radě vzťahmi: 

Cil t g t + C12 Ci t g h t -f C2 
(9) t g a ( f ) = ° , , t g h «h(t) = e , 

C21 t g t -f- C22 C2 t g h t + Cl 

pričom dj, i, j = 1, 2 sú lubovolné konstanty, z ktorých determinant \ctj\ 7-= 0, 
e = ± 1 , ci, C2 sú lubovolné konstanty ktorých absolutné hodnoty splňujú 
nerovnost |ci| > |C2|. Sčítáním rovnic (8) vychádza a'2 = 1, a teda oc(t) = 
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= ± ř + ^J kde k je lubovolná konstanta. Výsledok sformulujeme do nasle-
dujúcej vety. 

Veta 14. Pre fundamentálně podgrupy JF", SFn platí: 3F n !Fu = [±t]. 

Veta 15. Nech fáza oc(t) definovaná v intervale (— co, co) má vlastnost: 

(10) lim oc(t) = — co sgn a', lim <x(t) = co sgn a' 
t->-oo ť->00 

a wecft určuje prvok a rozkladu § grupy <& a prvok au rozkladu §u grupy &. 
Potom platí: a C\ au = [ ± a ] . 

D ó k a z . Nech fáza ot(t) s vlastnosťou (10) určuje prvok a rozkladu ď a prvok 
au rozkladu Su- Vzhladom na to, že platia rovnosti a = J^a, au = «^a> 
dostáváme na základe vety 14: a n au = (SF C\ ^u)^ = [±£]a = [ ± a ] . 

Poznamenáváme, že pre oscilatorický a hyperbolický nosič určený tou 
istou fázou a(ř), definovanou v intervale (—- co, co), ktorá má vlastnosť (10), 
vždy platí nerovnosť qa ^ qua> Eahko zistíme, že platí : qua — q<x = 2a'2. 
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ON A L G E B R A I C S T R U C T U R E O F A S E T O F T H E M A I N 
H Y P E R B O L I C A L P H A S E S O F T H E D I F F E R E N T I A L E Q U A T I ONS y" = q(t)y 

I N T H E I N T E R V A L ( - 0 0 , 00) 

Ja ros lav K r b i l a 

S u m m a r y 

Le t 11s h a v e a non-oscillatory differential equa t ion 

(q) y" = q(t)y, q(t) eC0((-co, *>)) 

no solution of which can change i ts sign more t h a n once in t h e in terval (—00, 00). 
u(t) 

W e shall say t h a t a function a(t) dsfined b y t h e relation t a n h a(t) = , w h e r e 
v(t) 

t h e functions u(t), v(t) form t h e basis of integrals of t h e equa t ion (q) a n d |u(t)| < \v(t)\ 
holds for a n y t e (— 00, 00), is t h e m a i n phase of t h e equa t ion (q), if 

(1) l im a(t) = — 00 sgn a ' , l im a(t) = 00 sgn a ' . 
t->-<x> <->ao 

T h e pha.se ot(t) h a s t h e following p rope r t y : 

(a) a(t) GC3((—00, 00)), a'(t) ^ 0 for all va lues t e ( — 00, 00). 

T h e function a(t), having t h e proper ty (a), is called t h e phase function defined in t h e 

in terval (— 00, 00). 
Eve ry m a i n phase defined in t h e in terval (— 00, 00) is also t h e phase function defined 

in t h e interval (—00, 00) wi th t h e proper ty (1). F r o m Theo rem 3 i t follows t h a t every 
phase function a(t) defined in t h e in terval (—00, 00) wi th t h e proper ty (1) is also t h e 
m a i n phase of t he differential equa t ion (q) in th is interval , w i th t h e bearer qa = —- { tanh a, t} 
of t h e bas i s : 

s inh a(t) cosh oc(t) 
u(t) = , v(t) = W'(t)\ |l|a'(i)| 

I n t h e present pape r there is inves t igated t h e se t of all m a i n hyperbolical phases 
of t he differential equat ions (q) defined in t h e interval (—00, 00) a n d it is also proved t h a t : 

1. T h e se t of all m a i n hyperbolical phases & t oge ther w i th t h e operat ion forming 
a composi te function represents a group, t h e un i t of which is t h e phase a( (t) = t. T h e se t 
of all increasing phases belonging t o t h e group ^ is a n invar iable subgroup of t h e group ^ 
wi th t h e index 2 (Theorems 4 a n d 5.). 

ci t a n h a(t) -f- C2 
2. Rela t ion t a n h y(t) = e be tween t h e m a i n phases a(t), y(t) of 

C2 t a n h a(t) + Ci 
t h e equat ion (q), where e = ± 1 a n d c i , C2 are sui table cons t an t s such t h a t 
|ci| > |c2| is t he equivalence in t h e group of m a i n phases <&. L e t us donote i t b y &. T h e 
Equivalence 01 da termines t h e decomposi t ion o f t h e group ^ m o d £%. E v e r y e lement a 
of th i s decomposi t ion cons ists of all m a i n hyperbolical phases of exac t ly one differential 
equa t ion (q) (Theorems 6 a n d 7.). 

3. The set ZF of those e lements of t h e group <& t h a t are equiva len t t o t h e un i t of t h i s 
group is a subgroup of t h e group ^ a n d is called a fundamenta l subgroup. The decomposi-
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tion of tho group CS into the right classes formed by the fundamental subgroup &V\3F 
is identical with the decomposition of the group ^ mod .^ (Theorems 8 and 9.). 

4. The Power of the decomposition of the group & mod ^ , the power of the fundamen­
tal subgroup !F as well as that of all main hyperbolical phases defined in the interval 
(—oo, oo) and belonging to the only bearer q(t) are all equal to the power of the continuum 
(Theorems 11, 12, 13.). 

These results are analogous to those in [1] — I — § 10 pages 97 — 99. Since in these 
two analogical cases the same sphere of the group <& with the same group multiplication 
apears, we can compare situations in hyperbolical and oscillatory cases. In ord3r to 
differ the hyp3rbolical case we denote it by the index h. If we denote the set of phases 
±a( t) -f k, where k is an arbitrary constant, by the symbol [ ± a ] we can summarize this 
result (Theorems 14 and 15) in the following way: 

Let tho phase a(t), i.e. the function with prop3rty (a), dsfined in the interval (— oo, oo) 
with the propsrty (1) d9termine the element a of the d3Composition of the group ^ mod 3% 
and &n of the d3Composition of the group ^ m o d ^ . Then it follows :a n ah = [ ± a ] . 
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