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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 16, 4, 1966

l)OPPELVERHA!!I‘NISSCHAREN MIT ZUSAMMENFALLENDEN
ODER IMAGINAREN GRUNDKURVEN AUF REGELFLACHEN

JOSEF VALAN Brno

In der Behandlung betrachtet man die Bedingungen der Kxistenz der quadra-
tixchen und schichtbildenden Doppelverhiltnisscharen mit den zusammen-
fallenden oder imagindren Grundkurven auf der Regelfliiche @, die keine
Torse ist.

a) Betrachten wir cine Regelfliche @ im projektiven dreidimensionalen
Raum 3. In diesem Raum denken wir uns ein festes projektives Koordinaten-
svstem eingefiihrt, das uns ermdoglicht, jeden analytischen Punkt X des
Raumes 3 durch scine Koordinaten ¥, ¢ — 1, 2, 3, 4, festzulegen. Die Glei-
chung der Fliche @ set in der Form

(n ro== () - v z(u).

Dic Flache @ sei keine Torse. Die Koordinaten i, Zi, 1 == 1, 2, 3, 4, der Punkte
der Leitkurven (7, C: seien die analytischen Punktionen der reellen Verdander-

lichen w. die in dem angegebenen abgeschlossenen Intervall 7 definiert sind.
Netzen wir weiter voraus, dafl fiir alle Werte des Parameters w im Intevvall /
(la) (ozoy ") -0

wilt. (Die Striche bedeuten die Ableitungen nach w«.) Das bedeutet. daf3 keine
der Frzeugenden der Fliche @ im Intervall 7 die Torsalgerade ist.

Die Differentialgleichungen der Leitkurven ¢, (7; der Fliche @ haben die
IForm:

. /! - 1 0 ’ Il [ ~
(2) yoo— oy < oaer - oy’ b Pred,
2wy R et - oy’ b Paat’

e GroBen x. pir. @, £ == 1, 2. kann iman bei den gegebenen arithmeti-
~chen Kurven 0 (. aus den Gleichungen (2) erhalten. Bei Giiltigkeit von
(1) sind o, Bips 2 Py 10 k== 1.2, reelle Funktionen des Parameters .
dic im Intervall 1 definiert sind.

Aul der Fliche @ betrachten wir eine Doppelverhéltnisschar (eine R-Schar),
Jdie dureh die Riccatische Differentialgleiching



(3) ot () b 2P0 e sy

gegeben ist. Die Funktionen o(u) -+ 20000 < tu)i? o2(a) 1 2p () o e
der Parameter o, v seien fiir w € £, und fir alle recllc Werte von o definiere. Dann
sind auch die Funktionen o(w), p(u), v(u). «'(w). p'(), 7" (u) im Intervall /
definiert. Wir schlicBen den Fall aus, dal fiiv ireendeinen Wert wy des Para-
meters e, wy € [, wenigstens cine von den Funktionen x(w), B(w), () nicht
definiert ist. Dann existieren keine Losungen der Gleichung (3), die in den
reellen Punkten der Geraden p (w == wp) der Flache @ die rveellen, von der
Geraden p verschiedenen Tangenten haben. Weiter schlieffen wir den Fall
aus, daf fir irgendeinen Wert w; des Parameters w, wy e [, die Funktionen
x(u), B(u), y(u) zwar definiert sind, aber wenigstens eine der Funktionen
a'(u), f'(u), ¥ (u) nicht definiert ist. Dann sind fiunr die Integralkurven der
Gleichung (3) keine Schmiegebenen in den Punkten der Geraden p (u - ;)
der Fliche @ definiert. Im folgenden schliessen wir auch den Fall aus. dal}
die Schar von Integralkurven der Gleichung (3) die asymptotische Schar der
Fliche @ ist.

Die Kurven der R-Schar schneiden die Erzeugenden der Fliche @ in den
projektiven Punktreihen durch. Die Tangenten der Kurven der R-Schar
lings der Erzeugenden p der Fliache @ bilden cine Quadrik ¥. Die Flichen Y
liings aller Erzeugenden p der Flache @ bilden eine einparametrische Quadrik-
schar ¥, . Die Charakteristik der Quadrik dieser Schar besteht aus dev Er-
zeugenden der Fliiche @ und allgemein noch aus der Kurve £ dritter Ovdnung.

In dem Raum 2’3 denken wir uns das bewegliche Koordinatensystem: dic
licken dieses Systems seien die Punkte g, =, 4/, 2. Bezeichnen wir mit .
oy, die Koordinaten des Punktes X, d. b.

X =y ey gy’

o
‘ R

dann haben die Kurven £ folgende Gleichungen (siche [4]):

aroog B B ) b ) Biin
(4) v iy B 2B p)a ) — Bl - o).

B=-—a-—2fv-- w2 @ = —0%a -+ V(o — o) + a2, oy = —070 -
-k v(Ba2 — p11) + pPi1z. Wenn sich der Parameter « édndert, dann bilden die
Kurven £ die Fliche Q.

Lings der Kurve k beriihrt die Fliche £ die Torse T' dritter Klasse. Die
Torse 7' ist die Hiillfliche der Schmiegebenen der Kurven der R-Schar lings
der zugehorigen Erzeugenden p der Fliche @. Diese Schmiegebenen haben
die Gleichung (siehe [4]):

338



(7)) (- ._)lf)ll = (¢ -k .31’)’)1_) 4 [*——**[))(/512 b 77/)’22) — 2R 'U(—ﬁ-(/
/)’)l)g '[ [B(/;H -1 l’/“))gl) I/ S H!L; = O,
_ B ch
wo 3 -} .
an cv
Wenn die Kurven & immer in eine Gerade und in einen Kegelschnitt, zer-
fallen, dann nennen wir die betrachtete R-Schar quadratisch, wenn aber die
Kurven 4 immer in drei Geraden zerfallen, dann nennen wir die betrachtc te
R-Schar schichtbildend (Mayer {2], S. 5).

b) Wir nennen Grundkurven der R-Schar ein Kurvenpaar der Fliche ¢
mit der Kigenschaft, daf in den Punkten dieses Paares die Kurven der R-Schar
die asymptotischen Kurven beriihren. In der Behandlung [4] betrachtet man die
R-Scharen mit den reellen nicht zusammenfallenden Grundkurven. Betrachten
wir nun den Fall, dafl die Grundkurven dieses Paares in eine Kurve zusammen-
fallen. Durch cine geeignete Wahl des parametrischen Systems auf der Flache
@ kann man errcichen, dal3 die Grundkurve der R-Schar die Kurve €, ist.
Das werden wir im folgenden voraussetzen. Alle R-Scharen mit den zurammen-
fallenden Grundkurven in der Kurve Cy bezeichnen wir mit R(y, y).

Satz 1. Jede R(y. iy)-Schar ist die Schar von Integralkurven der Differentiol-
gleiching

/7)12 /'}-:-: —- /"3’11 /321
(6) R el (g — ,,,) 2 = 0
5] .

)

-~ Z P

o (st eine beliebige Funktion des Paraineters .
Man muf} voraussetzen dall o, p” reelle Funktionen des Parameters « im Inter-
vall 1 sind. (p ist im Intervall 7 der Differentialklasse C1.)

Beweis: Die asvmptotischen Kurven der Flache @ haben die Gleichung

(7) 2074 P+ (for — fu)o— Port® = 0.

(Barner [1], S. 57.)
Offenbar ist durch (7) eine schichtbildende Schar mit zwei Geraden der zer-
fallenen Charakteriscik, die immer mit der zugehérigen Geraden p der Fliche
& zasammentallen.

Die Gleichungen der Kurven, in deren Punkten die Kurven der betrachteten
R-Schar die asymptotischen Kurven beriihren, bekommen wir leicht aus den
Gileichungen (3), (7)

PR R

& P

Pz Pee — Pu P2
_ P — 2y

2
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Aus der Bedingung, dall diese Relation eine zweifache Wurzel » = 0 hat.
bekommen wir dann

s (22 - p11 21
o ,2f e LY o= - C 0 == olu).
) - ~

Weiter ist o 0, das folgt leicht aas der Voraussetzung, dald die betiachtete
Ry, y)-Schar nicht cine asvmptotische Nchar ist. Tm foleenden setzen wir
o(y Ot w e [ voraus,

Natz 2. Wenn die Kurve Cy cine Flekwodallwive dee Pliche & ist, doappn sind
alle. R(y, y)-Scharen quadratiscl oder schichlbildend. Wenn €y boeine Fleknodal
kwrve dev Fliche < isi, dawn existiert Tevie quadvatisclie od rosclichthild: pde
Ry, y)-Schar.

Bemerkong. Jede Kurve der Quadrik kann man als Fleknodalkurve be
trachten.

Beweceis. Die kubische Charakteristik der Quadrvik ¥ der Ry y)-Schar in
den Pankten der Geraden p der Flilche @ hat nach (4), (6) foleende Gleichuneen:

(B) 1 130(flor = 20) | 02[ o b UL 00 b Yo o i) IEESIRES:

E o el o = P o ) - M — 5T 20|
o bt BB 4 Bl

i e TN R Y o VPou(fee -+ pin) 300 Sopha 12 oo
71 S(Por — pu) b 2P0 = HEL — A elae b
bopa(pee - pi)l

X3 — 2007,

x4 2008,

Dic Charakteristik zerfillt, nur in dem Falle. wen

(9) ag — S b 1S b pn) o 0
vilt.

Die Fleknodalkurven der FFliche @ haben die Gleichung

’

(O) foie | (e ) = o] — Yp v (foe - )0 - gt Y
(P2 =)o == forv® |(faz + fa) = 0.

Wenn wir in der Gleichung (10) ¢ = 0 voraussetzen. dann hekommen wir
die Bedingung (9). Die Bedingung (9) hiingt nicht von o ab. bei ihrer Giltiz-
keit sind alle R(y, y)-Scharen quadratisch oder schichtbildend.

Im folgenden setzen wir voraus, dall die Fliche @ keine Quadrik ist. Das
bedeutet. dal dic Koeffizienten hei #F & - 0. 1. 2 in der Gleichung (10) nicht
alle identisch eleich Null sind.

NSatz. 3. Wenn dic KNurce (! cine Fleknodidfearve wnd Loone asyniptolische
Kurve der Fliche & ast und wean die zweite Flelonodalkwree wieht pid O s -
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wicnfdlll. dann caistiort war cine schichtbildende Ry, y)-Sehar. Wenn €y cine
Clorade (st dann cxistiort allgemein keine sehichthildende B(y. y) Sekoar. Weonn
wberdic zweite Fleknodallarve mdt dev Geraden Cy zusamanenfdllt, dann sind all
By y)-Nehareie sehichibildend. Wewn beide Blelnodallurven dey Fliche &
ddier Koo (wichl dn dey Geradeid) ) cusaommenfallen. doan sind alle Ry, g)-
SNehrcn quairaliseh .
Beweis, Netzen wir voraus, dafy die Kurve () die Fleknodalkuirve der IFlache

@ ixt. Dann gilt die Relation (9). Wir kinnen feicht nach (5) und (6) die Khenen-
koordinaten der Sehmicgebenen der Kurven der 8(y. ) Nehar. (d. h. die
KNocttizienten hei g aw, eg.ay in der Gleichune (5) finden.

(hy & 2002,
So 200
y v ,
| /’;'u /fg[ 1
Sy S o (Pee 1 fu) o "__)" =0 [ | (22
) | I ) 4
P U ) L (o - o) ) (Poe— B0
2
fhon P . por Y
= 2 . o pa 2 R 0 v | xwy — ":)' I e
2 ) 2 2
3 I I Lo .
0 22 /)’ll I //JI( Yo /;Il) 1 ' (/;,. /))11)
2 2 1 3 7
) I 22 22
- (o2 o) ofin | APz - P

Wir schlicien den Fall « 0. d. h. fiir alle Werte vonw = ag (0 ) im-
mer den Ehenenbiischel mit der Achse in der asymptotischen Tangente im
Punkte der Kurve ') (Mayer [3], S. 56.) aus; durch die Gleichung (11) ist fiir

o g ein quadratischer Kegel gegeben. Dieser Kegel zerfilllt, wenn

- (lﬂs{:f (')25,'
(=) & Au.r) Gop(e, vy
e on?

= 1, 2,3, 4.

fiir alle Werte des Parameters » immer bei dem konstanten Werte des Parva-
meters w gilt.

Die Bedingung (12) ist nur in dem Falle erfiillt, wenn

. : ; ’ 4 02 (
(13) (o fu) o (o2 o) = (L — 1) —ofiz = 0
eilt. Allgemein kann man also nur ein solches o finden, fiir welches die Rela-
tion (12) erfiillt ist. Es existiert dann nur cine schichtbildende (y. 7)-Schar.
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Wenn aber pis == 0 gilt, dann gilt nach (9) auch x> = 0, (!, ist dann nach
(2) eine Gerade und die Relation (13) lautet dann:

(14) Y2 — pu1) — (o2 — onn) — WP, — pi) = 0.

>

Wenn (14) und (9) gilt, dann fallen nach (10) in der Geraden (', beide
IFleknodallinien der Fliche @ zusammen. Alle R(y, y)-Scharen sind dann
schichtbildend.

Wenn aber (14), (9) und piz o~ 0 gilt, dann existiert keine schichtbildende
R(y, y)-Schar.

Im folgenden werden wir voraussetzen, daf3 die Fliche @ eine Quadrik ist.

Satz 4. Wenn die Fliche @ cine Quadrik ist, dann cxistiert allyemein fein
schichtbildende  R(y, y)-Schar, alle R(y, y)-Scharen sind dann quadratisch.
Wenn aber Cy eine Gerade der Fliche @ ist, dann sind alle R{y. i)-Ncharen
schichtbildend.

Beweis. Wenn @ cine Quadrik ist, dann ist die Relation (13) fiir o - 0
nur dann erfillt, wenn g2 == 0 ist. Dann ist aber ¢ eine Gerade.

¢) Im folgenden werden wir voraussetzen, daly die nach a) definierte FFliche ¢
keine Torse ist, sonst kann sie eine beliebige Regelfliche sein. Weiter werden
wir voraussetzen, dafl €, eine Fleknodalkurve der Fliche @ ist. Auf der
Fliche @ hetrachten wir eine quadratische R(y, y)-Schar. Die quadratischen
Charakteristiken der Flichen ¥ der Y,-Quadrikschar, dic zur gegebenen
R(y, y)-Schar gebort, haben nach (8) und (9) folgende Gleichungen :

(15) @y = v2p(Boy - 20) + v[—a21 + Lfoy — 0" -+ Yo(Poz -+ 1) — L pa(pe
Fpm)] b Lo — o = 3(fae — pu)" - 1Bz — 01) o ool
Py = oy 4 3y — 00— Par(Pe b pu) — Sopu b Zopee] o ol -

o= MPe2 — fu) 4 2P0 + HBL — BT,
X3 == —200,
Xy == v-~—2@vz.

Diese Kurven bilden dann eine Kegelschnittstliche Q(y, y). Betrachten wir
eine Krzeugende p (w0 == uo) der Fliche @. Bei dem konstanten Werte des
Parameters « (u = o) bestimmen die Gleichungen (15) cinen Kegelschnitt
kly(uo), y(uo)]. Diese Kurve schneidet die Gerade p (1 = wp) der Flache @
im Punkte y(uo).

Im folgenden werden wir die Bigenschaften der zu allen guadrvatischen
L2y, y)-Scharen gehorenden Kegelschnitte k[y (o), y(wo)| betrachten.

Satz 5. Die Tangente des Kegelschnittes Ely(wo). y(uo)) im Punlete 1y0) Lo
keine asymptotische Tangente der Fldche @ sein.

Beweis. Die Tangente der Kurve £[y(2to), y(wo)] im Punkte y(ny) ist durch
den Punkt y(uo) und nach (15) durch den Punkt
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’

o = 00+ Jo(Pae + frn) — Hpa(Bee + pu)ly -+ oz — o —
-])(I';fw — /5)11) + 2f0 + (A3 — ANl — 20y’

hestimmt. In der Relation (16) mufl man w4 = %o einsetzen. Der Punkt (16)
licet nach (7) auf der asymptotischen Tangente der Fliche @ im Punkte
#(uo) nur in dem Falle, wenn die Relation (13) gilt. Dann zerfillt aber der
Kegelsehnitt.

Lings der Kurve k[y(uo), y(uo)] beriihrt der quadratische Kegel mit der
Spitze V{y(uo), y(uo)] die zur gegebenen R(y, y)-Schar gehorende Fliche
O(y. y). Dieser Kegel ist die Hiillfliche der Schmiegebenen der Kurven der
veeebenen R(y, y)-Schar lings der Erzeugenden p (w = wg) der Fliche @
(siche a)).

(16) [~z + 3pf

Satz 6. Die Spitze V{y(uo), y(uo)] liegt auf der Tangente der Fleknodalkwrve der
Fliche @ im Punkte y(uo) nur in dem Falle, wenn in dem Punkte y(uo) beide
Flelnodalpunkte der Geraden p (w = ug) zusammenfallen.

Beweis. Wir setzen voraus, dal die Relation (9) gilt. Aus den (Hleichungen

(11) bekommen wir leicht die Koordinaten der Spitze V[y(uo), y(uy)].

e o ladfa - o) (B U‘}J,)_:;“"‘ + Gfa—o)]
) Y(Po2 — pudPee -+ Pu) + o — o1 - i(/ip — /311)
= e SO
X3 20

In diesen Gleichungen mufl man fiir « den Wert ug einsetzen. Die Koordinate
ro ist gleich Null nue in dem Falle, wenn die Gleichung (14) gilt. Nach (10)
fallen aber beide Fleknodalpunkte der Geraden p zusammen.

d) Weiter werden wir die R-Scharen mit den imagindren Grundkurven
(17) lov? - 20w + 1y = 0, I = li(w),

hetrachten. Wir werden voraussetzen, dal3 [;, ¢ == 0, 1, 2, analytische [Funktio-
nen im - Intervall 7 sind und die quadratische Gleichung (17) fiir » imaginére
Wurzel im Intervall T hat.

Wir dindern nun die parametrische Schar der Fliche @ durch die Gleichung

(18) v o= Au) + vu(uw).

Die Gleichung (1) lautet dann:

(19) oy kz gy =y b AMu)z, E o= u(u)z,
und die Gleichung (20) hat dann folgende Form:

20) 2 lp(u)] o2y - 202 (e)pu)] = [l 4 2hA(w) L2 ()] = 0.

313



AT, .y i ‘ N .. . . B L
Manr kann nune 2000 uing <o wiihlen, dall dic CGleichune (200 dic Wizl
;oo hat Bk aehiget,

. [1 /- 'jrA /‘/_)s
':;l! /_(,") . / ./N,(H) [ (’ (

suoediden,

Do Ausdruck (7 toly) ist positiv (Nach der Vosasseoame. dabe i
Relation (17) wmaginave Wuarzel hat.) Die Warven 017) haben cbons ol
cende Cleichung

A 0.

Im folecnden werden wir voraussetzen, dali Jic Leitkurven der Floche O
i der Gleichung (1) schon so gewdhlt sind, dald die hetrachtete Gleachnn

{17y die Form

(22) 2 10

hat. Dic 2-Scharen mit den Grundkurven in den KNovven (22) bezeichnen wir
mit (7).

Satz. 7. Jede R(U)-Sehar ist eine Schar dery Latigeadivreen der Dificrant ol
qleiching

- ) 2 (P - P ‘ 12 ,
(2330 A 70 A e I : ol

waor g eine beliehige unlklion des Parameters w ist.
Nach a) werden wir notwendig voraussetzen., daid e Fanktion o der Diffee-
rentialklasse 1 im Intervall 1 ist.

Beweis Setzen wir voraus, dall die Differentiaicler-hang der hetrachteten
£-Schar die 1Form (3) hat. Wenn durch (3) die (07 )-Nchar hestimmmt st daiin
berithren die Kurven dieser Schar die asyvimptotischen Kumven (7) dee Pldche
in den Punkten der Kurven (22), es gilt dann

.‘_,/J‘lg : _"(/)'3’ Pre - é/,t’z]?f-’ —— o 20— olr? ) o e o

Leicht helkommen wir dann

(24) = e o, 20 = M o g,y S -0

Schlicen wirden Fall o = Oaus, im Falle p = 0 ist namlich dic -Schar asyigp-
totisch.

Satz 8. Keine der R(U)-Nchar ist quadratisch.

Beweis. Wir sotzen fiie «, g, y nach (24) in dic Gleichung (4) ein: dann be-
kommen wir:
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(23) 0 RV
ity
n\f.i‘ L
(I
R R W
it
Tegth o
3 '..y',"\/"r i‘}
Dot 1)
Provet dee Svewhioneen (20 cimd dic oz den R0 )-Scehaver cobitvende HGH

Plictoy 20 eimond
W v nne cine der A0od Ty Scbaven voraussetzen (do oo st on £ odie ce
v i e des Pacaencters oo der DTerentialkfaase O diviner <t dreed)

(20 e den Ronstanten Vb erd des Parameters o brncer die kubisehon Kaeven

rebier, Diese Kurven dritter Ovdonomge zerinh

ant o Plitehe £2 cee
Nuison viedricerey Ordnunecs nur in dem Falie, wenie die

e

ave den iNocttizicnten bet oo L= 0010 20 3, in den Gleishunees (25) cleich
Null st Die Iolysehar kénnte dann quadratiseh oder sehicnthildend e,
Wena five o gy o(w) =0 gilt, dann zerfillt die Kueve Loy e cine Gorade,
[ folocnden setzen wiv o) 2 0 f wed vorauss Die laeven Loy veiluilen
dann, wean

) Lo AR i /))'1'1) — o(pre b ope) P AR
i b 10w(foe 4 i) 4 olpae - iz it

oosbonaeh der Voraussetzung eine reelle Funltion des Parameters i im Inter-
. ] ’ Y . 5 .

vall 1.nach a) sind aveh s, fae. o, Py 00 b= 1,2, reelle Funktionen des
Parameters o im Intervall /. Dann gilt notwendig:
(27a) X220 (/;*' o ’11 + A5, — 1) = oz - fa) 0,

- ’ ) ) oy
(27h) zor o - ML MR b IPa(Bee - Br) b JPe(Ber b pn)

- ofler — Pu) = 0.

Wenn wir diese Relationen in die Gleichungen (25) einsetzen, bekommen wiy

(26000 ) 200t o)) et bl o Bafer - i)
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wo p, o’ nach (27a) oder (27b) noch eingesetzt werden mufl. Die rechten Seiten
dieser Gleichungen hingen linear von dem Parameter » ab. Wenn fiw R((7)-
Schar die Gleichungen (27) gelten, dann ist dic R({")-Schar schichthildend.
falls gleichzeitig

(292) o — a1 — Y — B) + 1 — ph) = 0.
(29b) w1 + a2 — Yy — 1B -+ iP21(Poz -+ Pi1) + 1pi2(p22 + prr) = 0

nicht gilt. Wenn (29a), (29b) gilt, dann haben die Relationen (27) die Losung
o= 0.
Besonders werden wir den Fall foo — fi1 = 0 und den IFall p -+ pop == 0
betrachten.
Im folgenden werden wir voraussetzen, dall die Fliche @ keine Quadrik ist.
Satz 9. Wenn die Kurven v? 4- 1 = 0 nicht mit den Fleknodallkwrven iy
Fliche @ zusammenfallen und wenn fio - o1 # O, poz— iy = 0 firuzl
qilt, dann und nur dann existiert eine schichtbildende R(U)-Schar, wenn

a0l

(30) -

qill.

Beweis. Die Relation (30) bekommen wir durcele Ausschlieen der Grolie o
aus den Gleichungen (27). Die Relationen (29) sind nach (10) die Bedingungen,
daB} die Flekonodalkurven der Fliche @ mit den Kurven 2 ¢ 1 = 0 zusani-
menfallen. Wenn (29) gilt, dann existiert, unter Voraussctzung o 4 pag = 0,
Po2 — pn # 0 keine schichtbildende R(U)-Schar.

In der Behandlung [4] findet man die Bedingugen, dall unter den £-Schaven
mit den gemeinsamen reellen nichtzusammenfallenden Grundkuarven eine
schichtbildende R-Schar existiert. Unter Voraussetzung, dall keine der ange-
fihrten Grundkurven asymptotisch oder Fleknodalkurve dev IFliche @ ist.
ist dic Existenz der schichtbildenden R-Schar durch die Bedingung der Kon-
jugiertheit der beiden Grundkurven im Sinne von Terracini |3] gegeben.
Die Relation (30) ist die dhnliche Bedingung fiir die Existenz (unter Voraus-
setzung  fio + for = 0, a2 —- f1u1 # 0) der schichtbildenden F(U)-Schar.
d. h. der R-Schar mit den imagindren Grundkurven (22). Dic Konjugicrtheit
von zwei imagindren Kurven der Regelfliche & kann man allerdings nicht =0
einfiihren, wie es fiir die reellen Paare Terracini in der Behandlung [3] tut.

Betrachten wir die R-Scharven mit der Differentialgleichung, welehe dic
Losungen v = + 4 hat. Diese Differentalgleichung hat folgende Form:
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(31) v 4 (1 4 ?) =0,

) ixt cine beliebige Funktion des Parameters %, wir werden voraussetzen, dal}
diese Funktion im Intervall I der Klasse (" ist.
Die Grundkurven der Scharen (31) sind die Kurven

(32) [0+ 3Bai]v? 4 [=5(Pa2 — fr))]o + [0 — 3fre] = 0.

Setzen wir weiter

(33) Brz + P = 0, Por— P # 0

fir w € I voraus.
In diesem Falle ist die Existenz der schichtbildenden R(U)-Schar durch
Giiltigkeit der Gleichung (29a) und Ungiiltigkeit der Gleichung (29b) gegeben.
Wenn (29a) gilt, dann ist das Paar der Kurven ¢2 — 1 = 0 mit dem Paare
der Kurven (32) fir alle Werte von @ apolar. Die Gleichung (29a) ist nach (10)
(ll(‘ Bedingung, dafl die Fleknodalkurven der Fliche @ und die Kurven C,.
. die harmonische Lage haben.
Setzen wir nun voraus, dafl

(34) foe — f11 = 0, fig + flar 70

fir w ¢ [ gilt. Dann haben die Kurven, in deren Punkten die Kurven der
R(U")-Schar die parametrischen Kurven beriithren, und die Kurven €, C; die har-
monische Lage. Die Bedingung der Existenz der schichtbildenden R(U)-Schar ist
demnach die Giiltigkeit der Gleichung (29b) und die Ungiiltigkeit der Gleichung
(29a). Wenn (34), (29b) gilt, dann sind nach (10) die Fleknodalkurven der
Fliche @ zu den Kurven »2 — 1 == 0 apolar.

Wenn

(35) Prz 4+ Por = 0, for—fr1=0

vilt, dann ist die Kxistenz der schichtbildenden R(U)-Schar nach (27) durch
die Relationen

(36) og — o1 = 0, o2 + ooy =0

gegeben. Wenn (35), (36) gilt, dann ist die Determinante aus den Koeffizienten
bei ob L= 0, 1, 2, 3, in der Gleichung (25) immer gleich Null, alle £(/7)-
Ncharen sind schichtbildend. Nur in dem Falle, wenn die Relationen (33).
(36) gelten, sind die Punkte

’ "o, 2

Y-z, oy sy e,

und dhnlich auch die Punkte
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