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0 5-TRANKFORMÁfIÁCH ANTISYMETRICKÝCH GRAFOV 

ANTON K O i 7M\, fii-čiti.dava 

Xeeh G:]. je d a n ý n e o r i e n t o v a n ý normfdny grafí 1 ). Noeh V [rj, . . . , r„\ 
je jeho vrcholová množina a *ieeh c (kde c > i)) je počet jeho h r á n . Ak pro 
každfi z h r á n grafu (7... zvolíme jednu z jej dvoch možných orientáei í , vznikne 
tak z grafu 67 ̂  i s tý o r i e n t o v a n ý graf Neeh © -.: [G\ , G->, . . . , Gj•} je množina 
vsetkýeh róznyeh o r i e n t o v a n ý c h grafov, ktore u v e d e n ý m sposobom vzniknu 
z grafu (/.j. . P latí zre jme k 2 r a k a ž d ý graf z © je a n t i s y m e t r i c k ý v zmysle 
prfiee [2] (pozři str . 8). 

Označme z n a k o m OÍ(X) vonkajší pol s tupeň vrcholu vx v grafe G\: r © 
(vonkajší pols tupeň •-- mohutnost ' m n o ž i n y vse tkýeh h r á n u s m ě r n ě n ý c h 
v grafe z d a n é h o vrcholu) a definujeme si na množině © b i n á r n u relaciu ÍJ 
t a k t o : graf GH je v reláeii ÍJ s grafom Gj (písanó G(ÍJGj) právo v t e d y , k e d 
pro vsotky vx z V p lat í O>/(T) ajj(x). Reláoia ÍJ je zre jme reláoiou ekvivalencie. 

P o z n á m k a 1. J o zřejmé t o t o : ak označíme z n a k o m :TI(X) v n ú t o r n ý pols tupeň 
vrcholu r.r, potom platí : |/->/(T) ~ OJ(X)\ <••- [m(x) -~ TTJ(X)\, t a k ž e nezáleží 
na tom, oi pri deíinícii reláoie ÍJ na množině © uvažu jeme vonkajsí alel>o 
v n ú t o r n ý polstupeň vrcholu. 

Noeh (I, je . 'libovolný graf z © a noeh G-t je jeho [ l ibovolný 3-e\ klus (---- eyk-
lus dížky 3). B u d e m e hovoriť, že graf G-j vznikne z grafu G; r^-transformáciou n a 
eyklo ('/, ked' or ientác ia v s e t k ý e h troel i hrán cyklu 6'/ je rózua v grafoch G; 
a (!j a or ientácia vsetkýeh o s t a t n ý e h hrán je v týe l i to grafoch r o v n a k á . 

Lema 1. Ncch G; je graf z © a nec.h Gj je graf, kiorý vznikne z G'/ d-transfonuá-
cioa na istotti jeho 3-ct/kle Ci. Potom graf Gj patří do © a plati GÍÍJGJ. 

D ó k a z je zře jmý . 
N a množino © definujeme si cíalsiu b i n á r n u re láeiu A t a k t o : graf Gi je v relá 

oii J s grafom Gj (písanó Gj AGj) p r á v ě v tedy, ked' G-t ---- Gj, a lebo k e d existuje 
t a k á postupnost} (Jn , CV ,.„, GXn grafov z ©, že je Gn -- (Ji} Grn ----- Gj a že 
pro v šotky ^ ----- 1,2. . . . ,H i platí : graf (J/:;] vznikne ó-transformaciou gráfa 
(! ,,. na istom jeho 3 -cykle (,j.r. Reláoia í jo refiexívna, symetrická a tranzitívna, 
teda je reláciou ekvivalencie. 

(M Podlá |1J gi-at je n o r m á l n y . ak neobsahuje ani n á s o b n á hranu ani slucku. 
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Lema 2. Ak dva grafy z (5 sú v r dácii A, potom stí tiež v relaci i Q. 

D ó k a z . Platnost tvrdenia lemy 2 vyplývá z lemy 1 a z deíinície reiácie A. 
O neorientovanom normálnom grafe budeme hovoriť, že je F-grafom, ked 

neobsahuje žiadnu kružnicu, alebo ked v každej jeho kružnici existuje aspoň 
jedna taká dvojica hrán, že obe hrany dvojice patria do tolio istého trojuhoblí­
ka grafu (2). 

Lema 3. Nech G% ju T-graf. Nech Gv je lubovolný graf z (Q a necit C je i stý 
jeho a-cyklas. Nech Gqje ten graf z (5, o ktorom platí: všetky hrany z Gv ne.patriace 
do C majú v grafoch Gv , Gq rovnakú orientáciu a vsdky hrany patriace do C majú 
v týchto grafoch róznv orientáciu. Potom platí: Gv A Gq a počet d-transfonnácií. 
ktoré třeba urobif, aby m změnil graf Gv na graf Gq j*, a -— 2. 

D ó k a z . *le zřejmé, že nemóže byť a < 3. Ak a — 3, netřeba nic dokazovat. 
Dokažme platnost tohto tvrdenia: ak lema platí pre a ~~= r (kde r je isté priro • 
dzenó číslo; 3 51 r C n— 1), potom lema platí aj pře a — r -r- 1. Predpokla-
dajme, že lema platí pre cyklus s r vrcholmi. Nech cyklus C obsahuje r - r 1 
vrcholov a nech postupnost w\, wo, ..., ivr+\ udává, v akom j)oradí prechádza-
me cez jednotlivé vrcholy cyklu C, ak po ňom obiehame v směre orientáeie 
jeho hrán vychádzajúc z istého jeho vrcholu w\. Pretože podlá předpokladu 
G* je F-graf, možno vrchol w\ voliť tak, že platí: vrcholy tri, V̂ • ,rr\ s ^ 
vrcholy istého trojuholnika grafu G% , teda tak, že platí: v grafe C.. existuje1 

hrana (označme ju A), ktorá spojuje vrcholy w\. wr. 
Rozoznávajme tieto dva případy: hrana h směruje v grafe Gv z ir\ do trr 

(])rvý případ), alebo má orientáciu opacnú (druhý případ). 
V prvom případe vrcholy w\, wr, Hy+i a hrany tieto vrcholy spojujúce 

tvoria 3-cyklus grafu Gv. Nech Gs je graf, ktorý vznikne z grafu Gv ^-trans-
formáciou na uvedenom 3-cykle. V grafe Gs existuje /-cyklus C, cez vrcholy 
ktorého možno obichať v směre orientáeie jeho hrán v tomto poradí: w\, 
H*2, ..., wr, ir\. Pi'itom orientácia hrán v grafoch Gq, Gs je rozdielna na vset-
kých hranách a len na hranách tohto r-cyklu. Podlá indukčného ])redpokladu 
stačí urobit r — 2 O-transformách, aby sa změnil graf Gs na graf Gq. 

V druhom případe už v grafe Gv existuje r-cyklus C s opísanými vlastnosťa-
mi. Podlá předpokladu možno r-—2 O-transformáciami zmeniť graf Gv na 
i stý graf Gt, v ktorom všetky hrany a len hrany z C majú inu orientáciu než 
v Gp. Pretože hrana A směruje v grafe Gt z vrcholu w\ do vrcholu wr, vyplývá 
z uvedeného, že vrcholy w\ . wr, wr-\\ a hrany ich spojujúce tvoria v grafe C> 
istý 3-cyklus C. Ak v grafe Gt urobíme O-transformáciu na cykl(k C. vznikne 
tak z rej m o graf Gq. 

{-) O T-graťr Ixv. m o s t o v hovoi-ia, n i e k t o r í a u t o ř i ( n a p r . ( 1 « I 1 1 M Í . \\<\ p>s), ž r j»> i o -i-ať 
t i ' i a n g u l o \ r a t e l ti\ . 
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V oboch prípadoch platí Gv A Gq a v oboch prípadoch počet á-transformácií, 
ktoré sme urobili, aby sa graf Gv změnil na graf 67 ,̂ činil r — 1. (Ze nevystačíme 
s menším počtom á-transformácií, je zřejmé). Teda ak lema platí pre a ~ 3, 
platí aj pre všetky a = - 3 , 4, ..., n„ To dokazuje lemu. 

Veta 1. Keď 67* je T-graf, potom dva grafy z © sú v relácii A právě vtedy, ke,d 
*ú v relácii Q. 

1)6 kaz . Nech 67* je T-graf a nech Gt, Gj sú I libovolné dva grafy z ©. 
Lema 2 hovoří, že ak platí Gt A Gj, platí aj 67̂  Q Gj. Dokažme, že kerf 6* je 
T-grať. platí aj obrátene: z G% Q Gj vyplývá 67/ A Gjl Nech Gi je v relácii Q 
s Gj. Označme znakom ZÍJ podgraf grafu Gt, ktorý obsahuje všetky vrcholy 
z V a ktorý obsahuje všetky tie hrany a len tie hrany, ktoré majú v Gi inu 
orientáciu než v grafe Gj. 

Priamo z deťinície grafu ZÍJ je zřejmé, že pre každý vrchol vx z V platí 
toto: počet hrán, ktoré v grafe Z\j prichádzajú do vx, rovná sa počtu hrán, 
ktoré v grafe Zu vychádzajú z vx. O grafe s touto vlastnosťou je známe (pozři 
napr. [3], str. 32, lema 2), že platí: existuje taký systém C = {C\, C2, ..., Ca} 
jeho cyklov, že Tubovolná hrana je hranou právě jedného cyklu z C. 

Existuje preto postupnosť GXQ, 67^, ..., GCd graf o v z © tak, že je Gi Gro 

a že pre všetkjr t e {1, 2, ..., d} platí: graťy 67 tVl, GXt sa líšia iba tým, že všetky 
hrany a len hrany cyklu Ct z C majú v týchto grafoch róznu orientáciu. Potom 
ale je GXd —- G} a pretože podlá lemy 3 pre všetky t e {1,2, ..., d) platí Grti A 
Gir platí tiež Gt A Gj, čo bolo třeba dokázat. 

P o z n á m k a 2. Veta 1 na rozdiel od lemy 3 nič nehovoří o tom, kolko b-
transťormácií třeba urobit, aby sa graf 67?; změnil na graf Gy. Pomocou lemy 3 
možno pře počet y potřebných ó-transformácií urobit tento odhad: y r 

1 k\ í k2 + • • • + ka — 2 . d, kde kt je dížka cyklu Gt v rozklade C obsahujú-
com maximálny počet cyklov a kde znak d označuje tento počet. 

Lema 4. Nech graf 67* obsahuje aspoň jednu takú kruznicu K s p > 3 hrana­
mi, ze ziadne dv^ jtj susedné hrany nepatria do toho isteho trojuholníka grafu 
G^ , potoví v © existujú také dva grafy, ktoré sú v relácii Q a nie sú v relácii A. 

D o k a ž . V množině © existuje aspoň jeden graf (označme ho Gt), ktorý má 
tieto vlastnosti: (1) hrany kružnice K sú v G-t. orientované tak, že tvoria cyklus 
grafu Gi\ (2) každá hrana z G% , ktorá spojuje istý vrchol x nepatriaci do K 
s vr(*liolom // patriacim do K, směruje z x do y. Nech 67; je ten graf z ©, ktorý 
má tuto vlastnost: všetky hrany z K a len hrany z K majú róznu orientáciu 
v grafoch G[, Gj. Potom ale zřejmé platí: Gi Q Gj. Z orientácie grafu 67/ vy­
plývá, že ani v grafe G\ ani v žiadnom takom grafe, ktorý je s ním v relácii 

I, neexistuje 3-cyklus, ktorý by obsahoval niektorú z hrán patriacich do A'. 
Preto všetky graťy, s ktorými je G\ v relácii A, majú hrany z K orientované 
lak ako graf 67ť-, čiže: Gt nie je v relácii 1 s grafom Gj. To dokazuje lemu. 
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V U a 2. /írlficir. <J. I tìff ììttliìГ.ПìГ (v> ^pҺjrчjľ rìffìij .-/ ]І п rii >f,•/.!:<,! f •, 

T í/cif. 

D o k a ž . Ve ta je p r i a m y m d o s l o d k o m vady I a l e n u 1 

U T K K \ T l K \ 

j | : K o s a k J . . K o s a A . . T< rtn < >,<>/<>,/•<! fcor<<. ř / / o / o . ('-.• t n m i n o h ) m r I; \ o ; .- . , .p. / I D V , , 

s ř .»;*. 
I 2 \ i ) e r , o o ( \ . 'Iličonr </( s (fyi/i/ic* rf se s <;j>/ >//• •ali.>>i*. 1 ' a n - Í'.V,s 

í \> 1 K o l / i o A , O r<i''hf>rftiiic oririi/,)> <nii'irh >/r<if>r/,, f V - o p . p ř s i o v i r a l . W • Va.V.h, :; I l ř . 

I )<юlo S. |П. ІПÍІ.1 

K<'(ir</r<( li i'ni; r/>'/:<'i nutit n,<if,l:<i <i >n<i/< nmi '.<•/,, ', *!</! 

rriroJorf/fct:* i J<(L nit a í 'mrv, :,'/</ K*,,,,, ,,.,/•< i<< 

llr.lK.sIttr,, 

ON /> T K Л N S ľ O K M Â T l O N S O ľ Л N T I S Y M M K T K I<' O K Л ľ ü S ^ 

Лnton K o l z iц 

Summaiл 

ľеt i$ ; 0 \ , (<•> fï,-\ bе t.he sеl oť all diľľеľеnt oпеn íеd цľapir- i hai aю-i l>\ i l ю 

o ľ ю n t a í i o n oľ all еdцеs oľ a non oľiont od цľaph лvitłюut loop.-> and muhip lе е<iце- < \. 

and l<Ҷ ľ \>\, Ґ2. .... vn\ bе f hе s(Ҷ, oľ voľt iееs oť this ц ľaph. ľ>\ <•>, ю > d r r o i r i l ю 

numťxт oľ еdgos issuinц in цraph <_н є 0) ľrom t !ю vеľt еx ҐX and ltҶ ÍJ I »е a І»І!І;IГ\ rеlai ЮII 

d r l i n r d on t he s(Ҷ гл) as ľollows: <!,U CJ<>Г);[.Ґ) <>>}(.r) ťoг all .r • ; ľ 2 ,<\. ľ\ 

a Л-l ľansťoпnai ion o ť a n oľiеntеd цľaph ťľom (5 лvе undеrstaлкl siюh a 11 a i ю ľ o •m.п ion ol 

t ł i is цľa]>h mto a n o t ł к т graph í ľoni (í) whеľеin t lю o ľ ю n t a t ю n oi all е<lц« - aiиì «ml\ 

odцеs) oľ a е\ еlo oľ t lю iеnдí h 3 oľ t ł ю oľ iцmal цтaoh еhanцos. ľ е t iю ťшҷ lюг - io l in" «>n \ !ю 

stҶ (ђ t ł ю bmaľv ľеlation Л as ťollows; <!i . I fí, \ï <!, <!; or d t Һ<тo е\юю a -r<цi.->юr 

/•\ . r\. . . . ľ',, oť a цcaph ťľom (f) so that 0\ /']. <!; ľ„ an ! iha l h»ľ o ю : ľ 

2. . .. ii I \vo łiavo: /''я i aľisеs Ьү a òd ľansťoľtnai юn oľ t lю цia j >ii / ' T h е i n a n ľr-mh 

oľ t lю papеľ is t hе prooť oľ t he t h o o ľ r m : T ł ю ľеlat ions ÍJ. I (Чi t Ію <ri t! <oiiюьio iť and 

onlv i ľ <!.,, is a í ľ ianцulablе graph. 
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