Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Anton Kotzig

O J-transforméciach antisymetrickych grafov

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 16 (1966), No. 4, 353--356

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126982

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1966

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126982
http://project.dml.cz

MATEM AV ICRO-TY 2T ALNY CASOEEs SAVL J6, 4 1966

ISYMETRICKYCH GRAFOQV

O §-TRANSFORMA{IACH
ANTON ROTZICL Bratisdnea

Nech (7, je dany neoricntovany vormdlny graf(l). Nech 7 Ly ey Uk
jo jeho vicholovd mmezma a nech ¢ (kde ¢ - 6) je pocet jeho hrdan. Ak pre
kazd z hran gratu ¢/, zvolime jednu z jeoj dvoch moznyeh orientécii, vanikne
tak z grafu G isty ovientovany graf. Nech & = {(f, G2 o0 G} je mnozina

=

viethyeh roznveh orvientovanych grafov, ktoré uvedenym spdsobom vznikni
7oovalu (. Plati zrejme b = 20 a kazdy eralf’ z ® je antisymetricky v zmysle
prace | 2] (pozri str. 8).

Oznacme znakom m(x) vonkajsi poistupen vrcholu v, v grafe ¢ =®
(vonkaj¥ polstupen - mohutnost mnoziny vietkyeh hran usmernenych
v grafe z danc¢ho vrcholu) a definujeme si na mnozine  bindrnu relaciu 02
takto: graf (f je v velicii 2 s erafom 5 (pisané GGQG;) prave vtedy. ked
pre vietky vp z Joplati o) - wj(e). Reldcia 2 je zrejme relaciou ckvivalencie,

Poznamka L. Je zrejmé toto: ak oznacime znakom () vodtorny polstupen
vicholu oy, potom plati: o) = o(e)] <= [m(e) = a5(x)], takZe ncezdlez
na tom, ¢iopri definieii reldacie 2 na mnoZine 9 uvazujeme vonkajsi aleho
viitorny polstupen vreehohe.

Nech @ je Tubovolny gratf 2z €& a nech € je jeho Tubovoluy 3-cvklus (= cyvk-
lus dlzky 3). Budeme hovorit, zc gral (¢ vzaikne z grafu 7 o-transformdcion na
evile 0 ked orientdeia vietky el troch hran cvklu € je rozua v grafoch

a (5 orienticia vietkvel ostarnyeh hran je v tychto grafoch rovnaka.

Lema 1. Neeh G jegraf = & anech (5 je graf, kory vzwilne = Uy o-lransforini-
clow ne istom jeho 3-cykle Ui Potom graf G pairi do & a plati (0.

Dokaz je zrejmy.

Na mnozine (9 detinujeme si dalsiu bindrnu relaciu <1 takto: graf (¢; je v reld-
cii s erafom (5 (plsandé ¢ o1G5) prave veedy . ked ¢4 = (5, alebo ked existuje

taka postupnost ¢, G .. aratov 7 B, Ze je (- G G = (G oa ge
pre vietky z o= 1,20 0w - 1 oplati: graf (7 vznikne d-transformédeciou grafu

(/. na istom jeho 3-cyvkle €, . Relicia | je reflexivna, svimetrickd a tranzitivna,

-
teda je relaciou ekvivalencice.

) Podla [1] graf je normidlny. ak neobsahuje ani ndasobntt hranu ani sluclku.



Lema 2. Ak dva grafy = ® s v rldcii A, potom sii tief v relicii Q.

Dékaz. Platnost tvrdenia lemy 2 vyplyva z lemy 1 a z definicie reldcie /1.

O ncorientovanom normalnom grafe budeme hovorit, ze je 7-grafom, ked
ncobsahuje ziadnu kruznicu, alebo ked v kazdej jeho kruznici existuje aspon
jedna taka dvojica hran, ze obe hrany dvojice patria do toho istého trojuholni-
ka grafu(2).

Lema 3. Nech Gy, jo T-graf. Nech Gy je lubovolnij graf = & « nech O je sty
Jjeho a-cyklus. Nech (g jeten graf = ®, o ktorom plati: vSetky hrany = Gy nepuatricee
do C maji v grafoch (7)), (g rovnaki orientdciv a véethy hrany patriace do ("
v tijchto grafoch réznv orientdciu. Potom plati: (), ) Gy a pocet d-transformdacii.
ktoré treba wrobil, aby s zmenil graf Gy, na graf ¢y je. a —- 2.

Dokaz. Je zrejmé, ze nemédze byt « << 3. Ak « = 3, netreba ni¢ dokazovat.
Dokazme platnost tohto tvrdenia: ak lema plati pre a == » (kde » je isté priro-

dzené ¢islo; 3 == r =7 n — 1), potom lema plati aj pre @ = r = 1. Predpokla-
dajme, ze lema plati pre cyklus s » vrcholmi. Nech cvklus €' obsahuje » ;- 1

vrcholov a nech postupnost iy, ws, ..., wyr uddva, v akom poradi prechddza-
me cez jednotlivé vrcholy cyklu €', ak po nom obichame v smere orientacie
jeho hran vyvchadzajic z istého jeho vrcholu wi. Pretoze podla predpokladu
(/. je T-graf, mozno vrchol w; volit tak, ze plati: vrcholy wy, wp. oy st
vrcholy istého trojuholnika grafu G, teda tak, ze plati: v grafe (7 existuje
hrana (ozna¢me ju ), ktord spojuje vrcholy w; . wy.

Rozoznavajme tieto dva pripady: hrana h smeruje v grafe /), 7wy do e,
(prvy pripad), alebo ma orientaciu opaént (druhy pripad).

V prvom pripade vrcholy wi, wy, wr;1 a hrany tieto vrcholy spojujice
tvoria 3-cyklus grafu G, Nech G5 je graf, ktory vznikne z grafu ¢/, o-trans-
formaciou na uvedenom 3-cykle. V grafe (s existuje r-cyklus €, cez vrcholy
ktorého mozno obichat v smere orientacie jeho hran v tomto poradi: .
wa, ..., wr, wi. Pritom orientdcia hran v grafoch (. G5 je rozdiclna na vset-
kych hrandch a len na hrandch tohto r-cyklu. Podla indukéného predpokladu
sta¢i urobit » — 2 o-transformacif, aby sa zmenil gratf /. na graf ¢/,

V druhom pripade uz v grafe (7, existuje r-cyklus €7 s opisanymi vlastnosta-
mi. Podla predpokladu mozno r— 2 do-transformaciami zmenit graf ¢/, na
isty grat ¢/, v ktorom vSetky hrany a len hranyv z " maj ind orientaciu nez
v (/,. Pretoze hrana & smeruje v grafe (/; z vrcholu wy do vrcholu w,, vplvva
z uvedeného, ze vrecholy wy, wy, 1wy a hrany ich spojujace tvoria v grafe (7
isty 3-cvklus (7. Ak v grafe ¢/, urobime o-transtormdciu na cvkle 70 vznikne
tak zrejme erat 7.

(2) O T-grafe bezomostov hovoria niektori autori (napw. Callais Hajos), ze jo to wrat
triangulovatelny.,
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V oboch pripadoch plati (7}, .1 (74 a v oboch pripadoch pocet d-transformicii,
ktoré sme urobili, aby sa graf (¢, zmenil na graf Gy, ¢inil » — 1. (Ze nevystadime
= men#im podtom d-transformacii, je zrejmé). Teda ak lema plati pre « =: 3,
plati aj pre vietky ¢ = 3, 4, ..., n. "U'o dokazuje lemu.

Veta 1. Ked G, je T-graf, potom dva grafy z & s v reldeic A prave vtedy, lad
st v relacet Q.

Dokaz. Nech Gy je T-graf a nech (4, G su lubovolné dva grafy z ®.
Lema 2 hovori, zZe ak plati Gy 0 G;, plati aj Gy 2 G5. Dokazme, Ze ked (/,, je
T-orvaf, plati aj obratene: z G; 2 G; vyplyva G; A4 G;! Nech G; je v relacii 2
s (5. Oznaéme znakom Z; ; podgraf grafu @;, ktory obsahuje vSetky vrcholy
z |7 a ktory obsahuje vsetky tie hrany a len tie hrany, ktoré maja v (/; ind
orientdciu nez v grafe G;.

Priamo z definicie grafu Z;; je zrejmé, ze pre kazdy vrchol », z V plati
toto: pocet hran, ktoré v grate Z;; prichadzaja do v, rovna sa pocétu hran,
ktoré v grafe Z;; vychadzaja z v.. O grafe s touto vlastnostou je zname (pozri
napr. |3], str. 32, lema 2), Ze plati: existuje taky systém C' = {C}, (5, ..., Oy}
jeho eyklov, ze lubovoln hrana je hranou prave jedného cyklu z (.

Vet . . el 4 . pA 1e (s !
Existuje preto postupnost &, G, ..., G, grafov z G tak, ze je (; = (/
aze pre vietky ¢ €{1, 2, ..., d} plati: grafy G, G, sa lisia iba tym, Ze vsetky

hrany a len hrany cyklu O z (' maji v tychto grafoch roéznu orientéciu. Potom
ale je G, == (; a pretoze podla lemy 3 pre vietky t € {1,2, ..., d} plati ¢/, -
(/... plati tiez G 4 Gy, ¢o bolo treba dokazat.

Poznamka 2. Veta 1 na rozdiel od lemy 3 ni¢ nehovori o tom, kolko -
transformaecii treba urobit, aby sa graf ¢/; zmenil na graf G;. Pomocou lemy 3
mozno pre poéet y potrebnych o-transformaecii urobit tento odhad: y -

Iy bks 4 oo A kg —-2 . d, kde I je dizka cyklu C; v rozklade (' obsahuju-
com maximdlny pocet cyklov a kde znak d oznaduje tento pocet.

Lema 4. Nech graf G, obsahuje aspon jednu takd kruinicuw K s p > 3 hrana-
mi. Ze Ziadne dv. jej susedné hrany nepatria do toho istého trojuholnika grafu
(i, . potom v & existuji také dva grafy, ktoré st v reldcii Q a nie si v reldcii .

Dokaz. V mnozine ® existuje aspon jeden graf (oznadme ho (7;), ktory mé
ticto viastnosti: (1) hrany kruznice K st v ; orientované tak, ze tvoria cyklus
eratu (/;; (2) kazdd hrana z (7, , ktora spojuje isty vrchol @ nepatriaci do A
s vrcholom y patriacim do A, smeruje z @ do . Nech @; je ten grat z &, ktory
ma tuto viastnost: vsetky hrany z A a len hrany z K maja roznu orientaciu
voerafoch (4, (5. Potom ale zrejme plati: (7; Q (5. Z orientacie grafu (f; vv-
plyvva. ze ani v grafe (/; ani v ziadnom takom grafe, ktory je s nim v relacii

I. neexistuje 3-cyklus, ktory by obsahoval nicktort z hran patriacich do KA.
Preto vsetky grafy, s ktorymi je (/; v relacii 4, maji hrany z K orientované
tak ako graf ¢y, ¢ize: (/; nie je v relacii -1 s grafom 5. To dokazuje lemu.
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ON O-TRANSFORMALTIONNS OF ANTISYMMETRIC GRAPHNS
s
Anton Kotzig
Sunary
Lot Vi, oo G be the set of all different orented oraphs thar avise by he

orientation of all cages of a non-ortented craph without loops and aaadviple cdaes o7
and let Ly e oo ot be the set of vertices of this craphe By oo derore the
number of edges issuing in graph G5 € G from the vertex o andd Tet 2 he o binarey relaion
detined on the set 6 as followss (4 0 (7 oot oty Tor all o 020 0000 Dy
aoo-transtormation oi" an oviented graph from & we understand such o ransfornation of
this araph imto another graph from 6 whercin the orentations of ol cdao s cnd only

ciees) ol aexele of the Tength 3 of the ortgmal graph chinnees, Lot s Tusiher detine on the

et 9 the brmary velation S as follows: (5 1600 (7, Gpor b thope oISt o seqieaee
FooFeo o0 Py of agraph from @ <o that (4 VL Loan b chat tor cvery 1.
200 on Fwe have: /o avises by o o-transtfornion o the craph 27 The ma noresehy

ol the paperis the proof of the theorem: "The relarions 20 1 on the <et 6 comende if and
ounly i (4 is a triangulable graph.
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