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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
R O Č N Í K I X Č Í S L O 1 

ABSOLUTNÉ KONVERGENTNĚ RADY 
A DYADICKÉ ROZVOJE 

T I B O R SALÁT, Bratislava 

V tejto práci nadviažeme bezprostředné na práce [1] a [3]. Pripomenieme 
co 

označenie: Nech V ah (1) je konvergentný rad s kladnými členmi, n e c h á . > R,. 
1 oo 

(k -- 1, 2, 3, . . . ) , Rk = ]?a.'cvi- Označme znakom W množinu všetkých tých 
i— 1 00 

reálných čísel x, ktoré možno vyjadriť v tvare: x = ^> snan (2), kde en = 1 
i 

alebo —1 (n = 1, 2, 3, . . . ) . W je merateiná množina a nech ju(W) > O (to 
možno dosiahnut volbou radu (1); pozři [1]). Jednoznačné vyjadrenie (2) 
(pozři [1]) čísla x nazýváme znamienkovým rozvojem čísla x vzhladom na 
rad (1). Označme ďalej znakom f(n, x) počet čísel 1 v postupnosti (konečnej) 
t\, ť2, . . ., en, znakom g(n, x) počet čísel — I v tej istej postupnosti. Položme: 

D*(f, x) = lim / - ^ - ) , D*(f, x) = lim t^i^l . 

D*(f, x) = lim ^ ' - } 

n-*oo M 

(ak limita vpravo existuje). 
Podobné definujeme čísla D*(g, x), D*(g, x), D*(g, x). Všetky tieto čísla sú 

zrejme z intervalu <0, 1>. 
V tejto práci budeme študovat rozdělenie faktorov 1, —1 v znamienkových 

rozvojoch čísel x 6 W z Madiska Lebesguovej miery. 
V práci [1] sa dokazuje (veta 4), že pre skoro všetky x £ W (v zmysle Lebes­

guovej miery) platí: 

D*(f, x) < -l- < D*(f ,x). 

Akademikovi V. Jarníkovi vďačím za upozorněme, že výsledok tejto vety 
možno značné zlepšiť, ak si všimneme nasledujúce: 

Z dókazu vety 4 vyplývá, že pre mieru /I[W'(T, N)], O < T < — množiny 
ZJ 
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W'(x,N) všetkých tých x € W, pře ktoré platí: v/ < x, dostáváme: 
N 

^ [ ^ ' ( T , N)\ -= O(N3/2 e-A'd-), kdeó x > 0, ó̂  nezávisí odN . Zvolme teraz rastúeu 

postupnost {TA.}J
J , 0 < T^ < - , xk -> a označme znakom W\ množinu 

všetkých tých x € TV, ])re ktoré D*(f, x) < . Nech x £ W[. Potom existuje k 

také, že pre nekonečné mnoho n platí: 

^U\ X) < T, => x € Ii, - lim sup W'(rk, n). 
H H-rCfj 

Uvažme, že pre každé prirodzené N platí: 

~r> x 

«* C U W"(T*> ») ^ M !>'*•) ^ 2 ^ " ( T , . «)] -= 0(1). 
» A" ,/ X 

J J 

kedže ^ ri^2 e »d> < -|- oo. Teda /^(Ii^) = O. Ďalej z W\ C (J B, vyplývá: 
i /• i 

l*{W\) = o. 

Symetricky sa dá ukázat, že je nulová aj množina IV'.-, všetkých tých x € IV. 

pre ktoré platí: D*(f, x) > :- . 

Keď tieto výsledky spojíme a vezmeme do ohfadu výsledok vety 4 z | 1 ]. 
dostaneme vetu: 

Veta 1. Nech //(TV) > 0. Potom pre skoro všetky (v zmysle Lebesguovej miery) 
x £ W platí: 

D*(t, x) = lim ' - = . 
,,->v, n 2 

P o z n á m k a : V tomto znění je veta 1 analogon znáinej Borelovej vety 
o rozdělení ciíier v dyadických rozvojoch (pozři [2]). 

P o z n á m k a : Výsledok vety 1 možno formulovat aj takto: Pre skoro ršetky 

x e W platí: f(n, x) = ^ -j o(n). 

Naskýtá sa prirodzená otázka, či možno naposledy uvedený výsledok zlepšiť 
v tom zmysle, že člena o(n) na právej straně nahradíme členom mensieho 
rádu. J e známe, že pre dyadické rozvoje to urobili viacerí autoři (Hausdorff, 
Hardy—Littlewood, Chinčin). Ukážeme, že je možné výsledky platné pre 
dyadické rozvoje preniesť aj na naše rady. 

Predovšetkým metodou Hausdorffovou, naznačenou v jeho knihe (|)ozri [4]. 
str. 421), ukážeme platnost nasledujúcej vety: 
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Vela 2. Nech x je reálné číslo, --- < x < 1. Nech /LL(W) > 0. Potom pre skoro 

tretky x € W platí: 
n 

f(n, x) = - + o(rť). 

Dok a z: Položme % = l — #, o < d < --- . 

Nech ť > 0. Znakom A(n, E) označme množinu všetkých tých x 6 W, pre 
ktoré platí: 

Ì ? . _ _ 
тг 2 

| n* > _* (3) 

Pre skrátenie položme: f(n, x) = f, potom 

^[A(n,e)] = ^(W).y^, (4) 
/ 

kde čiarka za znakom sčítania značí, že sa sčituje cez právě tie /, pre ktoré 

platí (3). Vzťah (4) vyplývá z toho, že pri pevnom / existuje I , I róznych 

(konečných) postupností ex, e2, . . ., elt, obsahujúcich právě / členov rovných 1, 
a z výsledku vety 2 práce [1]. Aby sme odhadli pravú stranu v (4), vyjdeme 
z identity: 

kde g = n — /, u = x + y. 

Položme v = x —- y a na identitu (5) uskutočníme postupné operáciu za-

písanň symbolicky: x— y — -. Indukciou zistíme, že pre každé prirodzené l 
(J X (j If 

platí: 

y (n
f)(f ~ g?lxfy" = íi(n) u>1 + a2u» hř + . . . + a^u^v21, (6) 

/ <» 

kde a2, O4, . . . a2( sú reálné čísla, fj(n) je polynom stupňa l s kladným koefi-
cientom při nl. K číslu ů zvolme l také velké, aby 1(1 — 2ů) = 1 + r), rj > 0. 
Podržme toto l v nasledujúcom pevné a nech už n > 2Z. V (6) položme x = y — 

1 > u = 2, v = 0. Pre dost velké n budeme mať: 

_ * < > -
g)2i < c±nl, cx > 0. 



Derme tuto nerovnost n21 a násobme n2'°, dostaneme: 

n 
1 ln\ l f aV*n» ^ ci c 

ąia—zů) Уì\л 7llл~ >i Z . 27t \ / / \ n n ) 
/ ,o 

Pomocou rovnosti / -f- g — n upravíme Tavú stranu a dostaneme: 

ÍM^-H 

/ 

i2' ^LAk.. = J±. 

2Jn1+>l nl+>l 

odtial: 

Kedze \ ^x^ < -f- oo vyplývá z poslednej nerovnosti už známým spósobom 
i 

(pozři dókaz vety 1): /U\A(F)\ = 0, kde A(s) = lim sup A(n, e). Položme 
oo n-t-co 

A = I I ̂ 4 ( i , 4̂ je zrejme množina všetkých tých x € TV. pre ktoré 

A" - 1 

í lf(n x) 1 \ | °° 
< I --'— — ) nů\ nekonverguje k 0. Teda pre skoro všetky x € IV je 

1 
2- U* - o(l) => /(%, x) = 2 + o(^a)-

Aj Chinčinov výsledok obsiahnutý v práci [3] možno preniesť na naše rady. 
Chinčin, ako je známe, ukázal (pozři [3]), že ak p(n, x) značí počet núl na 
prvých n miestach v dyadickom rozvoji čísla xč (0, 1), t. j . p(n, x) je počet 

núl v konečnej postupnosti c^^o^, . . . c., pričom x = \ -~ (cu = 1 alebo 0 

pre n = V 2, 3, . . .), potom pre skoro všetky x € (0, 1) platí: 

p(n, x) = --- + O (f w log log H) . 
Zt 

Najprv si bližšie všimneme strukturu množiny W príslušnej k danému radu 
oo 

A = ^ an, an > °> an > R*(n = 1,2,3, . . .). 
1 

Vynecháním intervalu A[ == (—a± -f- E1, ak — E±) z intervalu x — A . A 



dostaneme množinu Ix, pozostávajúcu z dvoch intervalov i\ = —A , ax -f- i?-> 
a i- = (a1 — Rl9 A), každý z nich má dížku 2Í?!. 

Vynecháním intervalu A\ = (—-ax — a2 + i? 2, —a- + a 2 - _Z?2) z intervalu i\ 
dostaneme dva intervaly i\ a %\ patriace k 12, a t o : i | = <—A, —a1 -— a2 -f- i?2) 
a iřj = <—ax -f- a2 — i?2, —<xx -f i?!>. Podobné vynecháním intervalu __1| = 
= (ax — a2 -f- i?2, ax -f- a2 — i?2) z intervalu if dostaneme dva intervaly i\, i\ 
množiny 12, a to : i\ = (ax — Bl9 ax — a2 -f- i?2>, i | = <ax + a2 — i? 2, __>• 
Teda i 2 pozostáva zo štyroch intervalov i\, i\, i\, i\. Každý z intervalov 
iln(m = V 2, 3, 4) má dížku 2i?2. Interval A\ nazýváme styčným intervalom 
(množiny W) prvého poradia, A\(k = 1, 2) nazýváme styčnými intervalmi 
druhého poradia. 

V konštrukcii možno pokračovat ďalej. Nech už sme zostrojili množinu lu 

pozostávajúcu z 2n intervalov in(m = 1, 2, . . . 2n) (každý z nich má dížku 
2i?J. Teda i\ = <—A, —a± — a2 — . . . — an + Bn), i\ = <—% — . . . •— 
— a,i -i + a n — ^,i> — % ~ . . . — an__1 + at + Bn) atd., irn = <e1a1 + 
-i- • • • + fi.Ai ~ -S/t, fixai + . . . + e.A + J2/4>. 

Pre každý interval i£ je charakteristické, že všetky čísla x € W, ktoré patria 
do i™, majú vo svojich znamienkových rozvojoch na prvých n miestach tie 
isté faktory ek ako Tavý (a tiež pravý) koncový bod intervalu in. Budeme 
hovořit, že postupnost: el9 e2, s3, . . . sn patří k intervalu in, kde ijf = <e1al -f-
-f- . . . + enan — Bn, e^ + . . . -f- enan -f- -S.)- a tiež naopak. Vynecháním 
styčných intervalov A\+1 v počte 2n (z ijf vynecháme An{1 = ( e ^ -f- . . . + 
+ ' A — .H-i + Rn+i> fii«i + • • • + ^ A + a n + 1 — Rn+1)), dostaneme 2»+1 

00 

intervalov tvoriacich množinu In+1. Přitom W = n /„ a pre stručnost ozna-
n = 1 o' 1 

čujeme znakom In množinu {i\,i'i, . . . iT), ako aj množinu u ijf (nemóže 

dójst k nedorozumeniu). Pre pevné w je teda <—A, _4> zjednotením 2M inter­
valov i;;' množiny i t a styčných intervalov A\9 1 < k < n, 1 < Z < 2 fc_1. 

Pre pevné w definujme ďalej funkciu b/t(x) takto : Na styčných intervaloch 
A1,., I < k < n, 1 < / < 2*_ 1 kladieme b^a;) = 0 a na intervaloch in(m = 1, 
2, . . . 2') kladieme bn(x) = — 1 alebo 1 podlá toho, či m je nepárne alebo 

00 

párne. Teda ak x = ^ 8>fln € W, potom bn(x) = \ o eA= 1. 

Položme <£>,.(#) -= ^ byfc(^) pre každé x € <—A, A). Pre .1: € W je 99.(__) 
A ; _ = l 1 

/(?i, a;) — 0(rc, a;), a teda ---1 <pn(x) \ u \ n 
f(n9 x) — -_-

2 
Lemma 1. NecA kx,k2, . . . &. 5rá navzájom rózne prirodzené čísla a KX, x2 

sú celé nezáporné, nie súcasne rovné nule. Potom integrál 
A 

LK(z)MK(x)]a* • • • [&*_(*)]"* dx / ' 
-A 



má hodnotu O, ak aspoň jedno z čísel tx_ je nepárne; v opa enom případe má hodnot v 
2l:i+1Rkl, kde kt je najváčsie z čísel k{ také, ze &_ > 0. 

D ó k a z : Poznamenajme, že kladieme 0° -= 1. Nech (xt sú vsetky párne 
a nech (bez ujmy na všeobecnosti) je fc_ < k2 < . . . < kn a kL je najváčsie 
spomedzi ki také, že ^ > 0 (teda oct.n = . . . = #,_ = 0). Myslime si —A, A 
rozložený na intervaly i™ systému Ik a styčné intervaly ňs., 1 < /• < k{. 
1 < s < 2 r _ 1 . Potom funkcia pod integračným znakom je rovná 1 na každom 
i'k(m = 1,2, . . . 2ki) a rovná nule všade inde. Teda hodnota integrálu je 
2ki .2Rk[ = 2*/+' .Rk{. 

Ak aspoň jedno .*_• je nepárne, lanko móžeme zistiť, že funkcia pod znakom 
integrála je rovná —1 na 2ki~1 a rovná 1 na 2ki"x intervaloch systému Ik. . 
přitom kt má rovnaký význam ako prv. Všade inde je hodnota tej funkcie 0. 
Z toho je už tvrdenie zřejmé. 

Lemma 2. Nech n, q sú prirodzené čísla, c_ > 0, c2 > 0, . . . ctf > 0, c((i --- 1> 
2, . . . q) celé a nech cx + c2 + . . . + cq = n. Potom platí: 

c ^ c ^ . . . cq\ < 1 
( 2 ^ ) ! ^ ) ! . . . " ( 2 c v ) ! " 2 < 

D ó k a z : Pozři [3]! 
Nech je v dalšom /u(W) > 0. 

Lemma 3. Nech pí7 p2, . . . ptl sú reálné čísla, ktoré nie sú súčasne rovné nule* 
Nech E(b) značí množinu vsetkých tých x 6 (—A, A}, pre ktoré \ p_b_(a") -1-

+ . . . + p/tbn(x) | > O > 0. Potom platí: JU(E(Ó)) < c exp / ~-\ /j,(W), 

lití 
kde c je absolutna konstanta. 

O2 

i 

D ó k a z : Položme m = . Zrejme sa stačí v dókaze obmedziť na 
2_> 2-f 

i. _ 
případ m > 1. Podlá Jemmy 1 dostáváme: 

P»/i(E{dj) < J [pA(x) + ... + P.A(z)T" dx < 

ч 
- A 

Щň) 

Л 

[PAW + • • • + PnK(x)?"1 AX = 

V (*™)±P?'• • • *t 2.«a>+1 R 

L "(2a,)! . . . (2«J! • •"" 



přitom prirodzené číslo n(x) závisí od systému x-j, x2, . . . xu (pozři lemmu 1). 
Ďalej podTa lemmy 2 je: 

< (2xr)\ . . . (2xn)\ 2'"*-! . . . xj 

a 2k+1Rk --> ju(W) (pozři [1]). Z toho máme: 

nш; <Xt! . . . * ' 

=-*W-»[ІЙГ. 
(2m)! / -

Pomocou Stirlingovej formuly sa Tahko zistí, že ——-' < c21 ~) mm, a teda: 

/l(Я(Й)) < C 3 ^ ( Ю 

n "1 

2m ]> ^ f 

< c 3 e X W ) 

< c,exp/l - - £ - \ ř(ď) =cexp7- -Í-U(« r)-

\ 2 ^ / \ 2?"7 
Všetky ďalšie pomocné vety sa dajú dokázat rovnako ako v citovanéj 

Chinčinovej práci, ale s tým rozdielom, že na právej straně nerovností vystúpi 
ešte faktor JLI(W). Preto v ďalšom uvedieme len znenie ostatných pomocných 
Aiet. 

<Pn(x) j 
NechE.Ad)značí množinu všetkých tych x€<—^4,^4>,prektoré ~ = r = \ " ó. J ' v }lnw(n) s 

Přitom je xp(x) nějaká spojitá a kladná funkcia pre x > 0, ktorá má pře x > 0 
w( x} 

deriváciu pre x > 0 splňujúcu podmienku: 0 < w'(x) <-— . 

Lemma 4. Platí: 

џ (En(à)) < ce * 
iP(n) 

f*(W), 

kde c je konstanta z lemmy 3. 
Nech Ep q(d) je množina všetkých tých x 6 <—A, A}, pre ktoré: 

ЉţHOĹ <Pp(я) >ô. 
i l/qy>(q) \vw(v) 

Lemma 5. Pre 0 < p < q < 2p je 

p{EPtt(d)) <ce~*~t-?.M(W). 



Nech eJhr(d) je množina všetkých tých x € (~A, A), pre ktoré aspoň jedno 
z nasledujúcich čísel 

cpJx) cp ,(x) 
rq</r r - - + , q •= p + 1, . . . p + r 

\qxp(q) }!PV(P) 
je váčšie ako d. 

Lemma 6. Pre 0 < p < p + r < 2p je 
ÁepAd)) <cpe 4 *'• . /LI(W). 

Veta 3. Nech /u(W) > 0. Potom pre skoro všetky x € W (v zmysle Lebes-
guovej miery) platí: 

f(n, x) = 9 + O (/n, log log TI) . 

D ó k a z : Ukážeme dokonca, že pre skoro všetky ,r € <—-Ai, 4̂ > je 

lim 
<PІ(X) 

2. 
}/n log log n 

Pre celé ra > 0 a k celé, 0 < k < m, kladieme Tnuk = + m 
, ] 4- 1. 

Potom podlá lemmy 4, ak y(rc) = log log n, d = 2 + e, e > 0 a namiesto /i 
píšeme fl/a., dostaneme: 

P^jdj) < c exp (- ( 2 - ± e ) 2log log {2- + * 2>j) ^(W) < 

< c exp ( — (2 + e) [log m + log log 2]) pi(W) = K(e) m•<*+'* 

K(e) závisí len od e a od /u(W) (ale pi(W) je u nás pevné). 
Rad: 

%/i(ETm k(d)), 0 < k < m; m = 1, 2, 3, . . . 

konverguje, pretože 

m — 1 oc 

2 ^ETm.k(
d)) < K(£) m^~e a 2 m"1_e < + °° -•* 

*t=o 1 

pre skoro všetky x € (—A, A) je (pozři dókaz vety 1) 

(Tm,k\og\ogŤm;k 

a kedze e > 0 bolo Tubovolné, dostaneme z toho: 

lim 
m->co 

0 <;/,-< m I 

< r5 = 2 + є 

—- I ^T ь(#) 
lim ^ ^ ^ ™ , = 
"»"•* i \/ГГmлAoglOgTn,tk 

0 < Ł 

(7) 
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Po druhé použijeme lemmu 6 pri volbě \p(n) = log log n, d > 0, p — Tmtk 

2 n 2mf"J 

V = T - ' f c + 1 ~~ T"-k < m + l < " m " * 
Položme ešte 

dostaneme: 

M~M = Єтm,h.тmit+1-тя,,{à), 

,{M,M) <^^(-.?<^-±*!3Mi±iseJa^) ř l (^ ) < 

< c'2- exp ( - * ^ ( Í Q g ^ + ÍQgÍQg2)^ = 

= c'2m exp (~L(ó) m (log m + log log 2)) . 

ÍJ(Ó) > 0, L(d) závisí len od ó; c' > 0, c' nezávisí od m, k. 

Pre dost veíké m je 

/x(lí/a(f3)) < c' exp (—m {L(ó) (log m + log log 2) — log 2}) < c' e~'". 

oo 

Ďalej sa lahkozistí, že V ,u(Mw k(d)) < + oo, a teda množina všetkých tých 
m— 1 

Q<.k<in 

x € <—A, A}, ktoré patria do nekonečné mnoho Mmk(ó), má mieru 0 (to sa 
rovnako zistí ako pri dókaze vety 1). Teda pre skoro všetky # € < — A , A} 
platí (7) a dalej existuje podlá naposledy dokázaného M*, M* c(—A, A}, 
/i(M*) = 24 s touto vlastnostou: 

Ku každému x € M* existuje nn --= n^(x, d) také, že pre každé n > n0 platí: 

<PÁx) VT^S*) 
n log log n 1 Tm> k log log Tnu k 

^ô, (8) 

pričom m, fc sú definované nerovnosťami: T.iihk < n < Tmtk+1. 

Ak označíme znakom M** množinu všetkých tých x € <—A, A), pre ktoré 
platí (7), pře každé x € M* n M** je 

lim\ J^M^\<2+Ó, 
n-*cc | ]jn log log n I 

a kedze d je lubovolné kladné číslo, vyplývá z toho pre každé x € M* n M** 
platnost nerovnosti: 

<pA%) lim 
ť->co j ]/'n l o g l o g ?г 

(9) 

11 



Zrejme /LI(M* n M**) = 2A, teda (9) platí pre skoro všetky x € [—A, A 
a tak aj pře skoro všetky x € IV. Vcelku pre skoro všetky x 6 IV je 

lim 
f(n> x) ~ .> 

k + 1, k + 2, 

}n log log n \ 

nje Л[ tak( 

ç^*) -=0( l ) - ->lІm j 

: І < .1 . 

P o z n á m k a : Ak x £ IV. existuje A[ také, že r € A\. => b^x) — 0 pre i — k, 

W->QC | j/ft. l o g log?? 

Pre tieto a; je teda (9) splněné triviálně. 
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. \ B (: < > JI K) T H O C X 0,21HIIIM E C H P i I fl H 
M flBOHHHHE flPOBH 

T li B O P III A JI A T 

В ы в о д ы 

Зга работа исходит непосредственно из работы [1] и [3]. Автор доказывает в этой 

работе некоторые теоремы, подобные теоремам о разделении цифр в двоичных дробях 

действительных чисел. 

Пусть IV значит множество всех таких действительных чисел, которые можно вы­

разить в следующем виде: 

х _-.г У енан. ен 1 и.;rи 1 (x -=•• 1. 2, 3, 

фичсм А = / ап (1) — фиксированный сходящийся ряд с положительными членами 

aн > Rn = V an+k (n = 1, 2, 3, . , 

Пусть /л(1Т) обозначает меру Лебега для множества И7 и пусть /«(IV) > 0 ( э ю к 
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можно достичь выпорол* ряда (1)). Обозначим через /(п, х) количество чисел 1 в поело-
00 

довательностм *\ , г2, . . . еп, причел! х -- ^ впап € IV. 
1 

Потом (теорема I) почти все х € IV удовлетворяют равенству: 

2>*(/, х) =: Н т / ( ' г ' : С ) =, * . (2) 

(^)та теорема подобна известной теореме Борола о разделении цифр в двоичных дробях 
действительных чисел.) 

Результат (2) можно писать также в следующем виде: ,,Почти все х (~ IV выполняют 
Т1 

равенство: /(?>, х) -!- о(п)". 

Дальнейшие теоремы, которые автор доказывает, ^пользуясь удобным применением 

метода Гауедорфа и Хинчина, улучшают результат теоремы 1 в том смысле, что член <>(п) 

будет заменен членом меньшего порядка. 

Теорема 2. Пусть < >х >" 1. Потом почти все .с а IV выполняют равенство: 

/(и, х) : П -V фь*). 

Теорема .'». Почты ссе х (г IV выполняют равенство 

/(//, х) -{ О {}п 1о$ 1о^ п). 

ABSOLUT K O N V E R G E N T E R E I H E N 
UND DYADISCHE E N T W I C K L U N G E N 

T I B O R S A L Ä T 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

Diese Arbei t knüpft u n m i t t e l b a r an die Arbe i ten [1] u n d [3] an . I n de r Arbe i t beweist 
man einige Sätze, analogische zu einigen Sätzen, welche für die dyadischen 'Entwicklungen 
gel ten. 

oo 

Es sei IV die. Menge aller derjenigen reellen Zahlen ,r, welche die Gestalt x / euan 

a, 1 
haben, dabei en 1 oder 1 (n 1, 2, 3, . . .) und A -.- >̂ an (J) isr eine feste k o n w r -

oc 1 

gente Reihe mi t posi t iven Gliedern, <in .> Hn >̂ a/M/„• (n =- \, 2, 3, . . . ) . E s bedeute 

;i(W) das Lobesguesche Maß de r Menge IV und es sei p(W) > 0 (das ist zu erreichen 
durch die Wahl der Re ihe (1)). Es bedeute1 / (n , x) die Anzah l de r Zah len 1 in der Folge : 

tn, dabe i x >̂ enau 6 W. 
J 
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Dann gilt (Satz 1) für fast alle x € W (im Sinne des Lebesgueschen Maßes) 

!>*(/,*)= l i m ' ^ = 1 . (2) 
11-tco n ^ 

(Der analoge Satz zum Satze von Borel über die dyadisehen Entwicklungen der reellen 
Zahlen.) 

Das Ergebnis (2) kann man in dieser Form schreiben: „Für fast alle .v 6 TV gilt 

/(n, x) = - J + o(n)". 

Die weiteren Sätze, welche der Verfasser mit einer passenden Modifikation der Metho­
den von Hausdorff und Chincin beweist, verschärfen das Ergebnis des Satzes 1 im solchen 
Sinne, daß das Glied o(n) mit einem Glied von kleinerer Ordnung ersetzt wird. 

Satz 2. Es sei -• - < oc < 1. 
2i 

Dann für fast alle x 6 W gilt: 

f(n, x) = у -f- o(m). 

Satz 3. Für fast alle x 6 W gilt: 

j(n, x) = -• - + O (1'и log log n). 
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