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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK IX CisLo 1

ABSOLUTNE KONVERGENTNE RADY
A DYADICKE ROZVOIJE

TIBOR SALAT. pratislava

V tejto praci nadviaZzeme bezprostredne na prace [1] a [3]. Pripomenieme
2o}

oznacenic: Nech Z a, (1) je konvergentny rad s kladnymi ¢lenmi, necha, > R,
1 ©

(h=1,2,3,...), R, :Z“““' Oznai‘me znakom W mnozinu vSetkych tych
i= 1 ©

redlnych ¢isel x, ktoré mozno vyjadrit v tvare: x = Eeua” (2), kde ¢, = 1
1

alebo —1 (n =1, 2, 3, ...). W je meratelnd mnozina a nech u(W) > 0 (to

mozno dosiahnut volbou radu (1); pozri [1]). Jednozna¢né vyjadrenie (2)

(pozri [1]) ¢isla x nazyvame znamienkovym rozvojcm d&isla x vzhladom na

rad (1). Oznaé¢me dalej znakom f(n, x) pocet &isel 1 v postupnosti (koneénej)

&1, €,y - .., £, znakom g(n, x) potet Gisel —1 v tej istej postupnosti. PoloZme:
DH(f, @) = 1im 1) pxg, 2y — fim [ )
— 0 n n—r n
f(n, x)
D*(f, ) = 1111_”0 "

(ak limita vpravo existuje).

Podobne definujeme ¢&isla D*(g, x), D*(g, x), D*(g, z). Vsetky tieto ¢isla su
zrejme z intervalu <0, 1).

V tejto praci budeme Studovat rozdelenie faktorov 1, —1 v znamienkovych
rozvojoch d&isel x € W z hladiska Lebesguovej miery.

V praci [1] sa dokazuje (veta 4), Ze pre skoro vietky x € W (v zmysle Lebes-
guovej miery) plati:

D*(f, %) = . = D¥(f ,a).

Akademikovi V. Jarnfkovi vdaéim za upozornenie, Ze vysledok tejto vety
mozno znad¢ne zlepsif, ak si v8imneme nasledujice:

7 dokazu vety 4 vyplyva, Ze pre mieru u[W'(r, N)], 0 <1 < % mnoziny
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W'(t, N) vsetkych tych x€ W, pre ktoré plati: &, )

vy =0 dostavame:

W W (t, N)| = O(N3”2 e~~0) kde 6, > 0, §; nezavisi od N. Zvolme teraz rastiicu
P ) 1 o/ .

postupnost {7;}” 0 <7 < 7> , @ oznatme znakom W) mnozinu

; 1
vietkych tych « € W, pre ktoré D*(f, ) = . Nech € Wi. Potom existuje &

také, ze pre nekoneéne mnoho n plati:

fn, 2)

| E T € B, = lim sup W(z,. n).

H—> S

Uvazime, ze pre kazd¢ prirodzené N plati:

BoC U Wiren) > u(B) =S ulW e m)| ~ o(1).
N o N

"

kedze Z wHe < | oo, Teda u(B,) = 0. Dalej » W, C U B, vyplyva:
| /A
u(W) = 0.
Symetricky sa dd ukazat, ze je nulova aj mnozina W), vsetkveh tyeh w € WL

pre ktoré plati: D*(f, x) > .

Ked tieto vysledky spojime a vezmeme do ohladu vysledok vety + z |1].
dostaneme vetu:

Veta 1. Nech w(W) = 0. Polom pre skoro vietky (v zmysle Lebesquovej niieri )
x €W plati:

D*(f, x) = lim fn, x)

o n

Poznamka: V tomto zneni je veta 1 analogon znamej Borelovej vety
o rozdeleni cifier v dyadickych rozvojoch (pozri [2]).

Poznamka: Vysledok vety 1 mozno formulovat aj takto: Pre skoro ricthy

& e W oplati: f(n, x) = “) 4 o(n).

Naskyta sa prirodzend otazka, ¢ mozno naposledy uvedeny vysledok zlepsit
v tom zmysle, ze ¢lena o(n) na pravej strane nahradime ¢lenom mensicho
radu. Je zname, ze pre dyadické rozvoje to urobili viaceri autori (Hausdorft,
Hardy — Littlewood, Chindin). Ukazeme, Ze je mozné vysledky platné pre
dyadické rozvoje preniest aj na nase rady.

Predovsetkym metédou Hausdortfovou, naznac¢enou v jeho knihe (pozri [+].
str. 421), ukdZzeme platrost nasledujicej vety:
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. 1 .
Veta 2. Nech x je redlne ¢islo, < x = 1. Nech u(W) > 0. Potom pre skoro

P

nietky @ € W plati:

=

(2

f(n, x) = - -+ o(n*).

~

L

1
Dokaz: Polozme ~ =1 —4, 0 <4 < .
Nech ¢ > 0. Znakom A4(n, ¢) ozna¢me mnozinu vSetkych tych = € W, pre
ktoré plati:
I (CCE) N S I
| === n? e (3)

I n

Pre skratenie polozme: f(n, x) = f, potom
1 V1
A, &)l = - u(W) . ), 4
A, o) =y u8) Y (7 o)
)

kde ¢iarka za znakom séitania znadi, Ze sa séituje cez prave tie f, pre ktoré

plati (3). Vztah (4) vyplyva z toho, Ze pri pevnom f existuje (n) réznych

/
(koneénych) postupnosti ¢, ¢,, ..., ¢,, obsahujacich prave f ¢lenov rovnych 1,
a z vysledku vety 2 prace [1]. Aby sme odhadli pravd stranu v (4), vyjdeme
7z identity:

"

z (?) 2yt = ur, (5)

f-0
kde g =n — f, w = x + y.
Polozme » = # — y a na identitu (5) uskutoénime postupne opericiu za-

o . J Jo . C e y VP
pisana symbolicky: @ — — ¥ EPE Indukciou zistime, Ze pre kazdé prirodzené [
A ) y ]

ox
plati:
io
kde a,, a,, ... a, si redlne éisla, f,(n) je polyném stupna ! s kladnym koefi-

cientom pri »t. K ¢&islu & zvolme [ také velké, aby (1 — 29) =1 + 5, n > 0.
Podrzme toto I v nasledujicom pevne a nech uz n == 21. V (6) poloZme x = y =
“1->u =2, v = 0. Pre dost velké n budeme mat:

n

Z 21;‘ (f) (f— g <cem, ¢ > 0.

=0



Delme tato nerovnost n# a nasobme n®?, dostaneme:

n

2l
LN (F g\ e 0 G
on f | n T opld—edy T nltu’

\
f=0
Pomocou rovnosti f + ¢ = » upravime lavi stranu a dostaneme:

n

S A Y S BN
é;; n 2 -~ 2-’ nl’*‘l/ - n1+:) 2 Cy = .

f=0 o

SO
f

"1 [n . 2l .

f

odtial:

o
Kedze Z P + oo vyplyva z poslednej nerovnosti uz znamym spdsobom

1
(pozri dokaz vety 1): u[A(e)] =0, kde A(¢) = lim sup 4A(n, ). Polozme

n—>wo

A = U A ( 1), A je zrejme mnozina vSetkych tych v € IV, pre ktord

k i
=1
{(1(12—@ — ; ) o }m nekonverguje k 0. Teda pre skoro vietky 2 € W je I 'i:ﬁll) —
1

1] n
=y In" = o(l) = f(n, x) = 2 -+ o(n®).

Aj Chindinov vysledok obsiahnuty v praci [3] mozno preniest na nase rady.
Chinéin, ako je zname, ukazal (pozri [3]), ze ak p(n, x) znadéi pocet nil na
prvych n miestach v dyadickom rozvoji ¢éisla « € (0, 1), t. j. p(n, a) je podet

LY &

xL
3 O 1 3 1 Ul o S Y — .
nul v konecénej postupnosti ¢, ¢,, ... ¢,, pricom x = Z S5 (e, =1 alebo 0

n=1

pre n = 1,2,3, ...), potom pre skoro vietky € (0, 1) plati:
p(n, x) = Z + O (ynlog log ) .

Najprv si blizsie vSimneme $truktiru mnoziny W prislusnej k danému radu
w
A = Z all’ a}l > ()’ (Lil > R‘l(n — 1’ 29 31 A ‘)‘
1

Vynechanim intervalu A} = (—a, + R, ¢, — R,) 7 intervalu —d..d4



dostaneme mnozinu I, pozostadvajiicu z dvoch intervalov 7} —= " —A4, a, + R,>
a i} = (a, — R,, A), kazdy z nich mé dizku 2R,.

Vynechanim intervalu 4% = (—a, — @, + R,, —a, + a, — R;) z intervalu ¢}
dostaneme dva intervaly 1} a ¢} patriace k I, a to: i} = (—4, —a, — a, + R,
a i3 =<{—a,+ ay, — Ry, —a, + R>. Podobne vynechanim intervalu A4} =
= (@, — ay + Ry, a; + a, — R,) z intervalu 3} dostaneme dva intervaly 3, i
mnoziny I,, a to: 23 =<{a, — Ry, 2, — ay + By, 5= <a, + a5 — R,, A)*
Teda I, pozostiva zo Styroch intervalov ¢}, ¢3, ¢}, ¢3. KaZdy z intervalov
ig(m =1, 2,3, 4) m4 dlzku 2R,. Interval 4! nazyvame styénym intervalom
(mnoziny W) prvého poradia, A%k = 1, 2) nazyvame styénymi intervalmi
druhého poradia.

V konstrukeii mozno pokradovat dalej. Nech uz sme zostrojili mnozinu 1,

pozostivajicu z 2* intervalov i7(m = 1,2, ... 27) (kazdy z nich ma dizku
2R)). Teda ¢} =<{—4, —a, —a,— ... —a, + Ry, i = {(—a, — ... -
—-a,, +a, — R,, —a;, — ... — a,, {— a, + R,> atd., " = (ga; +

.+ea, — R, g0, + . + ea, + R)>.

Pre kazdy interval 7* je charakterlstlcke, Ze vietky éisla « € W, ktoré patria
do ¢, maja vo svojich znamienkovych rozvojoch na prvych » miestach tie
isté faktory ¢, ako lavy (a tiez pra,vy) koncovy bod intervalu . Budeme
hovorit, Ze postupnost: ¢,, &, &, ... s, patri k intervalu i, kde 1" = (ga, +
+ ... Fea, — R, g0, + ... +¢,0, + R,>, a tieZ naopak. Vynechanim
qtycnych intervalov 4%, v pocte 2n (z i vynechame A", = (ga, + ... +
‘e, —a, g+ Ry, ga 4+ ...+ e, + ., — R,.,)), dostaneme 2'“rl

(o]
intervalov tvoriacich mnozinu [, ,,. Pritom W = n I, a pre stru¢nost ozna-
n=1 on

, ako aj mnoZinu U ¢ (neméze

m=1
dojst k nedorozumeniu). Pre pevné n je teda (—4, A> zjednotenim 2* inter-
valov ¢ mnoziny I, a styénych intervalov 4;, 1 <k <n, 1 <[ =< 2%1,
Pre pevné n definujme dalej funkciu 6,(z) takto: Na styénych intervaloch
1., 1 <k <n, 1 <l < 2¥1 kladieme b,(x) = 0 a na intervaloch #*(m = 1,
2. ... 2% kladieme b,(x) = —1 alebo 1 podla toho, & m je neparne alebo

dujeme znakom I, mnozinu {d}, 2, ... 2"}

parne. Teda ak x = Z e,a, €W, potom b,(z) =1 <=¢, = 1.

Polozme ¢, (: Z b.(x) pre kazdé xe< A, A>. Pre v € W je ¢ (x) =
l i

= f(n, ) — g(n, x), a teda > lp. ()] = H (n, x) — Z“ .

Lemma l. Nech k,, k,, ... k, st nawayom rozne prirodzené &isla a ny, xy, ... x,

81 celé nezdporné, nie siucasne rovné nule. Potom integrdl
A

[ e @@ .. (b @) da

—A



md hodnotw 0, ak aspoi jedno z Eisel x; je nepdrne; v opacnom pripade md hodnotu
QWHIR,,, kde ky je najvilésie z isel k; také, fe x; > 0.

Dékaz: Poznamenajme, ze kladieme 0 = 1. Nech «~; st vietky pdrne

a nech (bez ujmy na vSeobecnosti) je ky, <k, < ... <k, a k;, je najvicsie
spomedzi k; také, Zze n; > 0 (teda w;,; = ... =, = 0). Myslime si "—d, A4

rozloZeny na intervaly ij, systému [, a stytné intervaly 43, | <r < k,.
I <s < 2771 Potom funkcia pod integraénym znakom je rovna 1 na kazdom
'i;’.;(m =1,2,...2%) a rovna nule vS8ade inde. Teda hodnota integralu je
2k 2Ry, = 2000 Ry,

Ak aspon jedno x; je neparne, lahko médzeme zistit, ze funkcia pod znakom
integréla je rovnd —1 na 2%~! a rovnd 1 na 2%~ intervaloch systému /,,.
pritom k; ma rovnaky vyznam ako prv. Vsade inde je hodnota tej funkcie 0.
7 toho je uz tvrdenie zrejmé.

Lemma 2. Nech n, g si privodzené ¢isia, ¢, = 0,¢, = 0, ... ¢, = 0, ¢(¢ == s
2, ... q) celé a mech ¢, - ¢y + ... -} ¢, = n. Potom plati:
1 )
ale! ...¢)!

q

(2e0)! (2¢9)! ... (2¢,)! T 2+
Dokaz: Pozri [3]!
Nech je v dalsom u(W) > 0.
Lemma 3. Nech p,, p,, - .. p, st redlne Eisla, ktoré nie si siicasne rorné nule-
Nech E(0) znaét mnoZinu vietkych tijch x€(—A, A>, pre ktoré ' pb,(x) -
62
o pby(x) | =0 > 0. Potom plati: u(E(©®)) < cexp | — - ——\ u(W).

"

2> 2

—— t

! 1
kde ¢ je absolitna konstanta.

Dokaz: Polozme m =| - |. Zrejme sa stadi v dokaze obmedzit na

pripad m = 1. Podla lemmy 1 dostavame:

#ou(BO) = [ o) + o pbue)P da =

< ] [paby() + ... -+ pb ()" da =

_ z P B i
(2“1)! LRI (2“")' ala)
@ cta, =m
a; =0



pritom prirodzené &islo n(~) zdvisi od systému ~y, xp, ... ~, (pozri lemmu 1).
Dalej podla lemmy 2 je:

1 1 1
B <
(209)! oo (20)! T 2! L !
a 2R, - u(W) (pozri [1]). Z toho mame:
(2m)! mipi™ .. opatn
2 u(B(0)) < cy(W Sy Z R
[ N T L2

N
u.‘-ZU

Om n "
= cllu(W) ‘)mm)l l’\ p12] .

gl . - 2m)! 2\"
Pomocou Stirlingovej formuly sa l'ahko zisti, Ze (2m) < ¢ (-e ) m™, a teda:

2myp | 2
w(B©) < eu(W)| — | <eyeu(W) <
< c,exp [l — ‘?2 w(W)y=cexp [ — (?2 ),u(W)
22, p} 22, pt
1 1

Vsetky dalSie pomocné vety sa daji dokazat rovnako ako v citovanej
Chinéinovej praci, ale s tym rozdielom, Ze na pravej strane nerovnosti vystupi
este faktor u(W). Preto v dalSom uvedieme len znenie ostatnych pomocnych
viet.

x
Nech £, (6) znad¢i mnozinu v8etkych tych x € (— 4, 4>, pre ktore " ﬁ(:%)
Pritom je y(x) nejakd spojita a kladna funkcia pre x > 0, ktora ms pre a = 0

¥(@)

derivaciu pre a > 0 sphiujicu podmienku: 0 < y'(z) < o

Lemma 4. Plati:

2
— ‘—i p(i)

u(E,8)) < e

kde ¢ je konstanta z lemmy 3.
Nech £, ,(8) je mnozina vietkych tych x € (— A4, A, pre ktoré:

- (W),

9@ ppl@) |

av@  {pv(p)
Lemma 5. Pre 0 < p < q¢ < 2p je

3% py(p)

w(E, 0) <ce T 17 w(W).



Nech ¢, ,(d) je mnozina vsetkych tych x € (—4, A>, pre ktoré aspon jedno

7z nasledujtcich &isel
| P(®)

Y gw(g) Hw( 9)
je vidssie ako 4.

!,q: L, ...p+r
|

Lemma 6. Pre 0 << p < p -+ r << 2p je
bl !)_1_/1( P)

M(ep,,(é)) <cpe * L u(W).

Veta 3. Nech y(W) > 0. Potom pre skoro vietky x € W (v zmysle Lebes-

guovej miery) plati:

fn, @) =" 4 0 (Yulog log n) .

Dokaz: UkdZzeme dokonca, Ze pre skoro vsetky » € (—A, 4" je

Tim | G
n—® ]/n ]og 100 n l

Pre celé m >0 a k celé, 0 <k < m, kladieme 7T, , = l;zm + k gv‘] 4 1.
: m

Potom podla lemmy 4, ak p(n) = loglogn, § = 2 + ¢, ¢ ~ 0 a namiesto n

piseme 7', ., dostaneme:

w(By, () -<ceXP( & ‘g“) log log { —,/;7 }) wW) <

<L cexp (—(2 4 ¢) [log m + log log 2]) u(W) = K(e) m @+

K (e) zavisi len od ¢ a od w(W) (ale u(W) je u nis pevné).
Rad:
Z‘“ - ), 0<k<m; m=1223, ...

konverguje, pretoze

m-—1 =

S B, 0 < Ko s S s
1

pre skoro vSetky xz € {—A, 4) je (pozri dokaz vety 1)

lim |- <;0,”k(”c) l§(3:2+£
oo || T, loglog T,

a kedZe ¢ > 0 bolo Tubovolné, dostaneme z toho:

! |
lim | "(x-?---_ =2
Rore l / T,,, & log log T,

10
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PPo druhé pouzijeme lemmu 6 pri volbe y(n) =loglogn, § >0, p="T,,
2 n meH

r= Ty — Tar < m + 1<

PoloZzme este
M, (0) = ep

mkr Tm,k+1~ T, k(a)
dostaneme:

. 9* (m2m + k2") (log m + log log 2 ]
/"(Mm,lc((s)) < c'2m exp( 4( : + )(2m1 g 10Z )) (W) —
2
< ¢27 . exp ( 04 m (log m -+ log log 2))

= ¢’27 exp (—L(6) m (log m + log log 2)) .

[(6) > 0, L(d) zavisi len od d; ¢’ > 0, ¢’ nezavisi od m, k.

Pre dost velké m je

(M, (0)) < ¢ exp (—m {L(d)(log m + log log 2) — log 2}) < ¢ e .

Dalej sa lahko zisti, %e > (M, (8)) < + oo, ateda mnozina vietkych tych

m=1

0<k<m
r €{(—A, A, ktoré patria do nekoneéne mnoho M, ;(d), ma mieru 0 (to sa
rovnako zisti ako pri dokaze vety 1). Teda pre skoro vsetky xz€(—4, 4)

plati (7) a dalej existuje podla naposledy dokdzaného M*, M*c(—A, A,
w(M*) = 24 s touto vlastnostou:

Ku kazdému x € M* existuje n, -= n,(x, §) také, Ze pre kazdé n = n, plati:
(,p"(j),, Pl (2 . ,J <, (8)
l n log logn VT, ; log log T,

pri¢om m, k st definované nerovnostami: 7', , <n < T, ;.

Ak oznadime znakom M ** mnozinu vietkych tych r€(—A4, A,

,, pre ktoré
plati (7), pre kazdé x € M* n M** je

lim I ,(p"i?i),,;,ﬁl <240,

a> | Jn log log n |

a kedze 0 je [ubovolné kladné &islo, vyplyva z toho pre kazdé x € M* n M**
platnost nerovnosti:

I e 9)
e | 0 log log n |

11



Zrejme pu(M* n M**) = 24, teda (9) plati pre skoro vSetky x € —A, 4>,
a tak aj pre skoro vietky x € W. Vcelku pre skoro vietky » € W je

n |
f(n, x) — 9
-

li’lil 7 [
w>o | Jm loglogn

Poznamka: Ak x € W, existuje 4 také, ze x € 4} = b;(x) = 0 pre i = k.

k41, k42 ... > g (x) =0@) = lim ; B -
n—>x | Jn log logn

Pre tieto x je teda (9) spinené trivialne.
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ABCOJIOTHO CXO4ANNECH P IbBI
N IBOUYHBIE JPOBUM

THUNBOP HMAJAT

BuiBo;int

Jra pabora mcXouuT HenocpejcrBenno #3 paborn [1] n [3]. Awrop .10kaseiBaetr B 9TOH
pabore HeKOTOPHIEe Teopembl, MOR0OHBIC TeopeMaM O pasile/ieHHn udp B IBOMYHBIX Ipodax
\CHCTBHTE/BHLIX YHCEI.

ITycts W 3HAUMT MHOMKECTBO BCEX TAKMX jICHCTBHTENBHBIX UHCC., KOTOPBIC MOKHO Bhi-
PABHTE B CICAYIOLIEM BHJE:

o«

xo-= \ Enlt, . &y =1 wam - - L= 1.2,3, ...),
pa
1
oL
npuuesm 4 = > a, (1) — QUKRCHPOBAHHBIN ¢ XOHAUUIICH PSUL € TOTOKATE THHBIMM YL 1CTTAMT!.
Z
i
w
Gy > Rn = > Ayt ke (’N =1,2.3, .. L)
E=1

llyers u(W) obosrauaer mepy .JleGera jusa muomectBa W n nvers p(W) > 0 (31010
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0

MOMHO 0cTHuL puidopoM paaa (1)). Odvsnaunm vepes f(n, @) woaundecTBo uncen 1 1 nocie-
£y, LIPHUCN & == Z e,a, € W.
1

£y Eys

JOBATETLHOCTN
Noroa (reopesiac 1) nouru Bee @ € Wy (0BIeTBOPAIOT PABEHCTRY

o fye) 1
D*(f, x) = jl_r)rqlc n ot

(ITa Teopema 10,1001na u3BecTHol Teopeme Bopeaa o pazjieaeHun iiiGp B ABOHUYIBIN JPOOH X

ACHCTBUTCABHBIX THCCT.)
IBTAT (2) MOKUO IACATL TAKHC B caeavionen sije:  Houru see a € W osuhiosnsnor

Peays
"
“o(n)¢t.

pasencertso: f(n, x) 5
JlaibHeHIIE TCOPEMDL, KOTOPLIC ABTOD JOKABLIBACT, 110/b3yHeH YI00HBIM TIpUMEHCHHEeN
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Zusammenfassunyg

Diese Arbeit kniipft unmittelbar an die Arbeiten [1] und [3] an. In der Arbeit beweist
0
NG

man einige Sitze, analogische zu einigen Sitzen, welehe fur die dvadischen Entwicklungen
i CEuy,
o

1

celten.,
s sei B die Menge aller derjenigen veellen Zahlen o, welehe die Gestalt
o
1 oder 1 (» 1.2,3. .. ) und o == > a, (1) ist cine feste konver-
L
, 2, 3, L) Es bedeute

haben. dabei ¢,
1
(lll’i /l/ (“’ = l
1

fi=

o
gente Reihe mit positiven Gliedem, a, — R, >
£,

(1) das Lebesguesche MaB  der Menge W ound es sei (W) = 0 (das ist zu erreichen
). Hs bedeute f(n, 2) die Anzahl der Zahlen 1 in der Folge:

durch die Wahl der Reihe (1)
&, . dabei x iz-‘,,/l,, € W.
1
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Dann gilt (Satz 1) fir fast alle « € W (im Sinne des Lebesgueschen MaBes)

D*(f, &) =1lim 1('"_7;%') _ 1 )

—> 0 2

(Der analoge Satz zum Satze von Borel iiber die dyadischen Entwicklungen der recllen
Zahlen.)
Das Ergebnis (2) kann man in dieser Form schreiben: , Fir fast alle v € W ¢ilt

fn, @) == = + o(n)*.

Dic weiteren Sitze, welche der Verfasser mit einer passenden Modifikation der Mctho-
den von Hausdorff und Chinéin beweist, verschiirfen das Ergebnis des Satzes 1 im solchen
Sinne, daf} das Glied o(n) mit einem Glied von kleinerer Ordnung ersetzt, wird.

Satz 2. Ks se: ~;~ < x <1

Dann fiir fast alle € € W gilt:
f(n, x) = % 4+ o(nx).

Satz 3. Fiir fast alle x € W galt:

fin, 2) = 5 + 0 (fnloglog ).
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