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MATEMATICKO-FYZIKÁUNTY ČASOPIS SAV, X, 1-1960 

O P O L O G R U P Á C H , KTORÝCH K A Z D Y EAVÝ I D E Á L 
MÁ J E D N O S T R A N N Ú J E D N O T K U 

B L A N K A K O L I B I A R O V Á , Brat i s lava 

V práci [1] skúmal V o r o b j e v strukturu pologrúp, ktorých každý lavý 
ideál má jednotku. V predloženej práci zaoberáme sa pologrupami, ktorých 
každý lavý ideál má lavú (pravú) jednotku. Ukážeme, že v týchto polo-
grupách každý lavý ideál musí mať obojstrannú jednotku, t . j . že sú to polo-
grupy typu študovaného Vorobjevom. Okrem viet o struktuře týchto pologrúp 
dokážeme vetu o konštrukcii takýchto pologrúp. 

Budeme hovořit, že pologrupa je: 
1. typu A, ak každý jej lavý ideál L má právě jednu pravú jednotku e 

(t. j . ae = a pre každé a € L), 

2. typu B, ak každý jej lavý ideál L má právě jednu lavú jednotku e 
(t. j . ea = a pre každé a € L). 

Znakom (x)L označme lavý hlavný ideál v S : (x)L = Sx u {x}. J e to 
naj menší lavý ideál obsahuj úci prvok x. 

Lemma 1. Idempotent e lubovolnej pologrupy S je pravou jednotkou v lavom 
ideále (e)L = Se. Ak S je typu B, je e aj lávou jednotkou toho ideálu. 

D ó k a z . Prvé tvrdenie je zřejmé. Ak S je typu B, má lavý ideál (e)L lavú 
jednotku e\ Potom e' = se, kde s € S. Z toho e' = se = see = e'e. Ale e' bola 
v (e)L lává jednotka, teda e'e = e. Dostáváme e = e'. 

Lemma 2. Lavé ideály pologrupy S typu A sú vztahom inklúzie usporiadané 
do retazca. Přitom každá množina lavých ideálov má najváčší prvok. 

D ó k a z . Nech L±, L2 sú lavé ideály v $ s pravými jednotkami e 1 ? e2. Nech 
L = Lx u L2 má pravú jednotku e. Potom b u d e € L1 ; teda e = e t , buď 
e € L2, teda e = e2. Nech e = ex; potom pre x € L2 platí x = xe = xex € Lx, 
teda L2 C Lx. V případe e = e2 dostáváme podobné Lx C L2. 

Teraz ukážeme, že každý rastúci reťazec lavých ideálov má najváčší prvok. 
Naprv ukážeme, ak dva lavé ideály Lx, L2v S majú tú istú pravú jednotku e, 

potom Lx = L2. — Nech napr. Lx C L2. Pretože Lx je lavý ideál a e € Llf 

musí L2 = L2e C Lx, z čoho Lx = L2. 
Uvažujme teraz rastúci reťazec lavých ideálov. Súčet všetkých ideálov 

retazca je zrejme lavý ideál, má podlá předpokladu pravú jednotku e. Tá však 
je prvkom súčtu, teda je prvkom nějakého ideálu z retazca a je v tom ideáli 
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pravou jednotkou. Podlá predchádzajúceho sa teda súčet ideálov rovná ně­
jakému prvku reťazca, teda reťazec má najváčší prvok. 

Označme množinu idempotentov v S znakom I(S). 

Lemma 3. Nech S je pologrupa typu A (typu B). Nech ex, e2€ I(S). Potom 
platí buď exe2 = e2ex = ex, buď exe2 = e2ex = e2. 

D ó k a z . a) Nech S je typu A. Podlá lemmy 1 je e{ pravou jednotkou v lavorri 
ideáli Li = Set (i = 1, 2). Podlá lemmy 2 je buď Lx C L2, buď L2 C Lx. — 
Nech i , C L 2 . Pretože e2 je pravá jednotka v L2, je exe2 = ex. Ďalej je zrejme 
e2exčLx\ e2ex je pravá jednotka v Lx. Nech totiž x€Lx, potom x(e2ex) = 
= (^2) ei = xei " ^- ^ e P r e t °že v ^ i j e právě jedna pravá jednotka ex, 
je e2ex = ex. — V případe L2 C Z,-, tak isto ukážeme, že exe2 = e2ex = e2. 

b) Nech S je typu B. Uvažujme lavý ideál v S tvaru L = (ex)L u (e2)L. 
Pretože S je typu B, má L lavú jednotku e; pre ňu platí: buď e € (ex)L, buď 

e € (e2) t __ Nech e £ (ei)L. Pretože podlá lemmy 1 má (ex)L lavú jednotku ex. 
musí e = ex. To značí, že v L platí exe2 = e2. 

Třeba ešte ukázat, že e2ex = e2. Platí (e2ex) (e2ex) = e^e^g) ex = e2e1; teda 
e2ex je idempotent. Přitom e2e1€(e])7y. Označme e2ex = e\. Uvažujme lavý 
ideál U = (e\)T u (e2)7>. e\ je v U lávou jednotkou, pretože (použijeme to, 
že ex je lává jednotka v L) pre y 6 (e2)/y platí e\y = (e2ex) y = e2(exy) = e2y = y 
a pre y € (ej)L je e\y == ?/ podlá lemmy 1. Ale v i / je lávou jednotkou aj e2, 
pretože pre x € (ei)/y je e2;r = e2(e\x) = e2(e2ex) x = e2exx = e[x = x. Pretože 
v U je právě jedna 1'avá jednotka, musí e2 = e\, to značí e2ex = e2, q . e . d. 

V případe, že e € (e2)L dostáváme podobné e2ex = exe2 = ex. 
Zaveďme v I(S) reláciu <^ takto: 

Definícia 1. Budeme hovořit, ze ex ^ e2 vtedy a len vtedy, keď exe2 = ex. 

Lemma 4. Množina I(S) v pologrupe typu A alebo B je vzhladom na reláciu 
danú definíciou 1 usporiadaná (reiazec). Přitom každá podmnožina množiny 
I(S) má najvácši prvok. 

D ó k a z . Tvrdenie o retazci vyplývá z lemmy 3. 
Majme množinu idempotentov {e7}./€; . Nech L je súčet lavých ideálov 

(ey)L = Sey (y € F), ktorých pravé (lavé)1 jednotky sú ey. Potom L je lavý 
ideál s pravou (lávou) jednotkou e, teda eye = ey, (ee? = e.,), čiže ey ^ e pre 
všetky y € F. Přitom e patří do uvažovanej množiny idempotentov, je totiž 
prvkom niektorého ideálu (ey)L. Teda e je najváčší prvok v uvažovanej množině 
idempotentov. 

D ó s l e d o k . Pologrupa, ktorej každý prvok je idempotentný a ktorej 
každý lavý ideál má pravú (lavú) jednotku, je polosváz. Tento polosváz je 
retazcom, ktorého každá podmnožina má najváčší prvok. 

1 Tu a v dalšom výrok v zátvorke vztahuje sa na pologrupy typu B, výrok před 
zátvorkou na pologrupy typu A. 
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Lemma 5. V pologrupe S typu A (typu B) platí (x)L = Sx. 
D ó k a z . a) Nech S je typu A. Nech e je pravá jednotka v (x)L. Potom 

existuje s € S také, že e = sx, teda x = xe = #(sx) = (xs) a; € ##. Teda 
(x)^ = $#. 

b) Pre pologrupu typu B je tvrdenie zřejmé. 

Lemma 6. V pologrupe S typu A (typu B) platí pre lavý ideál L s pravou 
(lávou) jednotkou e vztah L = Se ( = (e)L). (T. j . každý lavý ideál je hlavný, 
vytvořený svojou pravou (lávou) jednotkou.) 

D ó k a z . a) Nech pologrupa S je typu A. Potom L = Le C Se C L. Teda 
L = Se. 

b) Nech pologrupa S je typu B. Najprv dokážeme, ak (x)L má lavú jed­
notku e, platí (x)L = (e)L. 

Zrejme (e)L C (x)L. 
Ďalej je e € (x)L, teda e = sx pre isté s € /Si. Ukážeme, že e £ (8)^; nech (s)7 

má lavú jednotku e\ Potom podlá lemmy 4 buď e' ^ e, buď e ^ e\ Nech 
e' fg e. Platí 5 = e's. Potom zo vztahu e = sx vyplývá e = (e's) x = e'(8#) = 
= e'e, teda e íg e\ takže e = e\ Potom však e € (s)L. Nech e ^ e\ Potom 
zrejme e = ee' € (8)L. Dostáváme teda: e = s's pre isté 8' € $. 

Platí # = ex, teda x = (8's) x = 8'(8#) = 8'e, čiže x € (e)L, teda (x)L C (e)L, 
Úhrnom dostáváme (x)L = (e)L. 
Nech L je lavý ideál v $ s lávou jednotkou e. Teda (e)L C L. Ale pre každý 

prvok x € L platí (x)7 = (e)L, teda každý prvok x € Z/ sa d á p í s a ť v tvare 
x = se pre s € S. Teda L C (e)L. 

Úhrnom dostáváme L = (e)L. 

Veta 1. Každá pologrupa typu B ?e pologrupou typu A. 
Dókaz vyplývá z lemmy 6 a 1. 
Vzhladom na vetu 1 nám v ďalšom stačí vyšetřovat pologrupy typu A. 

Všade v ďalšom S značí pologrupu tohoto typu. 

Lemma 7. Množina I(S) s reláciou ^ je usporiadaná množina (retazec), 
izomorfná s množinou lavých ideálov, usporiadaných množinovou inklúziou. 
Idempotentu e odpovedá v tomto izomorfizme lavý ideál (e)L. 

D ó k a z . Nech I je množina všetkých lavých ideálov. Že množiny I(S) a I 
s příslušnými reláciami sú usporiadané, vyplývá z lemmy 4 a 2. — Nech op je 
zobrazenie, ktoré každému prvku e€l(S) priraďuje lavý ideál (e)L. Podlá 
lemmy 6 <p zobrazuje I(S) na I. Ak e1 =£ e2, je (e1)L ^ (e2)L (ináč by ideál (e1)L 

mal dve rózne pravé jednotky e1 ? e2), teda zobrazenie 9? je prosté. Ak ex 5̂  e2, 
je ex = exe2, teda (e1)L C (e2)/y. Z toho vyplývá tvrdenie. 

Definícia 2. Množinu prvkov vytvárajúcich tenze lavý hlavný ideál nazveme 
lávou triedou (znak FL). Lavú triedu prvkov vytvárajúcich ideál (x)L označíme 
FL(x). 
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Označme v dalšom symbolom u FL(ef) súčet tých FL tried F^), pre 
ei<Le 

ktoré platí e,- ^ e. 
P o z n á m k a 1. Každá ^-(spojník) trieda obsahuje len jeden idempotent.-

Ak totiž idempotenty e, e' patria do tej istej .F7-triedy, platí (e)L = (e')/y, 
teda vzhladom na lemmu 7 e = e\ 

Lemma 8. V pologrupe S platí (e)L = u FL(ei)> 
ei<^e 

D ó k a z . Zrejme ak e ,€(e) x , tak FL(ei) C (et-)L C (e)L. Teda pre eL ^ e 
platí i^L(e,) C (e)L. ' ' ' 

Obrátene, nech xe(e)L. Podlá lemmy 6 platí (x)}•j = (eť)L pre nějaký 
idempotent e ř, takže # € FL(e{). Pretože (e-)L = (x)L C (e)L, je podlá lemmy 7 
e,. ^ e. 

Lemma 9. Nech v S sú FL-triedy podpologrupy. Nech L je lavý ideál v S. 
Potom každý lavý ideál L' v L j.e lavým ideálom v S. 

D ó k a z . Nech x eL', xeFL(e). Pretože exeFL(e),preistéseS jee = sex. Ale 
se eL, ted&eeL', t. j . L' má pravú jednotku, označme ju e\ Podlá lemmy 8 
je SL = S(Le') = (SL)e' Le' = L'. 

D ó s l e d o k . Nech L je lavý ideál v pologrupe S. Potom 1'avé triedy v L 
(ako pologrupe) sú tie isté ako v pologrupe S. 

Lemma 10. Nech L je lavý hlavný ideál v S vytvořený prvkom x. Potom 
L = Lx. 
D ó k a z . Zrejme Lx C L. 
Nech e je pravá jednotka ideálu L. Potom e = sx pre isté s e S. Teda 

L = Le = Lsx C Lx. — 
Spolu L = Lx. 

Lemma 11. Nech e' <^ e, xeFL(e), yeFL(e'). Potom xyeFL(e'). Nech 
Ffj(e') ^ íe'}> potom yxeFL(e'). 

D ó k a z . Označme Se = L, Se' = L'. 
a) Ukážeme, že xy e FL(e'). Vzhladom na lemmu 5 a 10 platí Sxy = (Sx) y = 

= Ly C L' = L'y C Ly, z čoho Sxy = L'. Prvok xy vytvára ideál L', t e d a 
xyeFL(e'). 

b) Třeba ukázat, že yx e FL(e'). 
1. Najprv ukážeme, že yx e u FL(e(). 

e'<Lei<Le 

Platí Syx = (Sy) x = L'x. L'x je lavý ideál, nech jeho pravá jednotka je e*. 
Platí teda yxeFL(e*). J e (L'x) e' = L'(xe'), xe'eFL(e') (podlá a), teda 
(L'x) e' = L'. Ak by bolo e* ^ e\ e* ^ e\ bol by prvok e' pravou jed­
notkou v L'x, teda (L'x) e' = L'x. Platilo by potom L'x = L', čo je v spore 
s e* -=£ e\ Teda e' ^ e*. Pretože L'x C L, je e* ^ e. Z toho vyplývá, že 
yx e u FL(ei). Ak e = e!, z a), b) vyplývá, že #7- tr iedy sú podpologrupy v S. 

e'<Lei<Le 

2. S' = u Fj^e,) je podlá a ) a b ) 1. podpologrupa v S. Podlá a) je ďalej 
"'^ei<Le 
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FL(e') lavý ideál v S'. Ukážeme, že je minimálnym lavým ideálom v S'. 
Ak totiž L C FL(e') je lavý ideál v S', j e i u u FL(ea) (ea =£ e') — ako vyplývá 

ea<e' 

z a) — lavý ideál v S'. Z toho vyplývá podlá lemmy 8 a 9 L = FLj(e'), teda 
FL(e') je skutočne minimálny. 

Vzhladom na vetu 5, 1 z práce [2], pretože S' je pologrupa bez nuly 
(FL(e') •=£ {e'}) a má minimálny lavý ideál, ktorý obsahuje idempotent, je 
súcet minimálnych lavých ideálov rovný súctu minimálnych pravých ideálov, 
pričom každý minimálny pravý ideál je vytvořený idempotentom. Teda 
Ffj(e') je minimálny pravý ideál v S' a platí FL(e') = e'S'. To značí yx € FL(e'). 

D ó s l e d o k . FL — triedy pologrupy S sú podpologrupy pologrupy S. 

Veta 2. Pologrupa typu A je súctom disjunktných grup, ktorými sú FL triedy. 

D ó k a z . V případe, že FL(e) = {e} je FL(e) grupa. Nech FL(e) =£ {e}. 
Potom je FTj(e) pologrupa bez nuly s pravou jednotkou e. Avšak z dókazu 
lemmy 11 vyplývá z časti b) 2. dókazu (zvolíme S' = FL(e'), e = e) FT(e) = 
= eFj(e), teda e je jednotka v FL(e). Nech xeFL(e). Potom platí L = (e)L = 
(x)L = Lx (lemma 10), teda existuje s 6 í také, že e = sx. Vzhladom 
na lemmu 11 musí s čFTj(e). Vzhladom na to, že FTj(e) je minimálny pravý 
ideál, ukážeme podobné, že existuje také 8' eFL(e), že platí e = xs'. To značí, 
že FL(e) je grupa. 

Lemma 12. Nech S je pologrupa typu A, nech xčFL(e), nech e' ^ e,F}j(e) = 
= {e'}. Potom e'x = e'. -

D ó k a z . Nech e'x eFL(e*); potom e' ^ e*. (Z dókazu lemmy 11 vyplývá, 
že e' ^ e* fg e.) Pretože FL(e*) je grupa, existuje 8 € FTj(e*) také, že se'x = e*. 
Ale podlá lemmy 11 je 8e' = e'. Teda e* = e'x. Potom však e' = e'e* = 
= e'e'x = e'x = e*. Teda e'x = e'. 

Z lemmy 11 a 12 vyplývá: 

Veta 3. Rozklad pologrupy S typu A na lavé FL triedy je vytvárajúci. Pří­
slušná faktorová pologrupa, je izomofrná s pologrupou idempotentov I(S). 

Veta 4. V pologrupe S typu A má každý lavý ideál jednotku. 
D ó k a z . Nech L je lavý ideál v S, nech e je jeho pravá jednotka. Nech 

xeL, xčFL(e'). Podlá vety 2 je FL(e') grupa s jednotkou e'. Teda xe' = 
— e'x = x. Vzhladom na lemmu 8 a 6 je ee' = e'. Teda ex = e(e'x) = (ee') x = 
= e'x = x, q. a. d. 

Z viet 1 a 4 vyplývá, že pologrupy typu A a B sú pologrupami typu, ktorý 
vyšetřoval V o r o b j e v v práci [1]. Uveďme niektoré ďalšie vety o pologrupách 
tohto typu, ktoré vyplývajú z predošlých úvah a z ktorých niektoré (tvrde-
nie I—IV) sú (popřípadě v inej formulácii) obsiahnuté aj v práci [1]. 

I. Nutná a postačujúca podmienka, aby pologrupa S bola typu A alebo B, 
je, aby boli splněné tieto dve podmienky: 

1. S je súčtom disjunktných podpologrúp, ktoré sú grupami, 
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2. idempotenty v S tvoria podpologrupu v S, ktorej každý ideál má jed­
notku. (Podlá dósledku lemmy 4 je to retazec, v ktorom každá podmnožina 
má najvácší prvok.) 

Lahko sa dá ukázat, že tvrdenie I je ekvivalentně s větou 1 [1]. 
I I . Každý jednostranný ideál v pologrupe typu A alebo B je súčasne 

oboj stranným ideálom v S ([1] dósledok 3). 
I I I . Ak v pologrupe má každý lavý ideál jednotku, má aj každý pravý 

ideál jednotku ([1] dósledok 2). 
IV. Nutná a postačujúca podmienka, aby v pologrupe S typu A alebo B 

bolo M ideálom, je, aby M = u G(e(), pričom N je ideálom v pologrupe 

idempotentov. 
Uvedieme teraz spósob konštrukcie pologrupy, ktorej každý jednostranný 

ideál má jednotku. Platí tvrdenie: 
V. Každá pologrupa 8, v ktorej každý lavý alebo každý pravý ideál má 

jednotku, sa dá vytvořit takouto konštrukciou: 
Zvolme retazec J = {ea}, v ktorom každá neprázdná podmnožina má naj­

vácší prvok. Nech eyea = eae^ = ea, vtedy a len vtedy, keď v J platí ea <̂  e .̂ 
Množina J s touto operáciou je pologrupa. Každému prvku ea € J přiřaďme 
grupu G(ea) s jednotkou e a . Ku každej dvojici eť, ek, kde eiek = ek, přiřaďme 
homomorfné zobrazenie grupy G(e{) do G(ek) (označme ho <pi). Přitom nech <p\ je 
identické zobrazenie G(e{) na seba. Žiadajme, aby platilo pre všetky homo-
morfizmy q)\<p\ = <p\. (Také priradenia cpi vždy existujú, stačí napr. položit 
pre i =£ k cpi(x) = ek). Nech prvky všetkých grup G(ea) tvoria množinu 8. 
Definujme na S násobenie takto: nech x € G(ei), y čG(ek), e{ek = ek. Potom 
xy = (<pix) (<ply), yx = (<ply) (<pix)-

D ó k a z . Lahko sa ukáže, že množina 8 s uvedenou operáciou násobenia je 
pologrupa. Každý lavý (pravý, obojstranný) ideál v 8 má zrejme tvar 
M = u C?(eť) pre isté e € J, pricom e je zrejme jednotka v M (nech x € M, 

et^e 

x € G(e), potom sa dá lahko zistiť, že G(e) C M). Teda v pologrupe 8 má 
každý lavý (pravý, objstranný) ideál jednotku. 

Este dokážeme, že sa každá pologrupa S, v ktorej každý lavý (každý pravý) 
ideál má jednotku, dá zostrojiť uvedeným spósobom. 

Pre uvažovánu pologrupu S platí vlastnost I. Nech x € Cr(eť), y € G(ek) 
a nech eťe;. == ek. Potom je napr. zobrazenie x -> ekx homomorfným zobra­
zením grupy G(e{) doG(ek) (platí ekx € G(ek), pozři lemmu 11 a 12). Označme ho 

<pi; nech <p\ je identické zobrazenie G(ek) na G(ek). Potom však xy = e .(xy) = 
= (ek

x) y = (<PÍX) (<ply)> Vx = (yek) x = y(ekx) = (<p\y) (cp\x). Ďalej nech 
ej < ek ^ eť a nech x e G(e{). Potom cp)cpix = <p)ekx = epkx = e$x = cp)x. 

Tým je dókaz ukončený. 
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о П О Л У Г Р У П П А Х , В С Я К И Й Л Е В Ы Й И Д Е А Л К О Т О Р Ы Х 
II М Е Е Т О Д Н О С Т О Р О Н Ю Ю Е ДII Н И Ц У 

F, Л A HKA K O Л 11 Б 11 A P 0 11 A 

В ыводы 

1> работе [1] рассматривал Воробьев структуру полугрупп, всякий левый идеал 
которых имеет единицу. В настоящей работе изучаются полугруппы, всякий левый 
идеал которых имеет левую (правую) единицу. Показывается, что в полугруппах 
этого типа левые идеалы являются главными и что они образуют (в упорядочении 
по теоретико-множественному включению) цепь, изоморфную цепи левых (правых) 
единиц левых идеалов (при этом, для левых (правых) единиц е, е', е ^ е' означает, 
что ее' = е). Наконец показывается, что Г-классы (множетсва элементов порожда­
ющих один и тот же главный идеал) являются группами, следовательно в рассматри­
ваемых полугруппах всякий левый идеал имеет единицу. Имеют место теоремы (*5* озна­
чает полугруппу): 

1. Всякий левый идеал полугруппы /̂  имеет левую (правую) единицу тогда и только 
тогда, когда выполнены следующие два условия: 

V /5* есть объединение непересекающихся частичных полугрупп, которые являются 
группами. 

2. Пдемпотепты в /51 образуют частичную полугруппу, всякий идеал которой имеет 
единицу. 

II. Пусть /5 полугруппа рассматриваемого типа. Всякий односторонний идеал в ^ 
является двусторонним идеалом и есть соединением групп, единицы которых образуют 
идеал в полугруппе идемпотентов. 

V. Всякую полугруппу »5\ всякий левый (правый) идеал которой имеет левую (пра­
вую) единицу, можно построить студующим образом: Возьмем цепь ,7 =- {еа} всякое 
непустое подмножество которой имеет наибольший элемент. Пусть ереа = еае^ = еа тогда 
и только тогда, когда в / имеет место еа ^ ев. Всякому элементу е € I поставим в со­
ответствие группу С(е) с единицей е. Всякой паре е^,ек€^, где е̂ -ед. = ек поставим 
в соответствие гомоморфное отображение О(е^) в 0(ек) (обозначим ее через <р{

к). При 
этом пусть <р\ — тождественное отображение группы 0(е%) на себя и пусть далее для 
всяких <р\, <рк имеет место <р\<рк = <рк (такие гомоморфизмы всегда существуют, например, 
если положить <р{

кх -= ек для г ф &•) Пусть $ — теоретико-множественное соединение 
всех групп 0(еа), еа € / . Определим на 8 умножение следующим образом: Пусть х €#(в»). 
у €0(ек), егек = ек. Тогда ху = (<рг

ку) (<рк

кх), ух = (<рк

су) (<р1х). 
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ÜBER HALBGRUPPEN, DEREN J E D E S LINKSTDEAL 
EIN E I N S E I T I G E S EINSELEMENT HAT 

B L A N K A K O L I B I A R O V Ä 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

In der Arbeit [1] untersuchte V o r o b j e v die Struktur der Halbgruppen, deren jedes 
Linksideal ein Einselement hat. In der vorliegenden Arbeit werden Halbgruppen, deren 
jedes Linksideal ein linksseitiges (rechtsseitiges) Einselement besitzt, behandelt. 

Es wird gezeigt, daß in derartigen Halbgruppen alle Linksideale Linkshauptideale 
sind und (angeordnet vermöge der mengentheoretischen Inklusion) eine Kette (total -
geordnete Menge) bilden, die der Ke t te der Linksseitigen (rechtsseitigen) Einselemente 
der Linksideale isomorph ist (dabei bedeutet e ^ e' für linksseitige (rechtsseitige) Eins-
elemente e, e', daß eef = e gilt). Endlich wird gezeigt, daß F-Klassen d. h. die Mengen 
derjenigen Elemente, die ein und dasselbe Linkshauptideal erzeugen) Gruppen sind, 
folglich hat in betrachteten Halbgruppen jedes Linksideal ein Einselement. Es gelten 
die Sätze (S bedeutet dabei eine Halbgruppe): 

I. Jedes Linksideal von S hat linksseitiges (rechtsseitiges) Einselernsnt genau dann, 
wenn folgende zwei Bedingungen erfüllt sind: 1. S ist eine Vereinigung von elementen-
fremden Teilhalbgruppen, die Gruppen sind. 2. Die Idempotente in S bilden eine Teil­
halbgruppe, deren jedes Ideal'ein Einselement hat. 

IL Sei S eine Halbgruppe von behandelten Typus. Jedes einseitiges Ideal von S ist 
auch zweiseitiges Ideal und ist eine Vereinigung von Gruppen, deren Einselemente ein 
Ideal der Halbgruppe von Idempotente bilden. 

V. Jede Halbgruppe S, deren jedes Linsideal Rechtsideal) ein linksseitiges (rechts­
seitiges) Einselement besitzt, kann in der folgenden Weise konstruiert werden: Wir 
wählen eine Kette (totalgeordnete Menge) J = {ea}, deren jede nicht leere Teilmenge 
ein maximales Element besitzt. Sei e^ea = eae$ = ea genau dann, wenn in J ea fg e$ gilt. 
Jedem Element e € f ordnen wir eine Gruppe G(e) mit Einselement e zu. Jedem Paar e», 
ejc€J mit eiejc = ejc ordnen wir eine homomorphe Abbildung von G(et) in G(ejc) zu (wir 
bezeichnen es mit <pk). Dabei sei (p\ die identische Abbildung von Cr(et) auf sich selbst 
und ferner für jede <p\9 (pk sei es <p\(pk = cpk. (Derartige Homomorphismen existieren, 
es genügt (pkx = ek für k 4= i erklären.) Sei nun S die mengentheoretische Vereinigung 
von Gruppen G(ea), ea€«7. Wir erklären eine Multiplikation in S wie folgt: Seien 
x €C7(ei), y €G(ek)9 e^e* = ek. D a n n xy = (cplx) (yk

ky)9 yx = (<ply) (qA-x). 
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