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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, X, 1-1960

O POLOGRUPACH, KTORYCH KAZDY LAVY IDEAL
MA JEDNOSTRANNU JEDNOTKU

BLANKA KOLIBIAROVA, Bratislava

V praci [1] skiimal Vorobjev Struktiru pologrup, ktorych kazdy lavy
idedl mé jednotku. V predloZenej praci zaoberame sa pologrupami, ktorych
kazdy lavy idedl mé lava (pravt) jednotku. UkaZeme, Ze v tychto polo-
grupéach kazdy lavy ideal musi maf obojstrannt jednotku, t. j. Ze st to polo-
grupy typu studovaného Vorobjevom. Okrem viet o Struktire tychto pologrip
dokazeme vetu o konstrukeii takychto pologrip.

Budeme hovorit, Ze pologrupa je:

L. typu A, ak kazdy jej lavy idedl L ma prave jednu prava jednotku e
(t. j. ae = a pre kazdé a € L),

2. typu B, ak kazdy jej lavy idedl L mé prave jednu lavi jednotku e
(t. j. ea = a pre kazdé a € L).

Znakom (x), oznaé¢me lavy hlavny idedl v S : (x), = Sz u {z}. Je to
najmensi lavy idedl obsahujici prvok .

Lemma 1. Idempotent e lubovolnej pologrupy S je pravou jednotkou v lavom
tdedle (e), = Se. Ak S je typu B, je e aj lavou jednotkou toho idedlu.

Doékaz. Prvé tvrdenie je zrejmé. Ak S je typu B, ma lavy idedl (e), lavia
jednotku e’. Potom e’ = se, kde s € S. Z toho ¢’ = se = see = e’e. Ale ¢’ bola
v (e), lava jednotka, teda e’e = e. Dostavame e == ¢’.

Lemma 2. Lavé idedly pologrupy S typu A si vztahom inklizie usporiadané
do retazca. Pritom kaZdd mnofina lavijch idedlov md najvicsi prvok.

Doékaz. Nech Ly, L, st lavé idedly v S s pravymi jednotkami e,, ¢,. Nech
L =IL,u L, ma pravi jednotku e. Potom bud e€ L,, teda e =e¢,, bud
e € L,, teda e = ¢,. Nech ¢ = ¢,; potom pre x € L, plati x = xe = xe, € Iy,
teda L, C L,. V pripade e = ¢, dostdvame podobne L; C L,.

Teraz ukazeme, ze kazdy rasttci retazec lavych idealov ma najvaési prvok.

Naprv ukdzeme, ak dva lavé idealy L,, L, v S maju tu ista pravi jednotku e,
potom L, = L,. — Nech napr. L, C L,. Pretoze L, je lavy idedl a e € L,,
musi L, = Lye C Ly, z éoho L, = L,.

Uvazujme teraz rastuci retazec lavych idealov. Sudet vsetkych idealov
retazca je zrejme lavy idedl, ma podla predpokladu pravi jednotku e. Té viak
je prvkom stétu, teda je prvkom nejakého idealu z refazca a je v tom idedli
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pravou jednotkou. Podla predchddzajiceho sa teda silet idedlov rovnd ne-
jakému prvku retazca, teda refazec ma najvadsi prvok.
Ozna¢me mnozinu idempotentov v S znakom I(S).

Lemma 3. Nech S je pologrupa typu A (typu B). Nech e, e, € I(S). Potom
plati bud eje, = e,e; = €1, bud ee, = ey = €.

Doékaz. a) Nech S je typu A. Podla lemmy 1 je e, pravou jednotkou v lavom
ideali L, = Se, (+ = 1, 2). Podla lemmy 2 je bud L, C L,, bud L, C L,. —
Nech L, C L,. Pretoze e, je pravd jednotka v L,, je e;e; = e,. Dalej je zrejme
€61 € Ly; ey, je prava jednotka v L;. Nech totiz z € L;, potom x(ee,) =
= (ze,) ¢, = we, = x. Ale pretoze v L, je prave jedna pravd jednotka e,
je ee; = e;. — V pripade L, C L, tak isto ukdZeme, Ze eje, = eye; = €.

b) Nech S je typu B. Uvazujme lavy idedl v S tvaru L = (¢;), U (ey),,-
Pretoze S je typu B, md L lavi jednotku e; pre fiu plati: bud e € (e;),, bud

¢ € (e,),. — Nech e € (). Pretoze podla lemmy 1 mé (e;), lavi jednotku e;.
musi e = ¢,. To znaéi, ze v L plati e;e, = e,.

Treba eSte ukazat, Ze ey, = e,. Plati (eye,) (e5¢;) = €5(e16,) €, = €61, teda
e,e; je idempotent. Pritom e, € (¢;),. Oznacme epe; = e;. Uvaiujme lavy
ideal L' = (e}), U (&), €1 je v L’ lavou jednotkou, pretoze (pouZijeme to,
ze e, je lavéa jednotka v L) pre y € (e;), plati ely = (e561) ¥ = e5(e1y) = €y = y
a pre y € (e;), je e;y = y podla lemmy 1. Ale v L’ je Iavou jednotkou aj e,,
pretoze pre x € (e7), € € = ey(e1X) = ey(eqpe,) ¥ = eye,® = e;x = x. Pretoze
v L' je prave jedna lavé jednotka, musi e, = e], to znadi e,e, = ¢,, ¢ .¢.d.

V pripade, Ze e € (¢,), dostdvame podobne e, = ee, = e;.

Zavedme v I(S) reldciu < takto:

Definicia 1. Budeme hovorit, Ze e, < e, vtedy a len vtedy, ked e,e, = e;.

Lemma 4. MnoZina I(S) v pologrupe typu A alebo B je vzhladom na reldciu
dand definiciou 1 usporiadand (retazec). Pritom kaZdd podmmnoZina mnoZiny
I1(S) ma najvidsi prook.

Doékaz. Tvrdenie o retazci vyplyva z lemmy 3.

Majme mnoZinu idempotentov {e,}.e;. Nech L je siudet lavych idealov
(e,), = Se, (y € I'), ktorych pravé (lavé)! jednotky su e,. Potom L je lavy
ideal s pravou (lavou) jednotkou e, teda e.e =e,, (ee, = e,), CiZe e, < e pre
vSetky y € I'. Pritom e patri do uvazovanej mnoziny idempotentov, je totiz
prvkom niektorého idedlu (e,), . Teda e je najvadési prvok v uvazovanej mnozine
idempotentov.

Désledok. Pologrupa, ktorej kazdy prvok je idempotentny a ktorej
kazdy lavy ideal m4 prava (lavd) jednotku, je polosviz. Tento polosviz je
retazcom, ktorého kazdd podmnozina md najvadsi prvok.

1 Tu a v dalom vyrok v zétvorke vztahuje sa na pologrupy typu B, vyrok pred
zdtvorkou na pologrupy typu A.
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Lemma 5. V pologrupe S typu A (typu B) plati (x), = S=.

Doékaz. a) Nech S je typu A. Nech e¢ je prava jednotka v (z),. Potom
existuje s€ 8 také, Ze e = sz, teda x = xe = zx(sx) = (ws) x € Sx. Teda
(x), = S=.

b) Pre pologrupu typu B je tvrdenie zrejmé.

Lemma 6. V pologrupe S typu A (typu B) plati pre lavy idedl L s pravow
(lavou) jednotkou e vztah L = Se (= (e);). (T.j. kaZdy lavy tdedl je hlavny,
vytvoreny svojou pravou (lavou) jednotkou.)

Do6kaz. a) Nech pologrupa § je typu A. Potom L = Le C Se C L. Teda
L = 8e.

b) Nech pologrupa S je typu B. Najprv dokazeme, ak (x), ma lava jed-
notku e, plati (x), = (e),,.

Zrejme (c), C (2),.

Dalej je e € (x),, teda e = sz pre isté s € S. Ukdzeme, %e e € (s),; nech (s),
m4 Tavi jednotku e’. Potom podla lemmy 4 bud ¢’ < e, bud e < ¢'. Nech
e’ < e. Plati s = e’s. Potom zo vztahu e = sz vyplyva e = (e's) x = ¢'(sx) =
= e'e, teda e < ¢/, takZe ¢ = ¢’. Potom v8ak e € (s),. Nech ¢ <e¢'. Potom
zrejme e = ee’ € (s),. Dostavame teda: e = s’s pre isté s’ € S.

Plati x = ex, teda © = (s's) x = §'(sx) = s'e, SiZe x € (¢),, teda (x), C (e),,

Uhrnom dostavame (z), = (e),,.

Nech L je lavy idedl v S s lavou jednotkou e. Teda (e), C L. Ale pre kazdy
prvok z € L plati (z), = (e),, teda kazdy prvok x € L sa da-pisat v tvare
x = se pre s€ 8. Teda L C (e),. ‘

Uhrnom dostavame L = (e), .

Veta 1. KaZdd pologrupa typu B je pologrupou typu A.

Dokaz vyplyva z lemmy 6 a 1.

Vzhladom na vetu 1 nam v dalSom stadi vySetrovat pologrupy typu A.
Vsade v dalSom S znadi pologrupu tohoto typu.

Lemma 7. Mnofina I(S) s reldciow = je usporiadand mmnoZina (retazec),
1zomorfnd s mmnoZinow lavich idedlov, usporiadanich mmofinovou inkliziow.
Idempotentu e odpovedd v tomto izomorfizme lavy idedl (e), .

Dékaz. Nech I je mnozina vSetkych lavych idealov. Ze mnoziny I(S) a I
s prislunymi relaciami si usporiadané, vyplyva z lemmy 4 a 2. — Nech ¢ je
zobrazenie, ktoré kazdému prvku e € I(S) priraduje lavy ideal (e),. Podla
lemmy 6 ¢ zobrazuje I(S) na I. Ak e, 5= e,, je (e,); # (€5), (inaé by ideal (e,),
mal dve rozne pravé jednotky e,, ¢,), teda zobrazenie @ je prosté. Ak e; < e,,
je e, = ey, teda (e), C (ey),,. Z toho vyplyva tvrdenie.

Definicia 2. MnoZinu prokov vytvdrajucich tenZe lavy hlavny idedl nazveme
lavou triedou (znak F ). Lavi triedu prokov vytvdrajicich tdedl (x), oznacéime
F ().
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Oznatme v dalSom symbolom u F,(e) sadet tych F, tried F,(e,), pre
eise

ktoré plati e; < e.

Poznamka 1. Kazda F -(spojnik) trieda obsahuje len jeden idempotent.-
Ak totiz idempotenty e, e’ patria do tej istej F,-triedy, plati (e), = (¢'),,
teda vzhladom na lemmu 7 e = ¢’.

Lemma 8. V pologrupe S plati (e), = u F,(e,).

ei<e
Doékaz. Zrejme ak e, € (¢),, tak F (e;) C (e;), C (¢),.- Teda pre ¢, <e

plati F(e;) C (e),.

Obratene, nech x € (¢),. Podla lemmy 6 plati (x), = (¢;), pre nejaky
idempotent e, , takze x € F, (e;). Pretoze (¢;), = (x), C (e);, je podla lemmy 7
e, = e.

Lemma 9. Nech v S si F,-triedy podpologrupy. Nech L je lavy idedl v S.
~ Potom ka#dy lavy idedl L' v L je lavgm idedlom v 8.

Dokaz. Nech x€ L', xe€F (). Pretoie ex € IV, (e), preist és€S je e = sex. Ale
see L,tedaeeL’, t.j. L' mé pravi jednotku, oznadme ju e’. Podla lemmy 8
je SL = S(Le') = (SL)e’ Le' = L. '

Dosledok. Nech L je lavy ideal v pologrupe S. Potom lavé triedy v L
(ako pologrupe) su tie isté ako v pologrupe S.

Lemma 10. Nech L je lavy hlavng idedl v S vytvoreny prokom x. Potom

L = L.

Dokaz. Zrejme La C L.

Nech e je pravd jednotka idedlu L. Potom e = sx pre isté s € S. Teda
L = Le = Lsx C Lzx. —

Spolu L = L.

Lemma 11. Nech ¢ <e, x €F (e), y€F,(e'). Potom xye€ F,(e'). Nech
F (e") # {e'}, potom yx € F ().

Do6kaz. Oznacme Se = L, Se’ = L'.

a) UkaZzeme, ze xy € F,(¢’). Vzhladom na lemmu 5 a 10 plati Szy = (Sz) y =
=Ly C L' = L'y C Ly, z ¢oho Sxy = L’. Prvok zy vytvara ideal L', teda
xy € F(e).

b) Treba ukazat, Ze yx € F,(e’).

1. Najprv ukazeme, ze yx € U F,(e,).

e'<eise
Plati Syx = (Sy) x = L'x. L'x je Tavy ideal, nech jeho prava jednotka je e*.
Plati teda yx € F (e*). Je (L'x)e = L'(xe'), xe' € F, (¢') (podla a), teda
(L'z) e’ = L'. Ak by bolo e* < ¢, e* £¢', bol by prvok e pravou jed-
notkou v L'z, teda (L'z) e’ = L'z. Platilo by potom L'z = L’, ¢o je v spore
s e* #£e'. Teda ¢ < e*. PretoZe L'z C L, je e* <e. Z toho vyplyva, 7ze
yr € U F,(e,). Ak e = ¢, z a), b) vyplyva, Ze F,-triedy sG podpologrupy v S.

e<ei=e

2. 8" = u F,(e) je podla a)ab) 1. podpologrupa v S. Podla a) je dalej



F,(¢') lavy ideal v §’. Uk4dzeme, 7e je minimilnym lavym idealom v S'.
Ak totiz L C F,(¢') je lavy idedl v §', je Lu u F(e,) (e, # €') — ako vyplyva

eqze'

z a) — lavy ideal v §’. Z toho vyplyva podla lemmy 8 a 9 L = F,(¢'), teda
F,(¢') je skutoéne minimalny.

Vzhladom na vetu 5, 1 z prace [2], pretoze S’ je pologrupa bez nuly
(FLle') # {€'}) a ma& minimalny lavy ideal, ktory obsahuje idempotent, je
stiéet minimalnych lavych idedlov rovny stétu minimalnych pravych idedlov,
pricom kazdy minimalny pravy ideal je vytvoreny idempotentom. Teda
F,(e') je minimalny pravy idedl v 8’ a plati F';(¢’) = ¢'S’. To znadéi yx € F,(e’).

Désledok. F; — triedy pologrupy S st podpologrupy pologrupy S.

Veta 2. Pologrupa typu A je siiétom disjunktnych grip, ktorymi si F; triedy.

Doékaz. V pripade, ze F,(e) = {e} je F,(e) grupa. Nech F,(e) # {e}.
Potom je F,(e) pologrupa bez nuly s pravou jednotkou e. Aviak z dokazu
lemmy 11 vyplyva z ¢asti b) 2. dokazu (zvolime S’ = F,(¢'), ¢ =e) F,(e) =
= el (e), teda e je jednotka v F,(¢). Nech x € F';(e). Potom plati L = (e), =
(x), = Lx (lemma 10), teda existuje s€ L také, Ze e = sx. Vzhladom
na lemmu 11 musi s € F;(e). Vzhladom na to, ze F;(e) je minimalny pravy
idedl, ukdzeme podobne, Ze existuje také s € F,(e), ze plati e = zs’. To znadi,
ze F,(e) je grupa.

Lemma 12. Nech S je pologrupa typu A, nech x € F(e), nech ¢’ < e, F,(¢') =
= {e'}. Potom e'x = e'. :

Do6kaz. Nech e’z € F (e*); potom e’ < e*. (Z dokazu lemmy 11 vyplyva,
ze ¢’ < e* < e.) Pretoze F,(e*) je grupa, existuje s € F';(e*) také, Ze se'x = e*.
Ale podla lemmy 11 je se’ =e'. Teda e* = e'xz. Potom viak e = e'e* =
=e'e’x = e'x = e*. Teda e'x = ¢'.

Z lemmy 11 a 12 vyplyva:

Veta 3. Rozklad pologrupy S typu A na lavé F, triedy je vytvdrajici. Pri-
slusnd faktorovd pologrupa je 1zomofrnd s pologrupou idempotentov I(S).

Veta 4. V pologrupe S typu A md kazdy lavy idedl jednotku.

Doékaz. Nech L je lavy ideal v S, nech e je jeho prava jednotka. Nech
x €L, x €F,(e). Podla vety 2 je F,(¢') grupa s jednotkou e’. Teda xe’ =
— ¢’x = x. Vzhladom na lemmu 8 a 6 je ce’ = ¢’. Teda ex = e(e'x) = (ee’) v =
=ex =z (. ad

Z viet 1 a 4 vyplyva, Ze pologrupy typu A a B s pologrupami typu, ktory
vysetroval Vorobjev v praci [1]. Uvedme niektoré dalsie vety o pologrupich
tohto typu, ktoré vyplyvaja z predoslych uvah a z ktorych niektoré (tvrde-
nie I—1IV) st (popripade v inej formulacii) obsiahnuté aj v praci [1].

I. Nutna a postadujica podmienka, aby pologrupa S bola typu A alebo B,
je, aby boli splnené tieto dve podmienky:

1. § je stétom disjunktnych podpologrip, ktoré st grupami,
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2. idempotenty v S tvoria podpologrupu v 8, ktorej kazdy ideal ma jed-
notku. (Podla dosledku lemmy 4 je to retazee, v ktorom kazdid podmnoZina
ma najvacési prvok.)

Lahko sa d& ukazat, ze tvrdenie 1 je ekvivalentné s vetou 1 [1].

II. Kazdy jednostranny ideal v pologrupe typu A alebo B je sudasne
obojstrannym idealom v S ([1] dosledok 3).

III. Ak v pologrupe ma kazdy lavy ideal jednotku, ma aj kazdy pravy
idedl jednotku ([1] désledok 2).

IV. Nutn4 a postadujica podmienka, aby v pologrupe S typu A alebo B
bolo M idedlom, je, aby M = u G(e,), pricom N je idedlom v pologrupe
idempotentov. "

Uvedieme teraz spésob konstrukcie pologrupy, ktorej kazdy jednostranny
ideal méa jednotku. Plati tvrdenie:

V. Kazdé pologrupa S, v ktorej kazdy lavy alebo kaidy pravy ideal ma
jednotku, sa dé vytvorit takouto konstrukciou:

Zvolme retazec J = {e,}, v ktorom kazda neprazdna podmnozina ma naj-
vadsi prvok. Nech e,e, = e,e; = ¢, vtedy a len vtedy, ked v J plati e, <e,.
Mnozina J s touto opericiou je pologrupa. Kazdému prvku e, € J priradme
grupu G(e,) s jednotkou e,. Ku kazdej dvojici ¢;, e,, kde e.e, = ¢,, priradme
homomorfné zobrazenie grupy G(e;) do G(e;) (oznaéme ho ¢i). Pritom nech ¢} je
identické zobrazenie G(e;) na seba. Ziadajme, aby platilo pre vSetky homo-
morfizmy )¢t = ¢F. (Také priradenia ¢] vzdy existuja, staéi napr. polozit
pre © # k ¢i(x) = e,). Nech prvky vSetkych grip G(e,) tvoria mnozinu S.
Definujme na § nasobenie takto: nech x € G(e;), y € G(e,), ee;, = ¢,. Potom
xy = (pi@) (Pky), y= = (¢fy) (¢iv).

Doékaz. Lahko sa ukaze, Ze mnozina S s uvedenou operaciou nasobenia je
pologrupa. Kazdy lavy (pravy, obojstranny) ideal v S mé zrejme tvar

M = u G(e;) pre isté e €J, pricom e je zrejme jednotka v M (nech x € M,
ese

x € G(e), potom sa da lahko zistit, Ze G(e) C M). Teda v pologrupe S ma
kazdy lavy (pravy, objstranny) ideal jednotku.

Este dokazeme, Ze sa kazda pologrupa S, v ktorej kazdy lavy (kazdy pravy)
idedl mé jednotku, d& zostrojit uvedenym spdsobom.

Pre uvazovant pologrupu § plati vlastnost I. Nech z € G(e;), y € G(e,)
a nech ee. = ¢,. Potom je napr. zobrazenie x — e, homomorfnym zobra-
zenim grupy G(e;) do G(e,) (plati e,x € G(e;), pozrilemmu 11 a 12). Oznaé¢me ho

¢} ; nech ¢f je identické zobrazenie ((e;) na G(e,). Potom viak zy = e (xy) =
= () y = (@ix) (¢hy), Yz = (ye,) * = ylerx) = (¢ly) (pix). Dalej nech
e; = ¢, = e; a nech x € G(e;). Potom cp;?(p}'cx = glew = €0 = e;x = .

Tym je dokaz ukondeny.
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O MOJMVIPVIIITAX, BCAKIIN JIEBBI HIIEAT KOTOPHIX
HMEET OJJHOCTOPOHIOIO EJTHHUILY

BJTAHRA ROJUINBIHAPOBA

BuiBont

B paGore [I] pacemarpusad BopoObeB ¢TPYRTYPY HOAVEPVHIL, BCSKIIL JIeBLii uieast
KOTOPHIX HMeeT ¢jmuuny. B nacrosnneii padore m3vualoresr NOJAVIPY I, BCSIKHI J1eBbIT
njea 1 KOTOPLIX HMceT /IeBYK (lIpaByio) cjunnny. llokaswisacercs, uro B noayrpymiax
ATOIO THIIA .ICBLIC WLEA/Ibl SIB/ISHOTCS 1VIABHLIMIL B UT0 OHu 00pasylorT (B YHOpsouennn
10 TEOPETHRO-MHOMKCCTBCHHOMY BICTIOUCHMIO) 1(CHL. H30MOPPHYIO HCHU JICBLX (MpaBhiX)
CjIMHUIL JICBLIX I1CA10B (1P 9TOM, LIl JIeBLIX (HPaBLIN) clunun e, e/, e < e’ o3HauacT,
uyro ee’ = e). Hawronen nokasuiBaercsi, uTo F-ri1acen (MHOACTCBA 2/CMCHTOB HOPOMKLA-
NMX OUTH 11 TOT K 1V1aBHBIL Mjleadt) sIBJSIOTCS IPYHIIaMIL, ¢/1¢l0BaATC/ILHO B paceMarpi-
BaeMbIX 1OV IPYNIIAX BCSKNI JieBblii njteas nymeer ejinnnny. Hyewr mecro reopemnl (S osna-
vaer nmoyvrpynny):

I. Beswuit qeBuiii w/ean modayrpynist S uMeetr [1eBY10 (HpaBylo) ¢/IMHULLY TOT/@ 1 TOILRO
TOrjla, KOIla BBITIOJIHEHDI CeAYIoNe JIBa YC10Busl:

I. .8 ecri, o0be;iMHCHNE HenepeceKaHXCs YaCTHUHBIX TOJIYUPY I, KOTOPhIC SABASIOTC S
IpyIIasu.

2. Iemiorentsr B S 00pasyior YacTHUHYIO TOJYTPYHIY, BCSIKMI 1;1ca:1 KOTOPO#H umecer
CAMHIILY .

IT. Ilyern S moayrpyuna pacemarpuBaemMoro thua. Besiknit ojHocropounnii mjean B .S
SIBIISICTCSI /IBYCTOPOHHIM M/1€a;10M M eCTh COeJUMHCeHNCM I'PYTII, ¢;IHHHILL KOTOPLIX o6pasyir
ujeal B MOJIYIPYHIC HICMIIOTCHTORB.

V. Besryio nmoayrpynny S, Besknii JeBbil (HpaBbiii) B,lea’ ) KoOTopoii uMeeT JeBylo (i1pa-
BYIO) C/AMHHIY. MOKHO 1HOCTPOUTHL ¢y iylonmm obpasom: Bosbyenm nenn J = {eq} Besikoe
HEITYCTOC ITO;IMHOMKCCTBO ROTOPOIT MMecT Hando 1u1nii ssiement. [yeTn egeq = eqey = eq 10118
H TOJILKO TOT;1@, KOIjia B J HMCCT MECTO eq =< eg. Beskomy vievenry e € J nocraBuM B €o-
oTBeTcTBHE Ipyiy G(e) ¢ exmnuneii e. Beswoll nape eq.er €J, 1ie ejer = er 1OCTaBAM
B cooTBeTcTBUC roMoMopdHOe orobpameinue G(e;) B Gex) (odosHaunm ce uepes ¢p). Ipu
ATOM HIVCTH @ —- TOMCCTBEHHOC orobpamenne rpyutint Gleg) na ceds n nyerh jaiee juis
BCHRNX @}, @F HMCCT MeeTo @,@f = @} (Takue romoMopduiMbl Beer;la cYICCTBYIOT, HAITpUMEp,
ec MOAMKUTL @ = ey 4151 2 == k.) Tlycrn S — TeopeTnRo-MUOMKECTBCHHOC COC/IMHCHNC
Beex 1'pynn Geq), eq € J. Onpejlesiny na S yMHOMKeHMe cieyonmy oopasos: Hyern z € G(e;).
y €G(er), eier = ep. Torna xy = (piy) (ix), yo = (gry) (pix).
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UBER HALBGRUPPEN, DEREN JEDES LINKSIDEAL
EIN EINSEITIGES EINSELEMENT HAT

BLANKA KOLIBIAROVA

Zusammenfassung

In der Arbeit [1] untersuchte Vorobjev die Struktur der Halbgruppen, deren jedes
Linksideal ein Einselement hat. In der vorliegenden Arbeit werden Halbgruppen, deren
jedes Linksideal ein linksseitiges (rechtsseitiges) Einselement besitzt, behandelt.

Es wird gezeigt, daB in derartigen Halbgruppen alle Linksideale Linkshauptideale
sind und (angeordnet vermége der mengentheoretischen Inklusion) eine Kette (total-
geordnete Menge) bilden, die der Kette der Linksseitigen (rechtsseitigen) Einselemente
der Linksideale isomorph ist (dabei bedeutet e < e’ fiir linksseitige (rechtsseitige) Eins-
elemente e, ¢, da} ee’ = e gilt). Endlich wird gezeigt, dal3 F-Klassen d.h. die Mengen
derjenigen Elemente, die ein und dasselbe Linkshauptideal erzeugen) Gruppen sind,
folglich hat in betrachteten Halbgruppen jedes Linksideal ein Einselement. Es gelten
die Sitze (S bedeutet dabei eine Halbgruppe):

I. Jedes Linksideal von S hat linksseitiges (rechtsseitiges) Einselement genau dann,
wenn folgende zwei Bedingungen erfillt sind: 1. S ist eine Vereinigung von elementen-
fremden Teilhalbgruppen, die Gruppen sind. 2. Die Idempotente in § bilden eine Teil-
halbgruppe, deren jedes Ideal ein Einselement hat.

II. Sei S eine Halbgruppe von behandelten Typus. Jedes einseitiges Ideal von S ist
auch zweiseitiges Ideal und ist eine Vereinigung von Gruppen, deren Einselemente ein
Ideal der Halbgruppe von Idempotente bilden.

V. Jede Halbgruppe S, deren jedes Linsideal Rechtsideal) ein linksseitiges (rechts-
seitiges) Einselement besitzt, kann in der folgenden Weise konstruiert werden: Wir
wéahlen eine Kette (totalgeordnete Menge) J = {eq}, deren jede nicht leere Teilmenge
ein maximales Element besitzt. Sei egeq = eqe3 = e, genau dann, wenn in J ey < ey gilt.
Jedem Element e €.J ordnen wir eine Gruppe G(e) mit Einselement e zu. Jedem Paar e;,
er €J mit ejer = e ordnen wir eine homomorphe Abbildung von G(e;) in G(ex) zu (wir
bezeichnen es mit ¢y). Dabei sei ¢ die identische Abbildung von G(e;) auf sich selbst
und ferner fiir jede ¢}, ¢f sei es @lpf = ¢f. (Derartige Homomorphismen existieren,
es genigt gix = ey fir k == 7 erkldren.) Sei nun S die mengentheoretische Vereinigung
von Gruppen G(eq), ey €J. Wir erkliren eine Multiplikation in S wie folgt: Seien
@ €G(e), y €Gler), eier = er. Dann zy — (pia) (¢hy). yo = (¢ky) (pio).
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