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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK X ¢isLo 1

O JISTEM ZOBECNENf SANSONOVY VETY
O NEOSCILACI INTEGRALYU
DIFERENCIALNI ROVNICE

Y+ 24(2) y' + [A'(x) + w(@)]y = 0

MILOS RAB, Brno

V praci je zobecnéna Sansonova postacujici podminka pro to, aby kazdy
integral diferencidlni rovnice y" + 24(x) y' + [4A'(x) + w(x)]y = 0 mél
v intervalu <(a, b) nejvyse dva nulové body.

V praci [1] uvadi Sansone nasledujici vétu:

Jsou-li v diferencidlni rovnici

Y+ 24(2) g + [4'(@) + o@)]y =0 ™)

A'(x) a w(x) funkce spojité v intervalu {a, b), A(x) < 0, m(x) < 0 nebo w(x) = 0,
x
prt CemZ meni v Zddném Edsteéném intervalu w(x) =0, | A(z) | = f [ o(t) | dt,

pak kaZdy integrdl diferencidlni rovnice (1) md v intervalu {a, b nejvyse dva
nulové body eventudlné splyvajici.

Dukaz se opird o Mammanovu vétu [2]:

Nutnd a postaéujici podminka pro to, aby levd strana diferencidlni rovnice (1)
byla rozloZitelnd v symbolicky souin t¥i linedrnich diferencidlnich operdtors,
tj. aby kaZdy integrdl diferencidlni rovnice (1) mél v intervalu (a,b) nejviyde
dva nulové body eventudlné splyjvajici, jest, aby integrdly diferencidlni rovnice
(1) a diferencidlni rovnice adjungované y" + 2A(x) y' + [A'(x) — olx)] y = 0,
které maji dvojndsobny nulovy bod v a, nemély v intervalu {a.b> Zdidny dalsi
nulovy bod.

Dikaz véty, kterou uvedu, opira se také o Mammanovu vétu.

Véta. Necht A'(x) a w(x) jsou funkce spojité v intervalu {a, b> {uvafovany
wterval maze byt téZ tvaru {a, co)} a



Pak md kafdy integrdl diferencidlni rovnice (1) v tntervalu <{a,b) nejvyse
dva jednoduché nulové body mebo jeden dvojndsobny.

Dikaz. Podle Mammanovy véty stadi ukazat, Ze integral y(x) diferencialni
rovrnice

Y+ 24(2) ¥ + [A'(2) + eo(2)] y = 0, ¢ = 41 (3

ktery spliiuje v disle @ pocateéni podminky

y(a) = y'(a) = 0, y"(a) # 0. (4)

nema v intervalu <a, b) zadny daldi nulovy bod.

Bez ijmy na obecnosti muzeme piedpokladat y"(a) > 0.

Nasobime-li rovnici (3) y(x) a integrujeme od a do @, obdrzime vzhledem
ke (4)

Yy (@) — )+ Alw) ye) = j (5)
Protoze jest y"(a) > 0, jest.y”(x) > 0 v jistém okoli bodu a zprava, a y(x)
je tam konvexni. Ukazeme. Ze y(x) je konvexni v celém intervalu <a, b).
Predpokladejme, Ze tomu tak neni a oznaéme z, infimum vSech z, pro néz
y"(x) < 0. Cislo x, lezi uvniti intervalu <a, b> a y"(z,) = 0. Polozime-li v (5)
x = x;. obdrzime

Ty

Dy = A@) @) + e J () g0 dr (6)

Podle véty o stiedni hodnoté existuje & € (a, x;) takové, Ze y(x;) — y(a) =
= (x; — @) y'(&). tj.
) Y@

y'(& . a
L«

()

Protoze je y"(x) > 0 pro x € (a. x,), je y'(x) v tomto intervalu rostouci,

a tedy podle (7) y'(x,) > ?{(xl) Uzitim tohoto odhadu dostaneme z (6)

Xy — A
1 2 1 Bt
2 <xy(fi> <y ¥@) = A@) Y ) + e [ol) yn d
tedy
! PN
S AR+ s"j () gy - 8)

t . 4
Funkce p(t) = 7/%3))'7 jest v intervalu (a, x;) rostouci a p(a) = 0, p(x,) = 1,
. 1
takze podle druhé véty o stifedni hodnoté existuje & € («, x,) takové, ze
(I-'l 2(t) £y

’;f ol(t) yy(xl) At — f o(t) dt.



Vztah (8) se tedy redukuje na nerovnost

1 s
- - / t;
S ) < A(z,) + ¢ f w(t) dt;
odtud vsak plyne
1 r
— < A(x sup ¢ | oft) dt,
z(xl _ a)z ( 1) +;e(a,£‘,1) ;j ( )
¢ili
1

&y
< Ay + sup | [o(t)dt ],
2(%1 — a)2 ! ge(u,l;v,) .j
coz je ve sporu s predpokladem. Ma tedy y(x) v bodé a dvojnasobny nulovy
bod a jest v celém intervalu {a, b) konvexni, takze nema v tomto intervalu
zadny dalsi nulovy bod a véta je dokazana.

Poznamka. Jestlize o(x) neméni v intervalu («.b) znaménko, jest

sup | f o(t)dt | = j:li o(t) | di

se(u, @) ¢

a piredpoklad (2) se d4 nahradit predpokladem

1 T
) > A(x) (x — a)? —}—! (t — a)?| w(t) | dt. (9)
Vskutku, v intervalu («, x,) je graf funkce y(x) pod useckou n(x) = iy_(zc%v,
: -
(x — a), x € (a, x,), takze jest pro kazdé x tohoto intervalu
y(x) < (). (10)

Nerovnost (8) muzeme nyni vzhledem k tomu, Ze w(x) neméni v intervalu
<a, by znaménko, psit ve tvaru

Lo ey o 1 en ) v
2(x, — a)? < A(xy) + "j | o (t) 1!/2(1‘1)(11‘,,
Podle (10) jest
.rl' Y1) £y (t— ap
o(t d , | —
’;/ L ot) ‘]/2(1:1) t < ”_f L oo(t) | (@, )y dt,
takze
1 _ Xy RN (—t
7.3(7551 — (vl,)2 ~ 44(.’,1,'1) + ,’_l ‘L "’(t) i (1('1 o ”)’2 df»

a to je ve sporu s nerovnosti (9).



Je-li naptiklad I = {a, 00), a > 0, A(x) = 0, w(x) = ka*, je nerovnost (2)
splnéna jen pro w(z) = 0. Podle (9) vSak k tomu, aby kazdy integral diferen-
cidlni rovnice y" + ka* y = 0 mél v intervalu I nejvyse dva nulové body,

1 2 3
stac¢i predpokladat s < —3 a | k| < s+ 1llst2l1s+3]

4((: 3
Vskutku

A@) (@ — a4+ [t — @ [ olt)|dt = [ k| [ (2 — 2att+s 4 @2) dt =

"

= | k| {F(x) — F(a)},

kde
x* -3 x® -2 (IfH'l
Fx) = - — 20—+ a? v,
(x) s -+ 3 s+ 2 + s+ 1
Protoze
, 2a5 3
F(z) =2 —a)? >0 pro & >« a F(a) = e — < 0,

(s + 1) (s + 2) (s + 3)

jest F(x) zaporna pro vsechna x. nebot konverguje s rostoucim x k nule. Pro
viechna x = « plati tedy nerovnost

2a3 1

LR = PG} = ko T =

takze predpoklad (9) je splnén.
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OB OJJHOM OBOBMEHWU OJHON TEOPEMbl CAHCOHE
OHEOCHUJAJANUUN PEMEHUNA IUOOEPEHI[TAJIBHOTIO
YPABHEHUA

Yy 4 24(x) Y + [A'(x) + o)) y =0

MILJIOI PADB

BuiBoin

B nacrosunei pabore ododimacerest jocrarounioe yeaosue k. Cancone [Lis moro, 4roont
peutcunst juuPPepenina;ibHOI0 yPaBHEHUSI TPETHCI'0 HOPsIj LKA
Yy + 24@) Y+ [A(2) + o@)]y =0 (1)
He KROCOUIUCH.

JlowasmBaeresiz Hyers A’(2) n w(x) neirpepuiBibie Gy HKIIY B huTepBa.ic [a, by [(a, oo)]
U yerh

A(z) + sup U f)de| <

e L X € (a, b). 2
S€(a,b) T 2w —a)? ( ) *

Horom Besikoe pewenne inddepennuaibyoro ypasueuus (1) nmeer B nurepsasie {a, b)
OoJIbIIC BCErO jiBa HPOCTLIX KOPHS HJM OJMH jIBOMHON KOPCHD.

leaun pynwuns o(x) B srepsa/ie {a, by HC MCHHET 3HAKA, MOMKHO Y 10BHC (2) 3aMennTh
CACYIONUM

% = A(x) (& — a)® + f(t — a) | o(t) | dt.

ll

UBER EINE VERALLGEMEINERUNG EINES SATZES
VON SANSONE UBER NICHTOSZILLATION
DER LOSUNGEN DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

Yy 4 24(2) Y 4 [A(x) + o(x)]y =0
MILOS RAB

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine hinreichende Bedingung von G. Sansone fiir
die Nichtoszillation der Losungen der Differentialgleichung dritter Ordnung

¥+ 24(@) ¥ + [A'(2) + w(@)]y =0 (1)
verallgemeinert.
Es wird bewiesen:

Seien A’(z) und w(z) zwel im Intervall {a, b), {<a, oo) } stetige Funktionen und

A(z) -+ sup ]f w(t) dt | < ‘w—l“a_' fir « € (a, b). (2)

se(a,x) g - )2



Dann hat jede Losung der Differentialgleichung (1) im Interval {a, b) hochstens zwei
einfache Nullstellen oder eine zweifache Nullstelle.

Wenn die Funktion w(2) im Intervall {a, b> ihr Vorzeichen nicht wechselt, kann man
die Voraussetzung (2) durch folgendes ersetzen:

; = A(x)(x — a)? +;,[ (t — a)*| w(t) | dt.



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T12:57:48+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




