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Matematicky &asopis 23 (1973), No. 3

N-SCHRAGVERBANDE UND QUASIORDNUNGEN

ALFONZ HAVIAR, Banskd Bystrica

In seiner Arbeit [1] zeigte M. D. Gerhardts, dal zwischen Fastverbanden
und bestimmten Quasiordnungen eine enge Beziehung besteht, so dall Fast-
verbiande gewissermallen mit derartigen Quasiordnungen identifiziert werden
konnen. In der folgenden Untersuchung wird eine grofiere Klasse von nicht-
kommutativen Verbinden angegeben, fiir die eine solche Identifizierung mog-

lich ist.
Wir vereinbaren folgende Bezeichnungen. Ist J eine nichtleere Menge und

7 eine zweistellige Relation auf M, so bedeute
D= (o, 2)|xe M}, kD). T T,
) =111, el =117

Manchmal schreiben wir statt (@,b) el auch a T b.

1. Fastverbidnde und N-Schrigverbinde

Es sei M eine nichtleere Menge, und 1 und v seien zwei bindre (eindeutige,
vollstindige), idempotente und assoziative Operationen in M. Die Algebra
(M; A, v) heiBt ein Fastverband ([1]), wenn fiur je drei Elemente a, b, c € M
die folgenden Axiome gelten:

(8, (@vd)r(cvbva)=avbh, (8) (@rbnrc)v(bra)=01a,

(T,) cvbva)r(avd)=0bva, (Ty) bra)v(@rbrec)=anrhb.
Das Axiomensystem ist dualsymmetrisch in folgendem Sinne: Es ist invariant
gegeniiber der Umkehrung der Reihenfolge der Elemente bei gleichzeitiger
Permutation von » und v.

1.1. Eine Algebra (M; r, v) mit zwei bindren, assoziativen (eindeutigen und,
vollstindigen) Operationen n und v in der nichtleeren Menge M ist genaw dann
ein Fastverband, wenn die Forderungen
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B)anbva)=a, By (@rb)va=a, (T,) und (Ty)
fiir je drei a, b, ¢ € M erfillt sind ([1]).
1.2. Es sei (M; ©, v) ein Fastverband. Dann gelten folgende Aussagen:
€C)ar(avdb)=a, (C) (bra)vea=aq,
(B, bva)ra=a, (By) av(anrb)=a,
(G) anbra=anrd, (Gy)avbvae=">bva,
fiir je zwei @, b € M ([1] und [2]).

Definition L. Es sei M eine nichtleere M enge, und \ und v seien zwei bindre
(eindeutige und vollstindige), assoziative Operationen in M. Die Algebra (M; A, V)

nennen wir ein N-Schrigverband, wenn fiir je drei Elemente a, b, ¢ € M die
folgenden Axiome gelten:

(€, anr(avd)=a, (€y) bra)va=a,

() anra=a, (Iy) ava=a,

(N)anrbrey=an(cnrd), (Ny) cvd)va=(bvc)va.
Das Axiomensystem ist auch dualsymmetrisch im vorbezeichneten Sinne.
1.3. Fiir je zwei Elemente a, b eines N-Schrigverbandes gilt:

(G, (G), (B) und (By).
Beweis. Aus (N,), (Ny), ({,) und (Iy) folgt unmittelbar (¢,) und (Gy).
Aus (Gy), (G,), (C,), (Cy) erhalt man leicht (B,) und (By).

1.4. Jeder Fastverband (M; &, V) ist ein N-Schrdgverband.
Beweis. Far je drei Elemente a, b, ¢ € M gilt wegen 1.2

arbac=(arncabranbac) (@arbnre)= (o9
=(@rcrb)v(anbnac) (CN

und entsprechend
anchb=(anrnbrcranrcrb)v(arcnrbd) = )
=(arbnre)v(@anrnenrb). @,)

Daraus folgt
arcAb=(anbhrc)v(arcnrb)=

=(@v(@rbrc)viancnrbd)a((@ncrb)v(anbac)= (Z,)
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=(@v(@rcad)r(@nrnbac)=
=anrbnc. (By) und (1,)

(Ny) ergibt sich dual, woraus wegen 1.2 die Behauptung folgt.
Die Algebra ({a, b, ¢, d}; A, v) mit den Operationen

;\’(Lb()d ‘\/]'abcd
alaaaa alabed
b | bbbb blmbcd
”?zbb"c- cleceed

ist ein N-Schrigverband, aber kein Fastverband (Z. B. (dv a)ra =c¢cra —
=0b = a.)
. 1.5. Ein N-Schrdgverband (M; », v) ist dann und nur dann ein Fastverband,
wenn (B,) und (By) fiir je a, b € M erfiillt sind.

Beweis. Es sei (M; A, v) ein N-Schrigverband und (E,) und (E) sei fiir
je a, b € M erfiillt. Dann gilt fiir je drei Elemente a, b, ¢ € M:

(cvbva)a(avd)=(cvbva)r(avb)r(avbya)= (&)
=(cvbva)r(avb)ar(bva) = (Gy)
—(evbva)r(bva)(ayb) = (N,)
—(va)r(avh) = (#,)
—(Gva)rbvavb)=bva. (Gy) und (C,)

Dual gilt (7). Also ist (M; », v) nach 1.3 und 1.1 ein Fastverband. Die Um-
kehrung folgt unmittelbar aus 1.2 und 1.4.

2. Ausgezeichnete Quasiordnungen
KEs sei M eine nichtleere Menge, R eine zweistellige, reflexive und transitive
Relation auf M. Das Paar (M; R) heilit sodann eine Quasiordnung.

Definition IL. Fs sei (M; R) eine Quasiordnung und Ry, Ry zweistellige Rela-
tionen auf M. Wir nennen (M; R, Ry, Rs) eine ausgezeichnete Quasiordnunyg,
wenn fiir die Relationen Ry, Ry folgenden Bedingungen gelten:

(¢) By <R und Ry < R,
(i) R1, Ry sind Halbordnungen,
(¢22) hi(R1) N k(R) < D und he(R2) N k(R) = D.
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Bemerkung. Falls dabei Ry = R, erfiillt ist, so erhalt man eine ausge-
zeichnete Quasiordnung im Sinne [1].

Es sei (M; R, Ry, R,) eine ausgezeichnete Quasiordnung und (ag, ..., ay)
ein n-tupel von Elementen aus M.

Definition III. Kin Element w € M heillt eine ausgezeichnete untere Schranke
von (@1, ..., @), wenn w R a; fir alle 2 = 1, ..., n gilt. Gibt es in der Menge

der ausgezeichneten unteren Schranken von (a1, ..., ay) ein Blement © mit den
beiden Eigenschaften i By ay und w R @ fiir jede ausgezeichnete untere Schranke u,
so heif3t i ein ausgezeichnetes Infimum von (a1, .. ., @y).

Definition IV. Ein Element o € M heifit eine ausgezeichnete obere Schranke
von (ay, ..., @), wenn az R o fir alle . = 1, ..., n gilt. Gibt es in der Menge
der ausgezeichneten oberen Schranken von (ar, ..., ap) ein Element s mit den
beiden Eigenschaften a, Ry s und s R o fir jede ausgezeichnete obere Schranke o,
so heifit s ein ausgezeichnetes Supremuwm von (a1, ..., ay).

2.1. In einer ausgezeichneten Quasiordnung (M; R, Ri, Rs) ¢ibt es zu jedem
n-tupel (ay, ..., ay) € M" hichstens ein ausgezeichnetes Infimuwm und hichstens
ein ausgezeichnetes Supremum.

Beweis. Es seien 4 und i3 zwei ausgezeichnete Infima von (4, ..., a,). Dann
gilt iy Ry aq, is By ay, i1 R 42 und is R 4;. Daraus folgt (41, 92) € la(R1) O k(R),
also i1 = i». Entsprechend beweist man den zweiten Teil der Behauptung.

Das durch 2.1 im Falle seiner Existenz eindeutig bestimmte ausgezeichunete
Infimum von (a1, ..., a,) soll kurz mit inf(as, ..., a,) bezeichnet werden.
Ebenso schreiben wir sup(ai, ..., a,) fir das ausgezeichnete Supremum von
a1, ..., ay), falls ein solches vorhanden ist.

Ls sei (M; R, Ry, Rs) eine ausgezeichnete Quasiordnung. Wie man leicht
nachprift, gelten folgende Aussagen.

2.2. mf(a, o) = a, sup(a, a) = a.
2.3. aRb < inf(a, b) = a, aRb < sup(a, b) = b.
24. alb < inf(b, a) = a, altsb < sup(b, a) = b.

3. Relation in N-Schrigverbinden und Operationen in ausgezeichneten
Quasiordnungen

3.1. Es sei (M; r, v) ein N-Schrdagverband. Wir erkldren auf M drei Relationen
R, Ry, R durch die Festsetzung

(r) aRb:<anrb=a,
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(r1) aRb:<=bnra=a,

(r2) aBb:<=bva=0>0.

Dann ist (M; R, R, R2) eine ausgezeichnete Quasiordnung.

Beweis. Aus Idempotenz und Assoziativitit von » folgen Reflexivitit
und Transitivitdt von R. Nun zeigen wir, daf} fiir die beiden Relationen R, R
die Behauptungen (z), (¢2) und (z22) erfullt sind.

(¢). Es gelte aRyb; dann ist b2 @ =a und nach (G,) arb=arb)a=
= 0 ) a = a, also gilt aRb. Der zweite Teil ergibt sich dual.

(¢2). Aus Idempotenz und Assoziativitit von n folgen Reflexivitat und Transi-
tivitit von R;. Nun gelte aRip und bRia; dann ist mit (G) b=anb=
=arbnra=anra=a. Der zweite Teil ergibt sich dual.

(¢0t). Ist (a,b) e R, (b, a) e R, (a,v) € By und (b, v) € Ry, so folgt aus (N,)
a=vra=vrarb=vrbra=vAb=0. Der zweite Teil ergibt sich
dual.

Es sei # = (M; », v) ein N-Schriagverband. Die ausgezeichnete Quasiord-
nung (M; R, Ry, Rp), vermoge (r), (r1) und (r2) zum N-Schragverband .#
zugeordnet, bezeichnen wir mit /%,

3.2. In der ausgezeichneten Quasiordnung M* = (M; R, Ry, Rs) hat jedes
geordnete Paar (a, b) € M2 genaw ein ausgezeichnetes Infimum und genaw ein
ausgezeichnetes Supremum.

Beweis. Leicht beweist man a 2 b = inf(a, b) und a v b = sup(a, b). Die
Eindeutigkeit folgt aus 2.1.

3.3. Bs sei (M; R, Ry, Rs) eine ausgezeichnete Quasiordnung, in der jedes
geordnete Paar von Elementen ein ausgezeichneles Infimum und ein ausge-
zeichnetes Supremum hat. Wir erklirven in M zwei Operationen » und v durch

die Festselzung
(0,) @nrb:=inf(a,b),
(oy) avb:=sup(a,b).
Dann ist (M; r, v) ein N-Schragverband,

Beweis. Aus 2.2 folgt (I,) und (Iy). Es sei 4 = inf(a, inf(b, c)), iz =
= inf(inf(a, b),c) und i3 = inf(a, inf(c, b)). Leicht beweist man mit Hilfe (7)
und (i¢) von der Definition I1 iy = inf(a, b, ¢) = 92 = 3. Daraus folgt Assozia-
tivitdt von A und (X,). Entsprechend beweist man Assoziativitit von v und
(Ny). Offensichtlich gilt inf(a, sup(a, b)) = a und sup(inf(b, a), a) = a. Damit
ergibt sich auch (C,) und (Cy).
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Es sei # = (M; R, Ry, Rz) eine ausgezeichnete Quasiordnung, in der jedes
geordnete Paar von Elementen ein ausgezeichnetes Infimum und Supremum

hat. Den N-Schragverband (M; A, v) zugeordnet durch die Festsetzung (o,)
und (oy), bezeichnen wir mit #Z+.

4. Ordnungstheoretische Charakterisierung der N-Schrigverbinde

Nun zeigen wir, daBl zwischen N-Schragverbanden und ausgezeichneten
Quasiordnungen, in denen jedes geordnete Paar von Elementen ein ausge-

zeichnetes Infimum und ein ausgezeichnetes Supremum hat, eine eindeutige
Beziehung besteht.

4.1. Es sei M4 = (M; 1, V) ein N-Schrigverband; es gilt:
() — M.

Beweis. M4 = (M; A, v) und (A*)+r = (M; N, V) sind Algebren iber
derselben Menge M. Aus Dualititsgriinden geniigt es, die erste der beiden
Identititen e A b =a N b und av b = & U b nachzuweisen. Es sei a N b = .

Nach (o,) ist ¢ = inf(a,b) in der ausgezeichneten Quasiordnung .* —
= (M, R, Ry, R,), also ist:

(@) iR und vRb,
(b) uRa und uRb = uRi.

Aus (a) ergibt sich mit Hilfe von () und (r1) @ A ¢ =4, i A b = i. Nach (N,) ist
dann arnbri=anrtAb=anri=4, also

() arbrt— 1

Nach (r) und (r1) zusammen mit (I,) ergibt sich a A bRie und @ A bRb. Daraus
folgt wegen (b) @ » bRi und somit nach (r)

@ anbri=anb
Aus (¢c) und (d) folgt e Ab =4 =anb.

4.2. Bs sei # = (M; R, Ry, Ry) die in Rede stehende ausgezeichnete Quasiord-
nung; es gilt (A4)* = X.

Beweis. Z = (M; R, Ry, Ry) und (#+)* = (M; 8, 81, S2) sind ausgezeichne-
te Quasiordnungen iiber derselben Menge M. Nach (r), (o ) und 2.3 ist

aSb < a A b = a<a = inf(a, b) <> aRb,

also 8 = R. Nach (r1), (0,) und 2.4 ist
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aSih <= b A a=a<a=mf(b,a) = alib,

also S; = Ry. Entsprechend erhélt man S, = R.

Auf Grund dieser eindeutigen Beziehung konnen N-Schrigverbinde mit
den in Rede stehenden ausgezeichneten Quasiordnungen gewissermallen
identifiziert werden.

5. Beispiele

5.1. Es sei Z die Menge aller ganzen Zahlen. Fiir je zwei Elemente a,b € Z
werde festgesetzt

anb:—2lggTla,b),

avb:=oclkgV(a,b);

esgeirA— 1= 1)wennag=0(b=0)),
A= —1(c=—1) wenn a < 0 (b < 0).

Dann ist (Z; A, v) ein N-Schragverband, jedoch kein Fastverband (z.
(0v —2) A —2 = 2 £ —2). Die zugeordnete ausgezeichnete Quasmrdnuno
(Z; R, Ry, Rs) enthalt die folgenden bestimmten Relationen

aRb :<alb,
aRib <> alb und auch (ab > 0 oder @ = 0, b = 0),
aRob :<albund ab = 0.

5.2. Es sei € die Menge aller komplexen Zahlen. Fiir zwei komplexe Zahlen
a = (a1, @2), B = (b1, b2), @1 < by setzt man

arfi=a, fra:=(m,a + b— b),
aVp:=—f Bue: — bl,a1+az—bl)

Dann ist (0; A, v) ein N-Schragverband, jedoch kein Fastverband. Die zu-
geordnete ausgezeichnete Quasiordnung (C; R, Ri, Rs) ist durch die Fest-
setzung

aRf <o

IIA

b1,
ol :<a1 by und by — a1 = bs — ag,
oo <1 £ by und by — a1 = ag — by
bestimmt.

5.3. Es sei L ein Verband und A eine endliche Menge A = {as,. ...,a,}.
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Weiter seien (fi, ..., fa), (g1, ..., gu) Zwei n-Tupel solcher Abbildungen des
Verbandes L in die Menge 4, fiir welche

fiwed — {filx), ..., fal@)}
gi(x) e A — {ga(), ..., gia(2)}
(xeL,ie{2, ...,n}) gelten soll.

Bs sei (x, @), (y,a;) e L x A. Dann existieren Abbildungen fi, g5, so daB
die Beziehungen fi(x) = i, galy) = a; erfullt sind (¢, 4, k, he{l, ..., n}).
Nun setzt man

(2, a’i) A (y: a) 1= (x A Y, fk(x A Y)),

(@, @) v (¢, @) : = @V y, gn(@ v 9)).

Dann ist die Algebra (L x 4; », v) ein N-Schragverband. Die zugeordnete
ausgezeichnete Quasiordnung (L x 4; R, R;, Rz) wurde auf folgende Weise
definiert: s sei < die Halbordnung im Verband L und (x, a;), (v, a;) € L X A.
Es gilt

.a) By, ) =2z

lIA

Y,
(@, a;) By (y, @5) : <= 2 < y und es gibt fi, so daBl
Je(@) = aq, fiy) = a; gilt,

<

(@, ;) Rs (y,4;) :< x < y und es gibt gy, so daB

gn(x) = ag, gnly) = a; gilt,

t,9, ke, hef{l, ..., n}. Ist fr = gx fir jedes ke {l, ..., n}, dann gilt auch
Ry = R, und (L x 4; A, v) ist ein Fastverband.

5.4. s sei (T, %) ein zusammenhangender topologischer Raum, wobei %
das System der abgeschlossenen Mengen bedeutet. Zu jeder Teilmenge 4 = 7'
ist ihre abgeschlossene Hiille (mit 4 bezeichnet) und ihr Inneres (mit int(4)
bezeichnet) zugeordnet. Es sei & = {int(4) | A e %} und P = % U . Fiir je
zwei Elemente 4, B € 2 werde festgesetzt:

iss Ae% dann A2 B :=ANB, BvA:=BUA,
st A¢é¢Y dann AAB :=AnmiB), BvA4 :=inB)uU 4.

Die A]gebra (Z; 1, v) ist ein N-Schragverband. Die zugeordnete ausgezeichnete
Quasiordnung (Z, R, Ry, R,) ist durch

ARB =~ d4c B

Ace¥ fir B=T

488 v P B P i B Wodr i B
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