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O SUCTOCH ISTYCH KONVERGENTNYCH RADOV
TIBOR SALAT, Bratislava

Nech
Sty=a,+ayg+ ... +a,+ ... (1)

n=1

je konvergentny rad a nech e, > 0 pre vietky prirodzené n.
Definicia 1. Znamienkovou schémouw budeme nazgvat postupnost:

[&] =&, 8,85, «vv &4, v vy

kde e, = 1 alebo — 1. Rad (1) budeme nazijvat zdikladnym radom.
Definicia 2. Budeme hovorit, Ze rad

®

zsnan=£1al+82a2—{— e e, + oL

n=1

vznikol aplikovanim schémy

(] =&, 6,65, ... &py oo
na rad (1).
Znakom X oznaéime mnoZinuradov, vzniknutych aplikovanim vietkych moz-
nych znamienkovych schém na rad (1). Mnozina X je zrejme nespodetnd mo-
hutnosti kontinua. Do mnoziny X patri aj zakladny rad (1) pri schéme:

0] =+ 1L+ 1L+ 1, ...+ 1, ...

Vietky rady mnoziny X sa zrejme konvergentné.
Predmetom tejto price je vySetrovanie vlastnosti mnoZiny stétov radov
z X.
Nech je

0

[e o)
z, y€ X, x = ze,,a,,, Yy = fo,a,,.

n=1 =1

Definujme na mnozine X X X redlnu funkciu p(2, ¥) takto:
1 Ak x = y, polozme g(2, y) = 0.

2. Ak x == y, nech o(x, y) = .

- kde A je prvy index taky, Ze ¢, = ).
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Ukdzeme, ze takto definovand funkeia je metrikou na X. K tomu stadi
ukdzaf, Ze:

1. o(x, ) 20 a g(x, y) = 0<=>x = y. To je zrejmé.

2. o(x, y) = o(y, x). To je tiez zrejmé.

3. Nech z, y, £€X.

X o= gy A Eylty o e, oL
’

Y= e, + e + ... A ela, + .
PN 4 1 R4 i R4 '
T o= oefay - oegy oL e e, -

Treba ukazat, Ze: o(w, 2) < o(2, ¥) + o(¥, 2).
Ak asponi dva zpomedzi radov z, y, z st totozné, potom zrejme vilastnost 3.
1

plati. Nech st teda vSetky tri rady rézne a nech p(z, y) = T o(y, z) = -

St tu tri moznosti:

a) { = n. Potom vidiet, ze o(z,z) = 7 viastnost 3. je splnend.

h) 1< n. Potom je & = ¢/ pre 1 =i =n — 1, teda tiez pre { = =n — 1
a vlastnost 3. je splnena.

¢) { > n. Dokaz platnosti vlastnosti 3. v tomto pripade sa dostane z b),
ak rady bevieme v poradi z, y, «w.

V dalsom sa budeme zaoberat viastnostamipriestoru X opatreného metrikou p.

Veta 1. Priestor (X, o) je %plnyj.

Doékaz. Nech {a,},—, je cauchyovska postupnost bodov z X. Teda:

Xy = [gi”)tll -—1'— t‘z(,")az -’r l;'é”)ll:; "J'-- e r & ")(lrk Jl e ey
kde ef? =1 alebo — I. K Iubovolnému & > 0 existuje N(e) tak, Ze pre
1 1

m,n = N(e) plati: o(2,,, x,) < e. PoloZme za & postupne: 1,7, 5T

. 1
teda existuje N (—k—) tak,Ze prem, n = N (-i—) o 0( @ N <

??'|>—‘

Ku kazdému e =

e

y 1 - 7
. Oznaéme N _IE_) = N,. Kedie pre m, n = Ny => (2, x,) ,—ﬁ

—

s bude ‘ka+l \é ]Vk'

<

Takto dostavame postupnost prirodzenych &isel:

1
&
1
&

T 7 7
Ny=N,=N;=... =N, =... (2)

Ak mnozina ¢lenov tejto postupmosti je konetnd a napr. N, je najvicsi joj
prvok, potom pre m, n = Ny zrejme bude o(w,, ,) < &, kde ¢ je IubovoIné

kladné ¢islo a potom NV -ty rad jelimitou danej postupnosti, t. j- lim 2, = TN, .
n—>ym

204



Ak v3ak mnoZina ¢lenov postupnosti (2) je nekoneénd, zostrojme tento rad:
X =& + &y + &3+ ...+ e, F ...,
kde ¢; = &V¥&, pre v = 1, 2, 3, ... k. Ukdzeme, Ze o(z,, )~ 0. Skutoéne, nech

1
je dané & > 0. Zvolime si prirodzené k také velké, aby—k—< ¢. Potom pre

1
n = Ny, bude p(x,, ) < % < ¢. Tym je dokaz hotovy.

Veta 2. Priestor (X, o) je relativie kompalktny.

Désledok: Vzhladom na vetu 1 teda (X, p) je kompaktny metricky prie-
stor.

Doékaz. Staci ukazat, ze k l'ubovolnému ¢ > 0 existuje konedna e-ovi siet
priestoru X, t. j. konetnd mnozina A(e) CX tak, Ze pre kazdé x € X je
o[x, A(e)] < e. Nech je teda dané I'ubovolné ¢ > 0. Zvolime si prirodzené N

tak, aby " &. Zostrojme vietky mozné rady tvaru:

1
—
¥©

’ I ’ ’ ’ ! ’ '

ety + £y f . b ENIN b ENONGL T EN+aTN4e T e

kde g/ = 1alebo — 1 pre 1 = 1,23, ... ¥ a ¢ = 1 pre vietky 7 = .\ 4 1,
N+2 N3, ...N+L ...

Mnozina vsetkych tychto radov je koneénd a ma ZN prvkov. Oznadime

0o - 00
ju A(e). Nech z€X, v = Z £,8,. V muozine A(e) existuje prvok y = Z e,
n=1 n=1

—FQ’E = p[x, 4(e)] << ¢

Predoglé vety ndm ukazujua najzékladnejsie vlastnosti priestoru (X, o), ktoré
v dalSom pouzijeme.

Definicia 3. Funkcion S(x) definovanou na priestore (X, o) budeme v dalsom
rozumiel sucet radu .

Oznadenie. Mnozinu vietkych funkdnych hodrét funkeie S() oznaéme zna-
kom W. Mnozina W je teda akdsi mnozina redlnych ¢&isel a na&im cielom je
vySetrovanie vlastnosti mnoziny W.

Veta 3. Funkcia S(x) je spojiltd na celom priesiore X.

Dokaz. Nech x € X. Mame ukazat, Ze funkcia S(z) je spojitd v bode x.
Znakom R, oznacime zvySok po n-tom &lene v rade (1). Nech ¢ je Iubovolné

taky, ze €/ == g;pres == 1,2, 3, ... N. Teda o(x, y) <

> 1
kladné éislo. Zvolime prirodzené N tak, aby Ry < —;— . Potom pre o(z, ¥) <. v

je|S(x) — S(y)| = 2Ry < e
Dosledok: Kedze priestor X je kompaktny, mnozina W je tiez kom-
paktné v E,. Teda W je uzavretd a ohranidend. Zrejme je sup W = S8(&),

BY2 Y4
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kde =0, +ay+ag+ ... +a,+ ... a inf W =38(&), kde &= —a, —
—@y—g— ... —a,— ... Platisup W= — inf W. V dalfom oznadme A =
= sup W. Mnozina W sa teda dostane, vzhladom na zndme vety o Struktire
linedrnych uzavrenych mnozin, z intervalu < — 4, A > vynechanim spodet-
ného systému otvorenych dizjunktnych intervalov (tzv. styénych intervalov).

Oznadenie. V dalsom zakladny rad (1) budeme stistavne znaéif znakom &.

Rad
g0y + &y - &3 + ... F E,a, + ...,
vzniknuty aplikovanim schémy:
[x] = &1, €5, 655+ o+ &y,

na rad & budeme pre struénost znaéit znakom [«] &. Jeho stidet teda je S([«]£).
Veta 4. MnoZina W je huslo rozloZend.
Doésledok. Kedze W je uzavretd (pozri dosledok vety 3), W je perfektnd
mnozina.
Doékaz. Mame ukdzat, Ze kazdy prvok S([«]£) € W je pre iiu hromadnym

bodom. Nech teda S([«]&) € W,nech [«]& = Z a1, Kedze rad (1) konverguje,

n=1

je a; = 0. Nech ¢ je I'ubovolné kladné é&islo. Existuje prirodzené n tak, Ze

€ .
a, < 5 Nech ¢/ = ¢; pre @ = n a ¢/, = — ¢,. Utvorme schému:

r ’ ’ ’ ’
('] =&, e5, €5, v &)y ..

®

a zostrojme rad [a']£ = z ela;. Potom:

[S([x1€) — B([«16)] = |2e4m,| < e,

z ¢oho vyplyva tvrdenie vety.

Veta 5. Mno%ina W je symetrickd podla bodu O.
Doékaz. Nech S([«]£) € W. Potom ku schéme:

(6] =&, &, €3, «ov &y -

zostrojme schému: ,

[—a]=¢l, 5,65, ... chy v

tak, aby e, ﬁ:/ ¢, pre kazdé prirodzené n. Vidiet, Ze
S([a]é) = — 8S([— «]§).

Poznamka. Dalsie vety ndm ukazu, Ze v §pecidlnych pripadoch v dalom
uvazovanych Struktira systému styénych intervalov mnoziny W podstatne
zavisi od pomeru velkosti ¢lenov zédkladného radu (1) k zvyskom k nim pri-
sludnym.
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Vy#Setrenie Struktiry systému styénych intervalov vykondme pre dva $pe-
cidlne pripady. V prvom pripade budeme predpokladat, Ze pre kazdé pri-
rodzené k v zdkladnom rade (1) plati: @, > R,; v druhom pripade zase,
ze pre kazdé prirodzené k plati: o, < R,.

Prikladom pre prvy pripad moze sluzit rad:

1 1 1 1
staEtst oot

@

alebo vieobecnejii g-adicky rad tvaru Z Z?"-“ kde g celé =2, 0< a,,-, < g.

2n4l
n=1

Skutoéne pre kazdé k =1 plati:

Bok41 | Tok+s g—1. 1 _ 1 1 Fo—1
Ropey = g2kt1 + gek+3 t.e = grktl ) _}_ - g+ 1 g1 < gek=1 "

gZ
Prikladom pre druhy pripad méze slizit geometricky rad:
l+9+¢+¢+ o+ + ...

1 .
s kvocientom g¢, 5 =49 < 1. Skutoéne pri tejto volbe kvoeienta je:

= gk gkt kb2 1 gkt T S k1
Ry = qk + k¥t + gbF2 4 .. U e
Najprv sa budeme zaoberat pripadom prvym.
Oznadenie. Nech n je prirodzené ¢islo. Znakom Iee, . .. ¢, oznadéime otvo-
reny interval so stredom v bode ¢a, + 0,4 ... + ¢,2,, s pravym kon-
covym bodom S([«,]&), kde

(6] = e, + €ty + ... + 6,0, + Cppy — Oppg — Qpiz — ...
a s lavym koncovym bodom S([«,] ¢), kde
[og]é =610y + &g + - - + &0 — Wiy + Vpyy + Vpis + -
Ak znamienka ¢; volime lubovolne, dostavame takto celkom 27 takychto in-
tervalov. Nech n prebieha vietky prirodzené ¢isla, t. j. nechn =1,2,3, ...
Potom uvedené intervaly tvoria uréity spoletny systém otvorenych inter-
valov, ktory oznaéime znakom ¥.

Veta G. Nech v zdkladnom rade (1) pre véetky privodzené k plati: a, > R,.
Potom systém y predstavuje systém styénijch intervalov mnofiny W v intervale
< — 4,4 >, kde A je sulet zdkladného radu (1).

Do6kaz. 1. Napred ukézeme, Ze intervaly systému y st dizjunktné s mno-
zinou W, t. j. pre kaidé Iee, . ..¢, € vy plati:

Iejeg oo e, n W =40
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Nech nejaky prvok S([«']&) € W patri do Iee, ... ¢,.

Nech [a']€ = ela, + egtty + €305 + ...+ 0, + ...

UkaZeme, Ze potom musi byt & = ¢ pre ¢t = 1,2, ... n.

Nech totiZ existuje aspoli jedno ¢ % ¢; pre nejaké ¢ = 1,2, ... n.

Nech & je prvé tohto druhu a nech & = + 1, aviak ¢ = — | (v opatnom
pripade je ivaha rovnaka). Uvazme, ze je:

2Ry = 24y + 2ipo + 2045 F -0 2 (G410 — Ea1lig) T
F (eipalive — & 1alliv) + oo A (62, — &0,) + (Agpy — Epi0niy) +
(= Oy — Epalnga) (= Uy — E1aa%ns) - (— gy — Eaalnig) + - -

KedZe 2a; > 2R;, z toho vyplyva:
20; 2 (841 igy — Efpiing) + (Fipalipy — Elqallive) + « o F (8,2, — £41,) +

F (g — tpa1Tatt) (5= Cnia = Epiallngn) -+ (= Cppn = #143nss) +
+ (‘ Cnyy — €;+4(l”+4) +o

Z toho vyplyva S([«']1&) > S([e]&), t. j. S([«']&) lezi napravo od pravého
koncového bodu intervalu Teye, ... &, teda S([«'] &) ¢ Tege, ... ,. Musi teda

byt e/ = ¢; pre ¢ = 1, 2, ... »n. Potom v8ak zpomedzi prvkov mnoziny W je
o 3 LI
k &islu g a; + e, a, + ... - e,a, sprava najblizsi prvok S([«,]£), kde
[o]& = egay 4 ety + o0 ey, A Cppy — Qg — Oy —

40 je pravy koncovy bod intervalu a zlava najblizdi je S([«,]¢&), kde
je pravy ) 2
[ == ey + ety + .o+ gy = lpyq F Uiy + Cpag + -

¢o je lavy koncovy bod intervalu.
2. Dalej nkdzeme, Ze intervaly systémuy st po dvoch dizjunktné. Nech
teda Ieje, ... e, Tele) .. ¢}, €. Mame ukazat, Ze plati:

Tejeg e, lefey ..o e =0,
pricom vSak predpokladdme, Ze tieto intervaly nie st totozné, t. j., Ze
. . _ ! 3
£10y + &y - . - e, = ey F gy oL - gy
Najprv ukazeme, 7e rovnost:
4 &
&y + oo e, = & + ...+ el (3)

moézo nastat v tom a len v tom pripade, ak k =na ¢ = ¢/ rrei = 1,2, ... an.
Skutoéne musi byt ¢; = ¢, pretoze v opanom pripade by vzhladom na pred-
poklad a; > R, jedna strana rovnosti (3) bola kladna a drubd zaporna. Je
teda ¢} = ¢ a rovnost (3) prejde v rovnost:

&y + 305 + ... + e,a, = ela, + e3a5 + ...+ .
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Z toho analogicky vyplyva, Ze &) = ¢,, atd. Tymto postupom po koneénom
pocte krokov sa presvedéime, Ze k= n a &/ = ¢; pre 1 <4 < k. Ak naopak
k=mnace=e¢ prei=1,23,...n potom rovnost (3) zrejme plati. Nech je
teraz Ieey, ... €, N Leje;. .. ¢f &= (. Potom tento prenik je ncjaky otvoreny
interval. V dosledku toho musi aspori jeden koncovy bod jedného z uvazova-
nych intervalov (napr. intervalu Ieje; ... e;) patrit do druhého intervalu
(do Iee, ... ¢,). AvSak tento koncovy bod je prvkom mnoziny W, teda
leey ... e, W == @, &0 je vo spore s 1.

3. Ukazeme, Ze kazdy stycény interval mnoziny W splyva s nejakym inter-
valom systému y. Nech teda J = (4,, 4;) je styény interval mnoziny W v iater-
vale <— A4, 4 >. Teda: 4, = S{[«] &) € W, iy = S([«,] &) € W. Nech:

[0,]& = 10y + €305 + .+ .. + &40 + EppBpiy + Enpollppe -+ .. (4)

UkaZeme, ze existuje index k tak, ze pre n > L je ¢, = — 1. Nech by tomu
tak nebolo, potom rad (4) by obsahoval nekoneéne mnoho élenov e,a, takych,

v

ze ¢, = + 1. Oznatme ¢ = ¢, — 4, > 0. K éislu—;—néjdeme také velké n, aby
e, =+1aa,< —;—-[to je mozné, pretoze rad (1) konverguje, teda a, — 0].
Ked v rade [«,] & zmenime znamienko pri clene a,, t. j. ked utvorime rad
[«] &, pre ktory bude platit:
[(x]& = ejay + epag + €303+ ... + ga, + ...,

e, = ¢, pre k == n a ¢, == ¢,, potom zrejme

S([x]8) — S([x]&) >0 a S([¢]&) — S([«]§) = 20, < s,
t. j. S([«] &) €J, o je spor. Teda musi byt:
[0 = 101 + 805 + ... + €40, + Bpyy — Upig — Bpyz — -

Ako sme uz videli, ¢islo S([«,]&) zpomedzi vSetkych prvkov mnoziny W je
najbliz§ie leziace k ¢islu ga, + &0, +... + €,a, sprava. Zlava najblizsie
leziace je ¢islo S([&f] &), kde

[x3]& = eyay + &5tt3 + + .. + &4 — Upyy + Vpya + Cppa + ..

Keby bolo i, << S([«;] &), potom vzhladom na S([«;] &) < S([«,] &) by bolo
S([x] &) € (25, 4,), €0 nie je mozné. Podobne nemdze byt ani i, > S([x;] &),
pretoZe potom vzhladom na to, Ze i, < ¢;, by bolo s, € {S([x;] &), S([«,] &)}, o
nie je mozné (pozri 1.). Musi teda byt: i, = S([xg] &) = S([xg] &) a tym
je dokaz vety 6 hotovy.

Veta 7. Nech v zdkladnom rade (1) pre kaZdé prirodzené k plati: ap < Ry.
Potom systém styénijch intervalov mnoziny W v intervale < — A, A > je
prazdny, t. j. W =< — A, 4 >.
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Doékaz. Vzhladom na vetu 5 stadi ukdzat, Ze pre kazdé a € < 0,4 >
existuje znamienkovéd schéma [«] tak, Ze S([«] &) = a. Pritom sa staéi ob-
medzit na interval < 0, 4 ), pretoze 4 = S(§) (schéma: [a] =+ 1, + 1, +

41, .41, ).
Nech teda a € << 0, 4 ). Existuje n, tak, ze:

a +ay+ ... +a, _1__a ale a, + a, + ...+a,,l>a.

Oznadime o, =a;+ ay+... +a,, je zrejme: lon, — o] S a,. Ked je

a=oc, — R, kde R, jezvy3ok po n;-tom ¢lene v zdkladnom rade (1), tvrdenic
1 1 1

vety je dokdzané. V opaénom pripade existuje n, také, Ze: a; + ay + ... +

F = Qg — T Gy Za,aV88k G f ey — Uy ey,

< @. Oznatime o,, = a; + dy+ ... + @p — Gy — .. — @y, 2rEjmC |cr,,2 —

—a| < a,, Ked je a =o,, + R,, tvrdenie vety je dokdzané. V opa¢nom

pripade existuje ny také, ze:

Gt F Uy =y gy — s =yt Ay e Oy S 4
avsak a; +... + N a,,2+a,,z+1-|-... + a,, > a. Oznadime
Opy = a t.e O — Up gy —ve — a,,2+ Upytr + oo -+ Ung potom zrejme:

|0, — a| = a,, atd.

Z celého postupu vidiet, Ze mame tieto moznosti:

a) Pre nejaké prirodzené k bude a = o, + (— l)kR,,k. Potom je dokaz
hotovy.

b) Pre Ziadne prirodzené k nenastane pripad a). Potom dostivame neko-
neén postupnost prirodzenych é&isel:

Ny << My < Mg <. <y <o

arad: [¢]E=a; +... t O — Gy~ =y, o+ (=1, 4
Ukézeme, ze a = S([«] ). Z konstrukcie radu [«] & je zrejmé toto:
Ak oznatime o,, = a; + . ct =y gy e = + (= L)ktrq,

bude platit: |o,, — a| < a,, teda hm Oy
k- o
{Oa}n=1 radu [&] & je kOnvergentna (vzhladom na konvergenciu radu) a kedze

postupnost {ank}k,l je z nej vybrand, obe postupnosti buda mat ten 1stj’r
limit, teda:

= a. Postupnost ¢iastoénych saétov

limo, = a = §([«] &).

Tym je dékaz hotovy.
Doslo dna 21. IV. 1954.
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O CYMME KOHBEPTEHTHBIX PAJJOB
TUBOP IITAJIAT

BrIiBOzbI
IIycts a, +a,+ ... a, -+ ... (1) ecTb KOHBEPTEHTHBIN PAL C IOJOKUTEILHBLIMMA
wiedHamu. Ilycts A7 68osHayaer cymMMy 9Toro psjga. Hazo oGpa3oBaTh BCe BO3MOIKHbIE
Y, /
PAABL: &4, 4f &, + ... + &a,+ ... (2) roe ¢, ecth + 1 mam — 1 a1 KamxkAOro Ha-

TYPaJILHOTO U.

IIpegMeToM HacToAllell paGoThbi fABJIAETCA MCCJIEN0BaBye CBOMCTB MHOXeECTB W cyM-
Mbl BCE€X BO3MOXKHBLIX PAAOB (2). e

B pabore poka3aHo, YTO MHOKeC1BO W dABJIFAETCA KOHféamHoe M IJ0THOEe B cele,
Zalbille HBJISETCH CHMMMETPIHYEecKoe 10 OTHOLIEHMIO K Hauany. B TakoM ciydae, Korza
KaXxkJoi 4ieH pazna (1) asiserca OOJblile, UeM OCTEGTOK PANA K HEMY I[IPMHANJERAI0-
wmit, monyumMm MHOxKecTBOo W u3 murepsBasa < — 4, 4+ 4 >, ecan BBIIYCTUM CYETHYIO
CHUCTEMY OTKPBITHIX MHTEPBAJIOB, KOTOPBLIX cepenyuHa ABJAETCS COOTBETCTBEHA C IIap-
LyaJgsHbIMK CyMMaMu paAgoB (2). B ciydae, Korja HMKaKoil dieH pazna (1) He 6Goabuie,
Kak M30bITOK DPsifjla K HeMy IPMHAJIEIKALLMI, BbIIOJHAET MHOKeCTBO W Bech MHTEpP-
pat < — A, A> 1. e W=<—4,+4>.
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